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Главы I-Ill 


Группа французских математиков, 
объединенная под псевдонимом 
«Бурбаки», поставила перед собой 
цель — написать под общим загла- 
вием «Элементы математики» пол- 
ный трактат современной матема- 
тической науки. 

Много томов этого трактата уже 
вышло во Франции. Они вызвали 
большой интерес математиков всего 
мира как новизной изложения, так 
и высоким научным уровнем. 

Книга рассчитана на математи- 
ков — научных работников, аспиран- 
тов и студентов старших курсов. 
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Книга входит в завоевавшую мировое призна- 
ние энциклопедию современной математики «Эле- 
менты математики», созданную группой француз- 
ских ученых, выступающих под псевдонимом 
Н. Бурбаки. : 

В 1972 г. издательством «Мир» был выпущен 
перевод гл. IV—VI книги «Группы и алгебры Ли», 


а сейчас предлагается перевод ее начальных глав 
(в таком же порядке выходили французские изда- 


ния). Книга отражает самые современные резуль- 
таты в этой. области. В ней имеется обширный 
материал по теории алгебр Ли, свободных ал-. 
гебр Ли и групп Ли. 

Книга предназначена. для широкого круга ма- 
тематиков различных специальностей — от студен- 
тов до научных работников. 
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ОТ РЕДАКТОРОВ ПЕРЕВОДА 


В 1972 г. издательством „Мир“ был выпущен перевод глав 
IV — VI книги Н. Бурбаки „Группы и алгебры Ли“, входящей 
в известный трактат „Элементы математики“. Французское из- 
дание этих глав относится к 1968 г. Ко времени работы над 
русским изданием гл. IV — VI начальные главы книги еще не 
были полностью опубликованы, и тогда пришлось нарушить при- 
вычный порядок издания. 

Настоящий выпуск заполняет образовавшийся пробел: он со- 
держит перевод трех первых глав книги. Французские издания 
этих глав вышли в разное время: гл. I — вторым изданием в 1971 г., 
гл. П и Ш — первым изданием в 1972 г. Глава I посвя- 
щена алгебрам Ли, гл. П — свободным алгебрам Ли и гл. Ш — 
группам Ли. Логическая зависимость этих глав от других час- 
тей трактата указана в примечаниях в начале глав. 

Короткое авторское введение имеется в гл. IV — VI (см. pyc- 
ское издание 1972 г.); в этих начальных главах авторское введе- 
ние отсутствует. 
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ГЛАВА I 


АЛГЕБРЫ ЛИ 


В параграфах 1, 2u 3 К обозначает коммутативное кольцо 
«с единицей. В параграфе 4 К обозначает поле. В параграфах 
5, 6 u 7 К обозначает поле характеристики 0 !). 


$ 1. Определение алгебр Ли 
1. Алгебры 


Пусть М — унитарный модуль над К, снабженный билиней- 
ным отображением (X, у) => xy произведения MX М в M. Тогда 
выполняются все аксиомы, определяющие алгебры, за исключе- 
нием ассоциативности умножения. Допуская вольность речи, 
товорят, что М — не обязательно ассоциативная алгебра над К 
или, если нет опасности возникновения недоразумений, просто 
что М — алгебра над К. В настоящем параграфе мы будем ис- 
пользовать эту последнюю терминологию. 

Если наделить К-модуль М умножением (X, y)+> ух, можно по- 
лучить еще одну алгебру, про которую говорят, что она Npo- 
тивоположна к ранее введенной. 

К-подмодуль N модуля М, устойчивый относительно умно- 
жения, очевидным образом наделяется структурой алгебры над К. 
Говорят, ‘что N есть подалгебра алгебры М. Кроме того, гово- 
DAT, что N является левым (соотв. правым) идеалом алгебры М, 
если из того, что хеЕМ, уеМ, следует, что ух = М (соотв. 
хуе М). Если М — одновременно и левый и правый идеал, то 
товорят, что он — двусторонний идеал алгебры М. В этом слу- 
чае умножение в М позволяет определить посредством факто- 
ризации билинейное умножение в фактормодуле M/N таким 
©бразом, что М/М наделяется структурой алгебры. Говорят, что 
MIN ‘является факторалгеброй алгебры М по идеалу N. 

Пусть M, и M, — две алгебры над К и ф — отображение М, 
в Mo. Говорят, что ф — гомоморфизм, если оно К-линейно и 
если ф (ху) =ф(х)ф(у) для x € M,, уе М,. Ядро ф является дву- 
сторонним идеалом в М,, а ero, образ — подалгеброй алгебры Mo. 


!) Теоремы, доказываемые в настоящей главе, опираются исключительно 
Ha результаты, полученные в книгах [ — VI, и на несколько результатов из 
Koma. ane. гл. III, $ 2. т 
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При факторизации ф определяет изоморфизм алгебры M,/N на 
алгебру ф (М). 


Пусть М — алгебра над К. Отображение D алгебры М в М 
называется дифференцированием этой алгебры, если оно К-ли- 
нейно и если D(xy)=(Dx)y-+ x (Dy), как только хе Mu yeM. 
Это определение обобщает определение 3 из Алг., гл. IV, $ 4, 
n° 3. Ядро дифференцирования алгебры М является подалгеб- 
рой в М. Если D, и О, — дифференцирования алгебры M, то 
D,D, — 0.0, — также дифференцирование М (cm. Алг., гл. IV, 
$ 4, n° 3, предложение 5; доказательство этого утверждения 
не использует ассоциативности алгебры). 


Пусть M, и M, — две алгебры над К. В модуле М = M, ЖМ,, 
являющемся произведением модулей M, и Mo, определим опера- 
цию умножения, полагая (X, Ko)(Yı, Yo) —(XiY1, Xoo), если X, 
у — элементы из М|, а хо, Yo — элементы из Ma. Алгебра, опре- 
деленная таким образом, называется произведением алгебр М; и 
М.. Отображение X, => (хи, 0) (соотв. х›=-> (0, x2)) является изо- 
морфизмом М, (соотв. М.) на двусторонний идеал алгебры M. 
С помощью этих изоморфизмов M, и Ma отождествляются 
с двусторонними идеалами. алгебры М. После этого К-мо- 
дуль М становится прямой суммой подмодулей М, и M. 
Обратно, пусть М — алгебра над К и M,, M, — двусторонние 
идеалы М, такие, что М является прямой суммой М; и М.. 
Имеем М.М. < М, | М. = {0}; поэтому, если x, у, принадлежат 
М; и х», у принадлежат M2, TO (X + Xo) (у, + Yo) = хи + ху», 
так что М отождествляется с произведением алгебр М, X M. 
Каждый левый (соотв. правый, двусторонний) идеал алгебры М, 
является левым (соотв. правым, двусторонним) идеалом в М. Мы 
предлагаем читателю позаботиться о формулировке аналогичных 
результатов в случае произвольного конечного семейства алгебр. 

Пусть М — алгебра над К, и предположим, что К-модуль М 
допускает базис (а), _,‚. Для любых A, и из L существует, и 


притом единственная, система (YauvA, в, veLxLXL Элементов из 
К, такая, что aay = 2, Yauvdv. Элементы Yauv называются стру- 


ктурными константами алгебры M в базисе (а). 


Пусть М — алгебра над К, Ко — коммутативное кольцо с еди- 
ницей, а р — гомоморфизм кольца Ko B К, переводящий единицу 
в единицу. В этом случае М можно рассматривать как алгебру 
над Ку, полагая а. х==0о(а).х для ае Ko, * = M. В частности, 
это так, если в качестве Ку взять подкольцо кольца К, содер- 
жащее единицу, а в качестве р — тождественное отображение 
Ко в К. 

Пусть М — алгебра над К, К, — коммутативное кольцо с едини- 
цей, а о — гомоморфизм К в Ä,, переводящий единицу в единицу. 
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Пусть Mir, о) = Mx, ecTb К!-модуль, получающийся из M расши- 
рением кольца скаляров до К; (Алг., гл. Ш, приложение II, n° 10). 
Умножение в М канонически определяет К/\-билинейное отображе- 
ние Мк, X Mx, в Мк, (Алг., гл. IX, § 1, n° 4) так, что Mix, oKa- 
зывается наделенным структурой алгебры над K, (про которую 
говорят, что она получается из М расширением кольца скаля- 
poe до K,). В частности, это так, если К — подкольцо кольца Ку, 
содержащее единичный элемент, и о — тождественное отображе- 


ние К в К.. 


2. Алгебры Hu 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. Алгебра g над К называется алгеброй Ли 
над К, если умножение в ней (обозначаемое через (x, у) => [х, y]) 
удовлетворяет тождествам 


[x, x] =0, (1) 
Ix, [y, 2] 1-Е Ty, lz, x]] +12, [х, yl ]=0, (2) 
где X, у, 2 — элементы из 9. 


Произведение [x, у] называется коммутатором (иногда — скоб- 
кой) хи y. Тождество (2) называется тождеством Якоби. 

Коммутатор [х, y] является билинейной знакопеременной 
функцией элементов X, у. Это означает, что 


[х, у] = — 9, =} (3) 
так что тождество Якоби можно записать в виде | 
[x, ly, 2]1=1[ls, и], 21+[y, Lx, 21]. (4) 


Любая подалгебра и факторалгебра алгебры Ли сами являются 
алгебрами Ли. Произведение алгебр Ли также является алгеб- 
рой Ли. Если g— алгебра Ли, то и алгебра 9°, ей противопо- 
ложная, — снова алгебра Ли, а отображение х--> —х есть изо- 
морфизм $ Ha 4 в силу тождества (3). 


Пример 1. Пусть L — ассоциативная алгебра над К. Комму- 
татор [х, у] =ху — ух является билинейной функцией X и y. 
Легко проверить, что умножение в К-модуле L, задаваемое пра- 
вилом (x, y)+>[x, y], превращает L в алгебру Ли над К. 


Пример 2. В примере | выберем в качестве алгебры Г ал- 
гебру эндоморфизмов К-модуля Е. Тогда мы получим алгебру 
Ли эндоморфизмов модуля Е, обозначаемую через gl(F£). (Если 
Е= К”, то вместо gl(E) употребляется обозначение gl(n, K).) 

Любая подалгебра Ли алгебры gl(E) есть алгебра Ли над К. 
В частности: 
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1° Если модуль Е наделен структурой алгебры (He обяза- 
тельно ассоциативной), то дифференцирования алгебры E обра- 
зуют алгебру Ли над К. 

2° Если Е допускает конечный базис, то его эндоморфизмы 
со следом нуль образуют алгебру Ли над К, которая обозна- 
чается через 8Г(ЁЕ) Ag 8l(n, К), если E= kK”). 

3° Множество M,(K) квадратных матриц порядка п можно 
рассматривать как алгебру Ли над К, канонически изоморфную». 
ql(n, К). Пусть (£;;) — канонический базис алгебры M, (К) (Алг., 
гл. II, $ 6, n° 2). Легко получить, что 


[E;;, Ex] = 0, если 15ЕЕ И ВЕТ, 

IE:;, E;;]= Би, если 151, (5} 
[Ех Ев: |= — Ex;, если Ik, 

[£;;, Ej] = Ej; —E;;. 


Символом t(n, К) (соотв. 8t(n, К), n(n, К)) обозначается 
подалгебра Ли алгебры M,(K), образованная треугольными 
(соотв. треугольными со следом нуль, соотв. нильтреугольными} 
матрицами (Алг., гл. Il, $6, n°5). 


*Пример 3. Пусть У — бесконечно дифференцируемое веще- 
ственное многообразие. Дифференциальные операторы с веще- 
ственными бесконечно дифференцируемыми коэффициентами: 
на У образуют ассоциативную алгебру над В и, следовательно, 
в соответствии с примером 1 алгебру Ли A над К. Коммутатор, 
двух бесконечно дифференцируемых векторных полей на У есть. 
снова бесконечно дифференцируемое векторное поле, следо- 
вательно, бесконечно дифференцируемые векторные поля на И 
образуют подалгебру Ли f алгебры А. Если У является веще- 
ственной группой Ли, TO левоинвариантные векторные поля’ 
образуют подалгебру Ли 4 алгебры Г, называемую алгеброй Ли 
группы У. Векторное пространство 4 отождествляется с каса- 
тельным пространством к У ве (единичный элемент группы V). 
Пусть И’ — другая вещественная группа Ли, е’— ее единичный. 
элемент, 4’ — ее алгебра Ли. Любой аналитический гомоморфизм 
многообразия У BV’ определяет линейное отображение касатель- 
ного пространства к V B e касательное пространство к У’ве’; 
это отображение является гомоморфизмом алгебры Ли 9 в алге- 
бру Ли 9°. Если У — линейная группа вещественного конечномер- 
ного пространства E, то существует канонический изоморфизм 
алгебры Ли gl(E) на алгебру Ли g группы И, с помощью кото- 
рого 4 отождествляют с QI(E)., 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть 4— алгебра Ли и x—ee элемент. 
Линейное отображение у->[х, y] алгебры 9 в $ называется 
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линейным отображением, присоединенным к X, U обозначается 
через adsX или ad x. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ |. Пусть 4 — алгебра Ли. Для любого xeg 
отображение а4х является дифференцированием алгебры A. 
Отображение x ad х есть гомоморфизм алгебры Ли 9 в алгебру 
«Ли D дифференцирований алгебры $. Если Deduxeg, ro [D, 
adx]= ad (Dx). 


В самом деле, тождество (4) можно записать в виде 
(adx).[y, =] =[(adx).y, 2]  [и, (ad x) . 2], 


(ad [x, у]).2 = (ad x). (ad y) . z) — (ad y) - ((ad x) -2), 


откуда вытекают два первые утверждения. С другой стороны, 
если DE, xeg, уе 9, то [D, ах]. и= р ([х, y]) — [х, Ру] = 
so] Dx, y]=(ad Dx).y, откуда вытекает последнее утверждение. 


ИЛИ 


Отображение ad X называется также внутренним дифферен- 
цированием, определенным элементом X. 


3. Коммутативные алгебры Ли 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Говорят, что два элемента х, у алгебры Ли 
перестановочны, если [x, у] =0. Говорят, что 9 коммиутативна, 
если любые два ее элемента перестановочны. 


Пример 1. Пусть Г — ассоциативная алгебра, 4 — алгебра 
„Ли, которая определена в n 2, пример 1. Два элемента x, y 
перестановочны в 4 тогда и только тогда, когда ху == их BL. 


*Пример 2. Если вещественная группа Ли G коммутативна, 
To ее алгебра Ли коммутативна. x 


Каждый К-модуль можно, очевидно, единственным образом 
наделить структурой коммутативной алгебры Ли над К. 

Если 4 — алгебра Ли, то любой ее моногенный подмодуль 
является коммутативной подалгеброй в 9. 


4. Идеалы 


Из тождества (3) следует, что в алгебре Ли 49 нет разницы 
между левыми и правыми идеалами и Любой идеал является 
двусторонним. Поэтому мы будем говорить просто об идеалах. 


*Пример. Пусть @ — группа Ли, 4 — ее алгебра Ли, Н—под- 
труппа Ли в С. Любое левоинвариантное векторное поле Ha H 
канонически определяет левоинвариантное векторное поле на G, 
что влечет за собой наличие канонического‘ вложения алгебры 
«Ли В группы Н в 8; посредством этого вложения D отожде- 
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ствляется с подалгеброй алгебры 49. Если Н нормальна в С, то 
канонический образ № в 49 является в последней идеалом. x 

Идеал алгебры 4 является ее подмодулем, устойчивым OTHO- 
сительно ее внутренних дифференцирований. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Подмодуль алгебры à, устойчивый относи- 
тельчо всех ее дифференцирований, называется характеристиче- 
ским идеалом в A. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть 4 — алгебра Ли, а — ее идеал (соотв. 
характеристический идеал) и  b— характеристический идеал 
алгебры Ли а. Тогда b — идеал (соотв. характеристический идеал) 
алгебры 4. 


В самом деле, любое внутреннее дифференцирование (соотв. 
любое дифференцирование) 4 отображает A в A и индуцирует 
в а дифференцирование, а поэтому отображает и В в себя. 

Пусть 4 — алгебра Ли. Если a и В — идеалы в 9, то аби 
а + 5 — идеалы в 4. 

Пусть a u В — подмодули в 9. Допуская вольность в 060- 
значениях, символом [a, В] обозначим подмодуль модуля 4, 
порожденный элементами вида [х, y] (x Ga, уеЬ). Вследствие 
тождества (3) выполняется равенство [а, 6] = В, a]. Если zeq, 
то под [z, a], или [a, 2], будем понимать подмодуль [Кг, a] = 
== (ad) (a). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Если a и В — идеалы (соотв. характеристи- 
ческие идеалы) алгебры 4, то [a, В] — также идеал’) (соотв. 
характеристический идеал) 8 ц. | 


В самом деле, пусть D — внутреннее (соотв. произвольное) 
дифференцирование алгебры 4. Если x Ga u уе Ь, то 


D (|x, y) =[Dx, у] -[х, Бу] = fo, В], 
откуда следует доказываемое утверждение. 


Если а — подмодуль В 4, то множество X =, таких, что 
(ad x). ACA, есть подалгебра И алгебры 4, называемая нормали- 
затором À B 4. Если, кроме того, a — подалгебра алгебры 4, TO 
асии а— идеал в и. 


5. Производный ряд, нижний центральный ряд 


Характеристический. идеал [4, 4], обозначаемый через Da, 
называется производным идеалом (или коммутантом) алгебры 4. 

Любой подмодуль в 4, содержащий Dg, является идеа- 
лом В 9. | 


1) Он называется взаимным коммутантом a u D, — Прим. перев. 
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ПроизвоЭным рядом алгебры | называется убывающая по- 
следовательность 94, D'g,... характеристических идеалов в 4, 
рекуррентно определяемых следующим образом: 1) Da — g; 
2) Da [Da Dal. & 

Нижним (или убывающим) центральным рядом алгебры 9 
называется убывающая последовательность ®'4, @7g, ... харак- 
теристических идеалов, рекуррентно определяемых следующим 
образом: 1) &'a—g; 2) @’*'g=[g, 974]. Имеем %94=9%) и 
$7" '4 > Da для любых р, что немедленно доказывается индук- 
цией по р. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть ди № — две алгебры Ли над К и f— 
гомоморфизм à на \. Тогда f (Da) = DH, f(€'a) =". 

Если a и 6 — подмодули в 4, то обязательно [([а, b]) = 
— [1 (а), f(b)]. Утверждение доказывается теперь непосред- 
ственно индукцией по р. 


СлЕДСТВИЕ. Пусть 4 — алгебра Ли, à — идеал в 9. Для того 
чтобы алгебра Ли а была коммутативной, необходимо и доста- 


точно, чтобы AD Dg. 


В самом деле, безразлично, сказать ли, что A/A коммута- 
тивна или что 9 (4/а) =0. Однако 9 (4/1), согласно предложе- 
нию 4, является каноническим образом Dy в q/a. 


6. Верхний центральный ряд 


Пусть § — алгебра Ли и Р — подмножество в 49. Централи- 
затором Р в 9 называется совокупность элементов из 4, пере- 
становочных с этим множеством Р. Централизатор есть пере- 
сечение ядер отображений ady, где у пробегает P, а потому 
является подалгеброй в 4. | 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть ga— алгебра Ли, a — идеал (соотв. 
характеристический идеал) в 4. Централизатор я’ идеала a в 9 
есть идеал (соотв. характеристический идеал) алгебры ц. 


В самом деле, пусть D — внутреннее (соотв. произвольное) 
дифференцирование алгебры 9. Если xa" и yea, то 


[Dx, у] = ([х, y) —[х, Dy] =0, 
откуда Dxe u’. Предложение доказано. 


Пусть 4 — алгебра Ли. Центром алгебры 4 называется цен- 
трализатор 4 BQ, Т. €. характеристический идеал, состоящий 
из таких элементов хе, что [х, у| =0 для всех уе. 
Центр алгебры 9 является ядром гомоморфизма х--> ad x. 
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Верхним (или возрастающим) центральным рядом алгебры q 
называется возрастающая последовательность Bo, Ci, ... 
характеристических идеалов $, рекуррентно определяемых сле- 
дующим образом: 1) ®,4= {0}; 2) @,+19 есть прообраз центра 
алгебры 4/6, при каноническом отображении $ на 3/64. 

Идеал 6,9 является центром алгебры 4. 


7. Расширения 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Пусть a u b— две алгебры Ли над К. Pac- © 
ширением В при помощи à (или посредством A) называется по- 
следовательность. 

at>g->5, 


где 4 — алгебра Ли над К, ий — сюржективный гомоморфизм 9 
H1 Ви A — инъективный гомоморфизм A на ядро LM. 


Ядро n гомоморфизма и называется ядром этого расшире- 
ния. Гомоморфизм À является изоморфизмом алгебры À Ha N, | 
а гомоморфизм и определяет при факторизации изоморфизм Q/n 
на В. 

Допуская вольность речи, говорят также, что 4 является 
расширением В при помощи a. 


Два расширения 
А А ’ 
a—>g 1b, a—>g +>b 
называются эквивалентными, если существует гомоморфизм f 
алгебры 4 в 9’, такой, что диаграмма 


$ 
VA | Nu 
(1 ; Sp 
EIER 
9 


коммутативна (т. е. что [о ^=А/, wWef=u). Покажем, что 
любой такой гомоморфизм обязательно биективен. Прежде всего, | 
инъективен. В самом деле, если хе ФЗ таков, что f(x) =0, то 
и (х) = в (f(x)) =0, откуда х=А(у), где yea; далее, X (у) = 
=f (A(y)) =f (<) =0, поэтому у==0, а следовательно, и х=0. 
С другой стороны, | сюръективен. Действительно, отображение 
u’ of =p сюръективно, поэтому f (4) +A’ (a) ="; из других со- 
ображений, однако, видно, что f(g) > f (À (a)) =A’ (я). 

Из доказанного следует, что только что введенное отноше- 
ние между двумя расширениями является отношением эквива- 
лентности. | 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть 
a gt>b 


— расширение В при помощи à и п— его ядро. 

а) Если существует подалгебра M алгебры 4, дополнительная 
к N 6 {, то ограничение u на м есть изоморфизм m на В. Если v 
обозначает изоморфизм, обратный к этому ограничению, TO V 
есть гомоморфизм В 8 { U WV есть тождественный автомор- 
физм алгебры В. 

6) Обратно, если существует гомоморфизм v алгебры В в $3, 
такой, что цо\ — тождественный автоморфизм на В, To v(b) 
является подалгеброй, дополнительной к N 8 N. 


Утверждение пункта а) тривиально. Обратно, пусть V — гомо- 
морфизм В в 94, такой, что доу — тождественный автоморфизм 
на 6. Тогда v(b)— подалгебра в 4 и 4— прямая сумма v(b) и 
и-! (0) = т (Алг., гл. VIII, $ 1, n° 1). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Пусть 

À 
a>+qg+b 
— расширение В при помощи a и n—eeo ядро. Говорят, чта 
это расширение является несущественным или расщепляется 
(соотв. тривиально), если существует подалгебра (соотв. идеал), 


дополнительная (дополнительный) ки в 9. Говорят, что это рас- 
ширение центрально, если N содержится в центре алгебры ц. 


Если расширение тривиально, то пусть M — идеал в 4, Допол- 
нительный к и в 9. В этом случае (см. n°. 1) 9 канонически 
отождествляется с алгеброй Ли M XN, а следовательно, и с ал- 
геброй Ли à X b. Обратно, пусть à и b — две алгебры Ли; тогда 
a X b — тривиальное расширение A при помощи В. 

Несущественное центральное расширение тривиально. В са- 
MOM деле, пусть 4— алгебра Ли, п — идеал этой алгебры, сс- 
держащийся в ее центре, M — подалгебра $, дополнительная ки 
в 9. Имеем [щ, 4] = [м, m] + [m, и] —[m, м] < м, откуда следует, 
что м — идеал алгебры 4. 


8. Полупрямые произведения 


Пусть а и В — две алгебры Ли над К. Нелегкой задачей 
представляется описание всевозможных расширений В при по- 
помощи A. Однако мы опишем, и довольно просто, все несуще- 
ственные расширения В при помощи а. 

Пусть g— несущественное расширение Pb при помощи A. 
Отождествим я с идеалом алгебры 49, В — с подалгеброй в 4, 
дополнительной K A, и модуль 9 — с модулем à X b. Для любого 
bEb пусть ф, — ограничение на à дифференцирования ad, 6; 


16. - ГЛ. I. АЛГЕБРЫ ЛИ 3 


это дифференцирование идеала a, и отображение D > ф, — гомо- 
морфизм b в алгебру Ли дифференцирований идеала a. С дру- 
гой стороны, для а, a’ из я и b, b’ из b имеем 


[(a, 6), (а, Г] = [а в, a +b] = 
= [а, а] +[a, O°] +[d, а] + [6, 9] = 
=([a, а] + ga’ — goa, [b, 6']). (6) 


Обратно, пусть a и В — алгебры Ли над К и bt >, — го- 
моморфизм bh в алгебру Ли дифференцирований алгебры A. 
В прямой сумме 4 К-модулей a и В определим коммутатор 
двух элементов, полагая 


[(a, 6), (a, 5’) = ([а, а] + 9,0’ — фа, [6, DT, 


где а, a’ из a, a b, b’ из b. Очевидно, что этот коммутатор 
есть билинейная знакопеременная функция аргументов (a,b), 
(а’, 5’); покажем, что если взять три элемента (а, 6) (a’, b’), 
(а”, 5”) иза X b, то 


Ка, 6), ((a’, 6), (a”, "I+ а’, 5), Ка", 6”), (a, + | 

+ [(a”, 5”), [(a, b), (a’, b”)]] — 0. (7) 
Так как первый член в (7) есть трилинейная знакоперемен- 
ная функция (а, 6), (a’, 6’), (a”, 65”), достаточно произвести про- 


верку равенства в случае, когда система элементов имеет 
одну. из следующих форм: 


(a, 0), (a’, 0), (a”, 0), | (8) 
(a, 0), (a’, 0), (0, 5”), (9) 
(a, 0), (0, 0’), (0, b”), (10) 
(0, 5), (0, 6’), (0, 6”). (11) 


В случаях (8) и (11) соотношение (7) является непосред- 
ственным следствием тождества Якоби Bau 6. В случае (9) 
имеем 


[(а,. 0), [(a’, 0), (0, 5”)]] = [(а, 0), (— фьа’, 0)] = (— [а, $», 1,0), 
[(a’, 0), [(0, 5”), (a, O)]]=[(a’, 0), (pa, 0)]=([e’, pal, 0), 

[0, 5”), [(a, 0), (a’, О) = К, 6”), (fa, a], бу == (9, (la, a’), 0), 
и соотношение (7) следует из равенства 


Фу» ( la, а']) = [ Py, а’ | + [а, Dy’ |. 
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В случае (10) имеем 

[(а, 0), [(0, 5°), (0, 5”) ] = (а, 9), (0, 18’, 5”])] = (— Op, ва, 0), 
[(0, 6”), ©, 6”), (a, ON =[O, 6), (pa, 0)] = (фифыа, 0), 

(0, 6”), (а, 0), (0, 5] =, 5”), (— pa, 0)] = (— pme, 0), 


и равенство (7) следует из 
Pio’, b”] +? Pp Pox SE Ф»„Фь». 


Таким образом, на $ определена структура алгебры Ли. Ото- 
бражение (а, 5) => алгебры 9 на В является гомоморфизмом LU, 
ядром которого служит идеал N, состоящий из элементов ал- 
гебры 4 вида (a, 0). Отображение a+ (а, 0) есть изоморфизм A 
алгебры а на и. Поэтому : 
| a—>g-—>b (12) 


является расширением В при помощи A с ядром п, про которое 
говорят, что оно канонически определяется через а, В, @. Ото- 
бражение b+>(0, 6) есть изоморфизм v алгебры В Ha под- 
алгебру из 4, дополнительную к ив 4; поэтому расширение яв- 
ляется несущественным. 

Отождествляя à с и при помощи Au bc v (5) при помощи V, 
для всех AGA U b = В получим 


(ad b).a=[(0, b), (a, 0)] = (фьа, 0) = фьа. 


Если ф==0, то 4 — произведение алгебр bu a. В общем слу- 
чае 4 называется полупрямым произведением алгебры В на 
алгебру я (соответствующим гомоморфизму b+ >q, алгебры b 
в алгебру Ли дифференцирований алгебры а). 

Мы, таким образом, установили следующее предложение: 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Пусть a и В — две алгебры Ли над К, 
a>g—>h 


— несущественное расширение В при помощи à, у — изоморфизм b 
на подалгебру алгебры 9, такой, что U © V — тождественный авто- 
морфизм алгебры b, и ф— соответствующий гомоморфизм b 
в алгебру Ли дифференцирований алгебры я. Пусть 


Ets Jo —2> b 


— несущественное расширение 6 при помощи à, канонически 
определенное ‚через ф. Тогда отображение (а, 6) => ^ (а) + м (5) 
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является изоморфизмом Jo на 9 и диаграмма 


do 
№ N 
a f >; 
AN y 7H 
9 


коммутативна, так что указанные два расширения эквивалентны. 


Пример 1. Пусть 9 — алгебра Ли над К, D— ее дифферен- 
цирование. Пусть № — коммутативная алгебра Ли К. Отобра- 
жение A+>AD (LE К) является гомоморфизмом В в алгебру Ли 
дифференцирований алгебры 4. Образуем соответствующее по- 
лупрямое произведение { алгебры № на алгебру a. Пусть хи -- 
элемент (0, 1) алгебры f. Для всех хе q имеем Dx = [хо, x]. 


Пример 2. Пусть g— алгебра Ли над К, М — некоторый 
К-модуль, а о — гомоморфизм g в gl(M). Если рассматривать 
модуль М как коммутативную алгебру Ли, то ее алгебра диф- 
ференцирований есть просто (M). Поэтому можно построить, 
полупрямое произведение № алгебры g на М, соответствующее 
гомоморфизму о. 

Возьмем, в частности, д == 41 (М), и пусть о — тождественное 
отображение алгебры gl(M). Полупрямое произведение q на М 
обозначается в этом случае через af(M) (или Ч(п, К), если 
М =К”). Элемент из af (M) представляет собой пару (т, u), где 
me M, ие (М), а коммутатор определяется формулой 


[(m, u), (m’, и’) = (u (m?) — u’ (m), [u, и']). 


*Если М — векторное пространство конечной размерности 
над В, то af (M) канонически отождествляется с алгеброй Ли 
аффинной группы пространства М. 


Пусть {— алгебра Ли над К. Линейное отображение 6 
алгебры t в af (M) может быть записано в виде xX > ((5 (x), п (х)), 
где &— линейное отображение алгебры TB М и n— линейное 
отображение + в gl(M). Выясним, какими свойствами должны 
обладать би \ для того, чтобы 0 было гомоморфизмом. Для 
всех xet, уе{ должно выполняться равенство 


9([х, у] ) = [0 (x), ey], 


GC, И), Их, 1) =), п@)), CW), "= 
= (и (х).5 (y) — n(y).S (x), [м (х), 1 (и). 


Поэтому для того, чтобы 0 было гомоморфизмом алгебры t 


Ts € 
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в af (M), необходимо и достаточно, чтобы \ было гомоморфиз- 
мом t B gl (М) и Z удовлетворяло соотношению 


le, y]) =n(x).o(y) — n(y).8 (x). (13) 


Пусть N есть К-модуль МЖК. Возьмем 3a t подалгебру 
алгебры gl(N), образованную элементами wEgl(N), такими, 
что и (№) < M. Для всех wet пусть n(w) = gl (М) — ограниче- 
ние w на М, и пусть 6 (&) = w (0, 1) + М. Для wet, w, Et имеем 


&(lwı, w,]) = w (5 (w3)) — w2 (5 (w;)) =" (w:).6 (&>) — n (w). 6 (в). 

Поэтому отображение wt >(f(w), n(w)) является гомомор- 
физмом 6 алгебры Ев af(M). Ясно, что 0 биективно. Пусть 
ф=@ . Если (m, и) Е а (М), то Ф(т, и) есть элемент w ал- 
гебры f, определенный равенством 


w(m’, А) =(и(т’) + Am, 0). 


С помощью изоморфизма ф алгебра af(M) часто отожде- 
ствляется с подалгеброй { алгебры (М). 


*Если М — конечномерное векторное пространство над В, то 
гомоморфизм ф алгебры af(M) в gl(N) соответствует канони- 
ческому гомоморфизму ф аффинной группы А пространства М 
в группу GL (№); если a& A, To (a) — единственный элемент © 
группы СЁ (№), такой, что & (т, 1) = (а(т), 1) для всех me M. 
Этот гомоморфизм инъективен и p(A) есть множество автомор- 
физмов N, оставляющих на месте все линейные многообразия 
в N, параллельные М. 


9. Замена кольца скаляров 


Пусть Ко— коммутативное кольцо с единицей, р — гомо- 
морфизм кольца Ков К, переводящий единицу в единицу. Пусть 
< — алгебра Ли над’ К. Пусть, далее, g’ — алгебра, получаю- 
щаяся из 4, если последнюю рассматривать как алгебру над Ко 
< помощью о (cm. n° 1). Тогда 4’ — алгебра Ли. Все подалгебры 
(соотв. идеалы) алгебры 4 являются подалгебрами (соотв. иде- 
алами) алгебры 4’. Если à и В — подмодули в 4, то взаимный 
коммутант [a, 6] является взаимным коммутантом A A bsp q; 


в самом деле, [a, BJ — множество элементов вида a yil, 
i=l 


где x, ея, у, ЕВ. Отсюда следует, в частности, что 97 = 
= T9 1 $74 = Gy’ для всех р. Далее, централизатор любого 
подмножества из 4— один и тот же ив 4, ивф.. Поэтому 
@,4 =0,g для всех р. 

Пусть К, — коммутативное кольцо с единицей, с — гомомор- 
физм кольца К в K,, переводящий единицу в единицу. Пусть 


F ко = f р / LA TEL en ff , 
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4 — алгебра Ли над К. Пусть, далее, Ir, — алгебра над K,, 
получающаяся из $ расширением кольца скаляров (см. n° 1). 
Тогда к) является алгеброй Ли. Если à — подалгебра (соотв. 
идеал) алгебры 4, то канонический образ алгебры GK) В Uk 
есть подалгебра (соотв. идеал) в к, Если a и 6 — подмодули 
в $, то канонический образ в 9х, модуля [а, ] к, равен взаим- 
ному коммутанту канонических образов модулей ак, и Мк). 
Отсюда следует, что D’ (Suc) является каноническим образом 
(42°) к) и что ©” (9x,) — канонический образ (3) ro: 


Если К — поле, К, — подполе- К и 0 — каноническое вложе- 
ние К в Ky, то, имея в виду обычные отождествления, получим 


[a, OA hg ETAT rane D° (%ко) = (Dry € (ко) и (PPB) 


Такого сорта результаты будут получены ив § 2, n°9. 
Если М — конечномерное векторное пространство над по- 
лем К, то M(x, — конечномерное векторное пространство над 
K,, и ассоциативная алгебра (MK) канонически отождест- 
вляется с ассоциативной алгеброй (M)... Поэтому алгебра Ли 


qi (Mxs) канонически отождествляется с алгеброй Ли (М) к»- 
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1. Определение универсальной обертывающей алгебры 


Пусть 4 — алгебра Ли над К. Для любой ассоциативной 
алгебры L с единицей над К назовем а-отображением алгебры $ 
в  К-линейное отображение с алгебры 4 в L, такое, что 


о ([х, у] ) = (х) в (у) — ос (у) с (х) (x, у из 9) 


(другими словами, гомоморфизм 4 в алгебру Ли, ассоциирован- 
ную с L). 

Если L’— другая ассоциативная алгебра с единицей над К 
и т— гомоморфизм L в L’, переводящий 1 в 1, To too есть 
а-отображение алгебры 4 в L’. Отыщем ассоциативную алгебру 
с единицей над К и а-отображение алгебры 4 в эту алгебру, 
являющееся универсальным (Teop. множ., гл. IV, $ 3, n° 1). 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. Густь à — алгебра Ли над К, Т — тензорная 
алгебра К-модуля 9 u J — ее двусторонний идеал, порожденный 
тензорами вида х®у—у®х- [х, y], где xeg, ySQ. Acco- 
циативная алгебра И = Т/] называется универсальной оберты- 
вающей алгеброй для 9. Ограничение на 4 канонического ото- 
бражения алгебры Т на И называется каноническим отображеним $ 
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Пусть 7; — двусторонний идеал в T, образованный тензо- 
рами, компонента степени 0 которых равна нулю. Пусть 
T) =К.1— множество элементов степени 0 алгебры 7. Пусть, 
далее, U, и И, — канонические образы Tı и Тов U. Так как 
7< Т., то прямое разложение Т= ТГ. ФТ. индуцирует прямое 
разложение U=U,®U,. Алгебра U обладает поэтому отлич- 
ным от нуля единичным элементом и О, =К.1. Компонента 
элемента x @U, лежащая в Up, называется его свободным чле- 
ном. Элементы со свободным членом, равным нулю, образуют 
двусторонний идеал в U, а именно двусторонний идеал U,, по- 


рожденный каноническим образом алгебры g BU. 
| Ассоциативная алгебра U порождена | и каноническим 06- |. 


разом алгебры g BU. 

Если xeguyeg, To x® y — y @ x u [x, y] сравнимы в T 
по модулю J; следовательно, если оо обозначает каноническое 
отображение алгебры 4 BU, To 


оо (x) Oo (У) — 00 (у) во (x) = 90 ([х, у]) 
в U. Другими словами, Op есть а-отображение -4 BU. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Лусть 0 есть а-отображение алгебры 98 ас- 
социативную алгебру L с единицей. Существует, и притом только: 
один, гомоморфизм т: U>L, перевоЭящий 1 в 1, такой, что 
0=T.0, где о, обозначает каноническое отображение 9 в U. 


В самом деле, пусть T’— единственный гомоморфизм алгебры Г 
в L, который продолжает o и переводит | в 1. Тогда для x, у 
из 4 имеем 


v(x @y—y @x— [х, y]) = 0 (x) в (у) — в (у)с (x) — в ([х, у] ) =0, 


так что т’ обращается в нуль на J и определяет посредством 
факторизации гомоморфизм т алгебры U в алгебру L, nepeBo- 
дящий 1 в |, такой, что 0=To0,. Единственность т немед- 
ленно вытекает из того, что 0u(9) и | порождают алгебру U. 


Пусть $’ — другая алгебра Ли над К, U’— ее универсальная 
обертывающая алгебра, а оу — каноническое отображение 4” 
в U’. Пусть ф — гомоморфизм 9 в 9’. В этом случае 0,09 есть. 
а-отображение алгебры 4 B U’; поэтому существует, и притом 
один, Гомоморфизм ф алгебры И в U’, переводящий | B 1 и 
такой, что диаграмма 


(> 8 
00 00 
у 

И— и’ 
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коммутативна. Этот гомоморфизм переводит элементы из U 
< нулевым свободным членом в элементы из U’ с нулевым сво- 
бодным членом. Если 4” — другая алгебра Ли над К, а g’ — 
гомоморфизм алгебры 4” B 9”, то (go) = ф’оф. 


2. Универсальная обертывающая алгебра произведения 
алгебр Ли 


Пусть 9, 4›— две алгебры Ли над К, U, — универсальная 
обертывающая алгебра алгебры 4; и о; — каноническое отобра- 
жение 4; BU; (i=1, 2). Пусть q = 9, X 9, U — ее универсаль- 
ная обертывающая алгебра, с — каноническое отображение 4 
в U. Канонические вложения алгебр 9 и ф в Q определяют 
канонические гомоморфизмы алгебр U, и U, в алгебру U, где 
их образы KOMMYTHPYIOT, а следовательно, и гомоморфизм ф 
алгебры U, ®к Up в U, переводящий 1 в 1. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Гомоморфизм ф является изоморфизмом. 


Отображение о’: (x, х›) => 01 (х1) © 1-1 ® ox) (x, eq, 
Хо Е 42) является а-отображением алгебры 9 в И, ®кО., так что 
существует (n° 1, предложение |) единственный гомоморфизм т 
алгебры U BU, @x Uo, переводящий 1 в 1, такой, что 


0’ == Тод. (1) 


Имеем фотоб = фоб’=0 И Тофо0” =тТоб=0"”, ПОЭТОМУ 
фот и тоф — тождественные отображения алгебр И и И, ®кИ, 
соответственно. Отсюда следует доказываемое. 


Принято отождествлять И, @кО. с U при помощи изомор- 
физма @. Тогда, согласно (1), каноническое отображение дв И 
отождествляется с отображением 


(X, X) > 0, (x;) © 1 + 1 ® о, (х.). 


Аналогично, если Qi, ..., 9, — алгебры JInHmanK,aU,,...,U,„— 
их универсальные обертывающие алгебры, то универсальная 
обертывающая алгебра U для GX... Ж y канонически ото- 
ждествляется с О; @к... ®кО,, а каноническое отображение 
алгебры 4; X ... Жа в И — с отображением 


(x,, :.., X,) > 0(x)@1@...@1+..:+1@... @ 1@ цв, (x,) 
(если обозначить через о; каноническое отображение алгебры $9; 
В U;). 

3. Универсальная обертывающая алгебра подалгебры Ли 


Пусть 4— алгебра Ли над К, В — ее подалгебра и о, 0 — 
канонические отображения алгебр 4, D в их универсальные 
обертывающие алгебры И, И. Тогда каноническое вложение j 
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алгебры D в алгебру g определяет аа i: VU, на- 


зываемый каноническим, такой, что Ooi—ioc, Алгебра КУ) 
порождена элементом Ги с (В). Будет проверено, что в этом 


важном случае i инъективен (n° 7, следствие D теоремы 1). 

Если. } — идеал в 4, то левый идеал в U, порожденный © (1), 
совпадает с правым идеалом, порожденным с (5), иначе говоря, 
является двусторонним идеалом, который мы обозначим через R. 
В самом деле, если хеВ u x’ =, то 


в (x) с (х’) = 0 (x) в (x) + с ([х, х']) 


и [x, Jeb. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть $ — идеал в 4, p— канонический го- 
моморфизм à на Wh и W — универсальная обертывающая ал- 
гебра для Wh. Гомоморфизм 


р: U—W, 


канонически определенный с помощью р, сюръективен, и его 
ядро является идеалом В алгебры U, порожденным с (5). 


Пусть 0” — каноническое отображение 4/9 в №. Из комму- 
тативной диаграммы 


§ —> g > 4/6 


| 4 
у 


видно, что ограничение гомоморфизма р на o(b), а следова- 
тельно, и на R является нулевым. Пусть ф — канонический го- 
моморфизм U на U/R. Существует гомоморфизм ф алгебры U/R 


фене 2 
o| > Ka 
U->U/RZI 


в М, такой, что р =фо\. Отображение oo алгебры 9 B U/R 
является а-отображением и обращается в нуль на D, а значит, 
определяет а-отображение 60 факторалгебры 4/5 в факторал- 
reöpy U/R, такое, что бор= род. Поэтому федор = фофосв = 
0" 0h, откуда фо0 = с”. Существует (n° 1, предложение |) 
гомоморфизм ф’, и притом только один, ‘алгебры Ув ‚OR, пе- 
_реводящий (Blu ‚такой, что 0=Ф’ос”. Поэтому go po 
=’ co” =80 и pop oo’ ’ == 6 OO” ‚ откуда следует, что pop 
и Mog — тождественные отображения алгебр U/R в W соот-. 
ветственно. Этим ‘заканчивается доказательство. 


* 
A 
a pe. 
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бл 


Алгебру U/R отождествляют с алгеброй № при помощи го- 
моморфизма @. В этом случае каноническое отображение в” 
факторалгебры g/h в № отождествляется с 6, т. e. отображе- 
ние 9/5 в U/R получается из в посредством факторизации. 


4. Универсальная обертывающая алгебра алгебры Ли, 
противоположной к данной 


Пусть 4 — алгебра Ли над К, 4° — противоположная к ней 
алгебра, с и о, — канонические отображения алгебр ци 4 в их 
универсальные обертывающие алгебры U u V. В этом случае 
© является а-отображением алгебры Ли 4 в ассоциативную 
алгебру UP, противоположную к ассоциативной алгебре U. Сле- 
довательно, существует, и притом только один, гомоморфизм @ 
алгебры У в алгебру (5, переводящий | в 1 и такой, что 
9 —= ° Oo. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Гомоморфизм ф язляется изоморфизмом 
«алгебры V на UV. 


В самом деле, существует гомоморфизм ф’ алгебры И в ал- 
reöpy V°, переводящий | в 1 и такой, что 0 =Ф’об. Можно 
рассматривать ф’ как гомоморфизм алгебры UP в У. Имеем 
Op = Ф’офоб( И O—Q’ oo, откуда pop и pop суть тожде- 
ственные отображения алгебр У и 0. Предложение доказано. 


Принято отождествлять V с U? при помощи изоморфизма q. 
В этом случае оу отождествляется с од. 


Тем самым установлено, что изоморфизм 0: х-> —х ал- 


гебры 4 на алгебру 4 определяет изоморфизм 6 алгебры U на 
алгебру V =00. Этот изоморфизм можно рассматривать как 


антиавтоморфизм алгебры U. Он называется главным антиавто- 
‘морфизмом алгебры U. Если x), ..., X, — элементы из 4, то 


6 (о (x1)... a (x) —0(с(х„))...0 (о (х,)) =(—o(x,))...(— в (х!)) = 
— (—1)"o(x,)... 0 (%}). (2) 


$. Симметрическая алгебра модуля 


Пусть V есть К-модуль. Его можно, причем единственным 
образом, рассматривать как коммутативную алгебру Ли. Vau- 
версальная обертывающая алгебра для V может быть тогда 
получена следующим образом. Пусть Т — тензорная алгебра 
модуля У, a [ — двусторонний идеал в T, порожденный тензо- 
рами вида х®Фу—у®х (хЕЙ, y=V). В качестве искомой 
алгебры нужно взять факторалгебру $ = ТЛ. 
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Мы будем изучать в дальнейшем эту алгебру $, называя ee 
симметрической алгеброй модуля У. Кратко приведем ее свой- 
ства, которые понадобятся нам в этой главе и доказательство. 
которых тривиально. Пусть Т” — множество однородных тензо- 
ров степени n BT. Имеем /= (ГП 1) ФП ТЗ) ..., так что. 
$ является прямой суммой канонических образов 5” этих под- 
множеств Т”. Элементы из 5” называются однородными эле- 
ментами степени и. Имеем $0 =К.1, S! отождествляется с И 


и 5"5? < 5”*?Р. Алгебра $ порождается 1 u S = И. Ясно, что 
любые два элемента из S' перестановочны, поэтому $ комму- 
тативна. Если У — свободный К-модуль с базисом (X), = |, TO 
канонический гомоморфизм {| алгебры многочленов К [X,], = \ 
на $, который переводит 1 в | 4 X, Bx, для всех À € À, является 
изоморфизмом. В самом деле, вследствие универсального свой- 
ства алгебры S (n° 1, предложение 1) существует гомомор- 
физм g алгебры $ в К[ Х,] _л, переводящий 1 B 1 n x, B À, 


для всех AGA, так что Ги в — два взаимно обратных гомо- 


морфизма. 


Пусть S’”” CT" — множество однородных симметрических 
элементов (тензоров) порядка п (Алг., гл. Ш, $ 5, n° 1, onpe- 
деление 2). Если К — поле характеристики 0, то 5”" и INT” 
дополняют друг друга в 7”. В самом деле, пусть (SH), ca — 
базис в И. Введем на Л полный порядок (Teop. множ., гл. ПТ, $ 2, 
n° 3, теорема 1). Пусть A, — множество неубывающих строк 
из n элементов множества Л. Для М = (№, ..., À) EA, поло- 
жим 


Элементы yy, где Ме=ЛД»,, составляют систему образующих 
векторного К-пространства $””. В то же время их канонические 
образы в 5” образуют, как это следует из сказанного выше, 
базис в 95". Поэтому (Ум) мел, является базисом дополнения. 


к INT” BT” (Ane., гл. II, $ 1, n°6, предложение 4), что и до- 
казывает наше утверждение. 

Итак, если К — поле характеристики 0, то ограничение на S”” 
канонического отображения T"—S"” является изоморфизмом. 
пространства 5”” на пространство 5” и обладает поэтому об- 
ратным изоморфизмом. Полученные таким образом для любого п 
обратные изоморфизмы определяют канонический изоморфизм 
пространства $ на пространство 5’= >, S’” симметрических 

n2) 
тензоров алгебры T, | “ 


À ‘a Е bg „= 
ee - Dake. ИХ 4 |” 
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6. Фильтрация универсальной обертывающей алгебры 


Пусть 8 — алгебра` Ли над К, а T— тензорная алгебра 
К-модуля 9. Пусть Т”— подмодуль модуля Т, образованный 


однородными тензорами степени п, и Г, = У, Г’. Имеем T, CT, 1, 
isn 
А Lie} nl) Res Пусть U, — канонический 
образ 7, в универсальной обертывающей алгебре U алгебры 3. 
Тогда U, CU,» Uo=K.l, U_,={0} и U,U, CE U,+,; можно 
поэтому говорить, что U есть алгебра, te подпро- 
странствами U, (Комм. ane., гл. III, § 2, n° 1); будем говорить, 
что элементы из U, имеют фильтрацию < и. 

Пусть С” есть К-модуль ОО „-— и G— прямая сумма К-мо- 
дулей С”. Умножение на U определяет посредством фактори- 
зации билинейное отображение С" Ж С" в (""" и, следовательно, 
билинейное отображение G XG BG, которое является ассоци- 
ативным. Таким образом, С оказывается наделенным структурой 


ассоциативной К-алгебры. Имеем С”С” < G"*". Говорят, что 
элементы из С” имеют степень п. Полученная таким образом 
градуированная алгебра есть не что иное, как ln ae 
алгебра, ассоциированная с фильтрованной алгеброй U (Комм. 
зала стл. UL € 2, 5° 9} 

Пусть ф„ — произведение канонических К-линейных Op 


жений 
T° >U,—>G". 

Так как Г” дополняет T,_, BT ny TO Pr сюръективно. Отобра- 

жения Q, определяют К-линейное _ отображение ф модуля 


2. ТТ на >. 0" = 6. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Отображение ф модуля T на G является 
гомоморфизмом алгебр, переводящим 1 в 1 и аннулирующимся 
на двустороннем идеале, порожденном тензорами х®у-—у®х 
(хе y= 9). 

Если ЕТ" и l ET), то g(t) (t’)— ‹(Н”) по определению 
умножения в G. Поэтому ф является гомоморфизмом алгебр, 
и ясно, что ф(1)=1. Если x, y — элементы из %, то х ® y — 
—y@xeT? и канонический образ этого элемента в U, равен 
каноническому образу элемента [х, y], а потому принадлежит Uj. 
Отсюда ф(х @ y — у®х) =0, что и доказывает предложение. . 


Пусть $ — симметрическая алгебра К-модуля $ и T— кано- 
нический гомоморфизм Т на $. Предложение 5 доказывает, что 
существует, и притом один, канонический гомоморфизм © ал- 
гебры S Ha алгебру С, переводящий | в Il и такой, что ф== хот. 
Имеем a(S” y= p(T") =G". Пусть tT, — ограничение т на Г”, 


A 


| ^ № N re | 
~ 2 ь 3 A 
+ у Zu + | | U f 0 7 a> | 


ee 
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@, — ограничение ® Ha 5”, 1, — каноническое отображение ТГ” 
в 0, и 0, — каноническое отображение U, на С”. Определение 
гомоморфизма ©, доказывает, что следующая диаграмма KOMMY- 
татизна: - 


U j L AFP г fo Е à! à 
И \e, Un : H | > n 
pes Son : 
Г 20 (3) 
TaN On 
Sr 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Если кольцо К нётерово и если 94 — модуль 


конечного типа, то кольцо И является нётеровым слева и справа. 


В самом деле, $ — алгебра конечного типа над К и поэтому 
является нётеровым кольцом (Комм. алг., гл. Ш, $ 2, n° 10, 
следствие 3 теоремы 2). Следовательно, кольцо С, изоморфное 
факторкольцу кольца $, является нётеровым. Поэтому И нёте- 
рово справа и слева (Комм. алг., гл. Ш, $ 2, n° 10, замеча- 
ние 2). 


СледствиЕ. Предположим, что К является полем и что 


алгебра $3 конечномерна над К. Пусть I, ..., Im — правые 
(соотв. левые) идеалы, имеющие конечную коразмерность в (0. 
Тогда произведение ‘этих идеалов Il... [, также является 


идеалом конечной коразмерности. 


Из индуктивных соображений (индукция по т) достаточно 
рассмотреть случай двух идеалов, например правых. Правый 
О-модуль [1 порожден конечным числом элементов Wj, ..., Ир 


(предложение 6). Пусть 91, ..., 9, — элементы из U, чьи классы 


по модулю [5 порождают векторное пространство И/[5. Тогда 
канонические образы элементов ию; в [11/1115 порождают это 


векторное пространство и, следовательно, оно является конечно- 
мерным. Поэтому 


dimg (U/I, 1) = dimx (U/I,) + dimg (I/Ils) < + оо. 


Замечание. Пусть 8’ — другая алгебра Ли над кольцом К, U’ — ее 


/ 
универсальная обертывающая алгебра, И, — множество ее элементов 


с фильтрацией <n, И” (соотв. U’") — множество канонических 06pa- 
зов в И (соотв. U’) однородных симмётрических тензоров степени п 
алгебры g (соотв. 8’). Пусть n — гомоморфизм g в 8’ и N — соответ- 
ствующий гомоморфизм И в U’, Имеем ~ 


ra / ead In 
AU) U, ne Ut, 
В частности, главный антиавтоморфизм алгебры U оставляет на 


месте Uy, и U”. Далее, К-линейное отображение 7” на себя, перево- 


дящее х, 69 х. ©... BO Xn B Xn BW Xn—1 ©... 69 X1 для любых ху, ‹.., Xp 
из 9, является оператором симметрии и, следовательно, оставляет 


п 
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на месте все симметрические тензоры степени п. Поэтому главный 


антиавтоморфизм алгебры U индуцирует в каждом И” гомотетию 
с коэффициентом (—1)”. | 


7. Теорема Пуанкаре — Биркгофа — Burra 


TEOPEMA 1. Пусть q есть K-aneeöpa Ли, U — ee универсаль- 
ная обертывающая алгебра, @ — градуированная алгебра, ассо- 
циированная с фильтрованной алгеброй U, и $ — симметрическая 
алгебра К-модуля 9. Если à — свободный К-модуль, то канони- 
4eckoe отображение ®: S—G язляется изоморфизмом. 


В самом деле, пусть (%,),., — базис К-модуля 4; введем 
на A отношение полного порядка (Теор. множ., гл. Ш, $ 2, 
О 
n° 3, теорема 1). Пусть Р — алгебра многочленов К [Zz], =, OT 
переменных г), находящихся во взаимно однозначном соответ- 
CTBHH сх). Для каждой последовательности M = (№, Ao, ..., Ay) 
элементов из A символом Zy будем обозначать одночлен 
2^.2,...2, а символом хм — элемент тензорной алгебры 

Элементы 2м с неубывающими М образуют базис К-модуля Р 
(условимся, что () — неубывающая последовательность и YTO 
Lg == 1). Пусть Р, — подмодуль многочленов степени <p. Дока- 
жем сначала несколько лемм. (Для краткости будем писать 
À LM, если À LU для всех компонент U последовательности М.) 


Лемма 1. Для любого целого р—0 существует единственный 
гомоморфизм |, К-модуля 9®кР, в К-модуль P, удовлетво- 
ряющий следующим условиям: 
(А,) DO гм) =22м для ASM, гмЕР,; 

В) A @ 24) — вме Р, Onn 2гмеЕР, TSP; 

(Ср) lp (Xr ® [р (Xu @ 2м)) —]р (x, @ т. (x, © 2м)) + Гр (1%, Kul © Zn) 
для 2y EP, (Третий член в (C,) имеет смысл ввиду усло- 
вия (B,):) 

Кроме того, ограничение гомоморфизма |, на 4 © P,-ı сов- 
падает с f[ p—1- | 

Последнее утверждение вытекает из предыдущих, поскольку 
ограничение f, на $®кР,— удовлетворяет условиям (A,-ı), 
(B,-1), (С,-). Мы будем доказывать существование и един- 
ственность |, индукцией по р. Для р=0 из (Ао) следует, что 
fo (x, ® 1)=2z,, а тогда условия (Bo) и (Co) очевидным образом 
‘удовлетворяются. Предположим теперь доказанными существо- 

вание и единственность },—. Покажем, что jp] допускает, и 


притом единственное, продолжение |, на § Ox Py, удовлетво- 
ряющее условиям (A,), (Bo), (Cp): 
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Мы должны определить [, (x, © гм) для неубывающей после- 
довательности М из р элементов. 

Если À < M, выбор определяется условием (A,). В против- 
Hom случае М единственным образом записывается в виде 
(и, N), где wa, u< N. Тогда 2м = 2yzy = loi (x, ® гм) со- 
гласно (А), так что левая часть (C,) есть ], (x, ® гм). Между 
тем правая часть (C,) уже определена. В самом деле, (B,-ı) 
может быть записано в виде 


Гр (хх ® 2) = For (хх ® 2м) = 212 +B, 
Tue we P,-ı. Поэтому правая часть (C,) должна равняться 
2„2^2м + fa (x, @ w) + Pe (IX, X] © Zn). 

Итак, fp определен единственным образом и удовлетворяет, 
очевидно, условиям (A,) и (B,). Условие (C,) выполняется, 
если и <А и UN. Так как [x,, x] = — Ir, x,y], то усло- 
Bue (C,) также имеет место`и для À <u, À М. Так как (Ср) 


тривиально выполнено при А==и, то (C,) выполняется, если 


7, <М или в < М. Если никакое из этих неравенств не выпол- 
няется, то М == (у, Q), где VRQ, v<A, v<u. Полагая. впредь 
для краткости f, (х ® г) =хг для xeguzeP,, имеем по пред- 


положению индукции 
хим = Xy (хо) = Xy (хо) + [Xy, Xv] Zo. 
Однако х„2о имеет вид 2,20 | и, где we Pp». Условие (C,) 
‚ применимо к Хх) (х, (2„2о)), поскольку У <@ иу< р, к x (x w) 
по предположению индукции и, стало быть, оно применимо и 
к x, (X (Xu20)). Отсюда 
X4 (х„2м) — Ху (X (х„2о)) + [xa, Xyl (х„го) + = Хх (X120) + 
+ [en [ys Al Ze. 
Меняя местами À и LU и вычитая почленно, получим 
ZN (Kun) — Ku (хлам) == Xv (Xp, (х„го) — Л (X120)) + 
+ [X [X u, xy] <Q [Xu [Хл» xy] 20 — 

= Xy ( [х», Xu] го) + [xa, x. Ху] | 2о => [X u; RE Хх, <Q ze 

= (x, Хи] (Хуго) + (Les, Le, Mul] + De, Pep, A К, [%v, All) го 
и в силу тождества Якоби 

X4, (Xp2y) Ay (x,2y) mr: [Xa, Xul ZN» 


что и завершает Доказательство леммы г. 
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Лемма 2. Существует а-отображение в алгебры à в Ly (Р), 
такое, что 

1° 6 (хл) 2м = 212m для À M; 

22 Я, 2м =г.2м (mod P,), если М состоит из р элементов. 


В самом деле, по лемме 1 существует гомоморфизм } 
К-модуля 4®кР в P, удовлетворяющий для любого р усло- 
виям (Ар), (B,), (C5) (где [› заменяется Ha |). Он определяет гомо- 


морфизм с К-модуля 9 в К-модуль к(Р), причем последний 
является а-отображением в силу условия (C,). Наконец, o удо- 


влетворяет 1° u 2° леммы в силу (A,) и (B,). 


Лемма 3. Пусть t— тензор из Т„ПТ. Однородная компо- 
нента Ё степени п этого элемента лежит в ядре I канонического 
гомоморфизма T—S. 


В самом деле, запишем f, в виде x Хм,» THe М; — последо- 
ei 
вательности из N элементов множества Л. Отображение o Npo- 
должается до гомоморфизма алгебры T в алгебру Zx(P) (который 
мы также обозначим через с), нулевого Ha J. По лемме 2 o (ft). 1 
является многочленом, в котором членами наивысшей степени 
r E 


будут D ги. Tak как te, то o(f}—0, откуда D zy, —08 P. 
il, ' ES 


В то же время благодаря выбору базиса (x,) в 9 P канонически 
отождествляется с $. Поэтому канонический образ компоненты 
l, B S равен нулю, т. е. 4, = 1. 


Теперь мы можем доказать теорему 1. Нужно показать, что 
канонический гомоморфизм $ на С инъективен. Иначе говоря, 
если [Е Т” и если p— канонический гомоморфизм T на U, то 
нужно показать, что условие pl) ]U,_, влечет за собой tel. 
Однако p(t) = 1e означает, что существует элемент Ё = Ги, 
такой, что t—?t’ @J. Ho? является однородной компонентой 
степени п тензора { — {’, поэтому по лемме 3 tel. 


СЛЕДСТВИЕ |. Предположим, что q — свободный ‚К-модуль. 
Пусть № есть К-подмодуль в T". Если в обозначениях диа- 
граммы (3) ограничение t, на есть изоморфизм W на 5", To 
ограничение 1, на W есть изоморфизм W на дополнение к U,-ı 
ap... 


В самом деле, ограничение Ha Я отображения @, ° T, является 
биекцией № на G”; то же самое поэтому можно сказать про 
ограничение 6,01, на W. Отсюда и выводится следствие. 


СЛЕДСТВИЕ 2. Если 4 — свободный К-модуль, то каноническое 
отображение алгебры 4 в ее универсальную обертывающую 
алгебру инъективно. 
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Это вытекает из следствия 1, если положить W =Т'. 


Когда 4 является свободным К-модулем (в частности, когда 
К — поле), 4 отождествляют с подмодулем в U при помощи 
канонического отображения § в U. Это будет подразумеваться 
‚в дальнейшем, начиная с ближайшего следствия. 


Следствие 3. Если (X), — À — совершенно упорядоченный базис 


алгебры $, то элементы Ху’, ... Ху, C2 универсальной оберты- 
вающей алгебры U, построенные при всевозможных конечных 
неубывающих последовательностях (№, ..., Ay) элементов из A, 


образуют базис К-модуля U. 

Пусть A, — множество неубывающих последовательностей 
из И элементов множества Л. Для М = (м, ..., Au) EA, пусть 
ум = х», ® х,, ®...®х,,. Предположим, что W —подмодуль в T”, 
базисом которого является (Yy)ye Ay Следствие | показывает, 


что ограничение wp, на № есть изоморфизм W на дополнение 
к U,-,; в О». Между тем 4, (Ум) = хх), ... X), Что и влечет 
за собой требуемое утверждение. 


СЛЕДСТВИЕ 4. Пусть SCT" — множество симметрических 
однородных тензоров степени п. Предположим, что К — поле 
характеристики 0. Гогда произведение канонических отображений 


5"—5” >И, 


является изоморфизмом векторного пространства 5" на дополне- 
ние к U,„-ı в U,. 


Это вытекает из следствия |, если положить W = 5". 

В дальнейшем будем предполагать, что К — поле характе- 
ристики 0. Пусть n, — только что определенное отображение 5” 
в U,. Пусть U”=n,(S"). Векторное пространство И является 
прямой суммой подпространств U”. Изоморфизмы n, определяют 
изоморфизм N векторного пространства $ = > 5” на векторное 


п 


пространство И =», И", называемый каноническим изоморфиз-. 
п 


mom S на U; он не является изоморфизмом алгебр. Имеем 


коммутативную диаграмму 
п 


и AN 
m7 ee 
1» 
S 7 G (4) 
SITZ On 
sn 


где каждая стрелка обозначает изоморфизм векторных про- 
странств. Если x), Хо, ..., X, — элементы из $, то M}, переводит. 
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произведение хх... Xn, вычисленное в $, в элемент 
| ; a 


себ, 

СЛЕДСТВИЕ 5. Пусть D — подалгебра алгебры Ли 9 и U’— ее 
универсальная обертывающая алгебра. Предположим, что К-мо- 
дули В u 3/5 свободны (например, что К — поле). Пусть (xs), =, — 
базис в D u (3); -м— семейство элементов из $, канонические 
образы которых в Q/b образуют базис модуля 4/8. 

а) Канонический гомоморфизм И’ в U инзективен. 

6) Если М совершенно упорядочено, то элементы Уз. Ug: ; 

где В <... SP, образуют базис в U, рассматриваемом как 
левый (или правый) модуль над U’. 


Наделим LU M структурой совершенного порядка Tak, чтобы 
любой элемент из L был больше любого элемента из М. 


Элементы Xa,Xa, ... Ха вычисленные в ( (rae a << ... Say), 
образуют базис в И” (следствие 3). Элементы X, ...X, Ув ... Yo» 

q 
вычисленные в U (где WS... зав <... SPß,), точно 


так же образуют базис в И. Следовательно, канонический 
гомоморфизм U’ B U переводит элементы базиса И” в линейно 
независимые элементы из U и bie инъективен. Видно, кроме 
того, что Ув. Ip, (где =... <B,) образуют базис в U, 


| рассматриваемом как левый ee Упорядочивая LUM 
так, чтобы любой элемент из L был больше любого элемента 
из М, можно точно так же убедиться в том, что ae ame Us, (где 


В, <... < Ви) образуют базис BU, а И Васмом как правый 
U’- модуль. 

Находясь в условиях следствия 5 и используя канонический 
гомоморфизм U’ в U, можно отождествить U’ с подалгеброй 
в U, порожденной В. 


СлЕДСТВИЕ 6. Предположим, что К-модуль 4 является прямой 
суммой подалгебр 9, Mo, ..., Qn и что каждое слагаемое 9; — 
свободный К-модуль. Пусть Ц; — универсальная обертывающая 
алгебра для 4; (1<i<n). Пусть ф есть К-линейное отображе- 
ние К-модуля U, @x ... @kU, в U, индуцированное полилиней- 
ным отображением (Uy, ..., и) > ш... и, декартова произведе- 
ния ЛХ... XU, в U. Тогда @ — изоморфизм К-модулей. 


Пусть CS — базис в g;. Совершенно упорядочим LU 


.UL, так, чтобы любой элемент из L; был больше любого 
элемента из Г; при i>j. Тогда элементы 


1 1 1 п уп п 
wigs; >72:0,% )®.. - ® +. XS ) 
( À, À, An Vg ? 
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где Ay <hS ... ЗАЗ... SYSWS... SV, образуют 
базис в U, к... @xU,. Они переводятся отображением ф 
в элементы 

И ТО < т 

АА, à, 


Vi Vo Va 


образующие базис в U. Это и доказывает следствие. 
СЛЕДСТВИЕ 7. Если К — целостно? кольцо и à — свободный 
К-модуль, то алгебра Ц не имеет делителей нуля. 


В самом деле, С изоморфна алгебре многочленов над К 
(теорема |) u, следовательно, не имеет делителей нуля (Ane., 
гл. IV, § 1, n°4, теорема 1). Отсюда и вытекает следствие 
(Комм. алг., гл. III, $ 2, n° 3, предложение 1). 


8. Продолжение дифференцирований 


Лемма 4. Пусть V есть К-модуль, Т — тензорная алгебра 
модуля У. Пусть и — эндоморфизм модуля V. Существует, причем 
только одно, дифференцирование алгебры Т, продолжающее и. 
Это дифференцирование коммутирует со всеми операторами сил- 
метрии на Т. 


Пусть F=VXVX ... ЖИ (п сомножителей). Отображение 
Е, АН ИФ... OX, Р.Ф... 
vee TH CO Xa@ :.+ Bux, 


п 
множества Ё в C9 полилинейно. Поэтому существует эндо- 


п 
морфизм и„ модуля хи, такой, что 
и. (9 ©... IE DE DS 22. Qux, 
для любых х,,..., X, из И. Имеем u =и. Пусть v — эндо- 
п 
морфизм К-модуля T, совпадающий с и, на каждом T" = © у | 
и обращающийся в нуль на 1°—K.1. Покажем, что о — диф- 


`ференцирование алгебры Т. Если X, ..., хи, И, ..., Ир — эле- 
менты из V, TO 


v((x ® ... ®х,) ® (у © «© И,)) = 
х © ... © Xi © их; © Хх, © ... OX, OY, © ... © y, + 


| 
Ms 


—. 
— 


fe 
MAS 


By”, 5 OX, OU O05 © Y;-ı BUY; ® y;r1 © ss © Ир== 
=0(%,8 ... BONS... @y,) + 
+ (x, @ ... ®х,) @v(y,® ... ®у,). 


2 Н, Бурбаки 


im, 
| 
— 
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Ilo линейности отсюда легко вывести, что о — дифферен- 
цирование. Его единственность очевидна. Ясно, наконец, что U, 


п 
перестановочно со всеми операторами симметрии в (5 И, откуда 
вытекает и последнее утверждение. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Пусть 9 — алгебра Ли, U— ее универсальная 
обертывающая алгебра, в — каноническое отображение 9 8 И 
и D — диффе; еяцирование алгебры ц. 

а) Существует, и притом только одно, дифференцирование Dy 
алгебры U, такое, что 0eD=D,°o (говорят, что Оу продол- 
жает D, если отождествить 9 с подмодулем U при помощи 0). 

6) Dy оставляет на месте U„ и множество U” образов в U 
симметрических тензоров степени п из T. 

в) Dy коммутирует с главным антиавтоморфизмом алгебры U. 

г) Если D — внутреннее дифференцирование 4, определенное 
элементом х из 94, то Dy — внутреннее дифференцирование ал- 
гебры U, определенное элементом с (x). 


В самом деле, пусть От — дифференцирование тензорной 
алгебры Т модуля 4, продолжающее D (лемма 4). Двусторонний 
идеал J алгебры T, порожденный элементами х © у— у ® х—[, у] 
(x, у из 9), устойчив относительно Dr. Действительно, 


Dr(x @y —y ® x —[x, y]) =Бх®у-у® Dx —[Dx, y] + 
| + x @ Dy — Dy @ x —[x, Dy]. 


Посредством факторизации Dr индуцирует дифференцирова- 
ние Ду алгебры U, такое, что oo D — D,,°0. Единственность Dy 
очевидна, поскольку 1 и © (4) порождают алгебру U. Утвержде- 
ние 6) очевидно. Для доказательства в) рассмотрим главный 
антиавтоморфизм алгебры U. Если х1,..., X, — элементы из 4, TO 


DyA(o (x) «++ 0 (%n)) = Dy ((—1)" 6 (x) ... 0 (x) = 


=" Do) fee Dy (с (x) ... © (х1) = 
NT ... (Ох)... o(%) = 


i=] 


=4(> (X)... o(Dx;) ... о) = 


i=] 
| == AD, (6 (ii. 0 (6). 

Наконец, пусть X= 4. Пусть А — внутреннее дифференциро- 
вание yt>o(x)y—yo(x) алгебры U (Алг., гл. IV, $ 4, n°3, 
пример 2). Если x’ @g, то (Аоб) (х’) = 0 (x) в (X) — в (x’) o (x) = 
=o ([х, x’]) = (воа4^л) (х’), откуда А®б = боа4х. Это и завер- 
шает доказательство. 
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Применяя предложение 7 к случаю коммутативной алгебры 
Ли, можно убедиться в том, что любой эндоморфизм и К-модуля 
продолжается единственным образом до дифференцирования 
симметрической алгебры этого модуля; это дифференцирование 
индуцируется посредством факторизации дифференцированием 
тензорной алгебры, продолжающим и. 

Пусть снова 9 — алгебра Ли над К, и пусть D — ее диф- 
ференцирование. Будем использовать обозначения Т, S, U, G, 
введенные выше. Пусть От, О; — дифференцирования Т, $, 
продолжающие D, и пусть Dy — единственное дифференцирова- 
ние U, такое, что 0oD=D,°o. Так как U, устойчиво OTHOCH- 
тельно Dy, то оно индуцирует посредством факторизации диф- 
ференцирование Dg алгебры С. Так как Dy u О; индуцируются 
дифференцированием Dr посредством факторизации, то комму- 
тативная диаграмма (3) показывает, что Dg может быть также 
индуцировано Ds при гомоморфизме @, определенном в N°6. 
Если, кроме того, К — поле характеристики 0, то изоморфизмы 
диаграммы (4) переводят друг в друга ограничения дифферен- 
цирований Dr, Ds, Dy, Dg на Ss”, 5", U”, G”. Поэтому канони- 
ческий изоморфизм $ на Ц переводит D, в Dy. 


9. Расширение основного кольца 


Пусть 4 — алгебра Ли над К, T—ee тензорная алгебра, 
J — двусторонний идеал в Г, порожденный элементами X ® y — 
—y@x—I[x, y] (x, y изд и U=T/J. Пусть К, — коммутатив- 
ное кольцо с единицей и о — гомоморфизм К в K,, переводя- 
щий 1 в 1. Тогда тензорная алгебра 4х, канонически отожде- 


ствляется с T(x). Пусть J’ — двусторонний идеал в ГК» поро- 
жденный элементами X“ © y — y ® x’ — [x’, fT", из io Je 


Ясно, что канонический образ Лк) в Тк) содержится в J’. 
Чтобы увидеть, что он равен J’, достаточно показать, что 
если х’и у’ — элементы из ge, TO х’®у—у®х —[x”, у] 


принадлежит этому образу. Имеем = У, x; @ Aj, у’ =», у; ®@ wy 
i 7 

(x;, И; из 9, Au и, из Ki), откуда x’ @ y” — y” @ x’ — [х', у] = 

= 2 (x; © у, — у, ® Xi — [хь yj]) ® Ма» что и доказывает наше 


утверждение. Установив это, мы можем отождествить канони- 
чески Ик) = (Т/Т)к) € Тк? универсальная обертывающая 
алгебра для к, канонически отождествляется с U x, а канони- 
ческое отображение $к, в ее универсальную обертывающую 


алгебру отождествляется с о®1 (если через с обозначить 
каноническое отображение 9 BU). 


2* 
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$ 3. Представления 
1. Представления 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. ШЛусть $9 — алгебра Ли над К u М является 
К-модулем. Гомоморфизм 4 в алгебру Ли (М) называется 
представлением 4 в модуле М. Инэективное представление назы- 
вается точным. Если К — поле, то размерность (конечная или 
бесконечная) модуля М над К называется размерностью пред- 
ставления. Представление х->а4ах алгебры 9 в К-модуле 9 
называется ее присоединенным представлением. 


Представление 4 в М является, таким образом, К-линейным 
отображением р алгебры 4 в модуль эндоморфизмов моду М, 
таким, что для любых хе д, you, теЕМ 


о ([х, y]). т==р(х)о (у). т— (у) (x). т. 


* Пример. Пусть С — вещественная группа Ли, 4 — ее ал- 
гебра Ли, 6 — аналитическое представление С в вещественном 
векторном пространстве Е конечной размерности. Тогда соот- 
ветствующий гомоморфизм 4 в gl (Е) является представлением 
алгебры 4 BE.x 


Пусть U— универсальная обертывающая алгебра для A. 
Предложение 1 $ 2, n°1, задает взаимно однозначное COOT- 
ветствие между множеством представлений дв Ми множеством. 
представлений Ив M. С другой стороны, известно (Алг., гл. VIII, 
$ 13, n° 1), что понятие представления ассоциативной алгебры U 
‘эквивалентно. понятию левого П-модуля. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть g— алгебра Ли над К, U — ее уни- 
версальная обертывающая алгебра. Левый унитарный модуль 
над И называется левым -модулем, или просто 9-модулем. 


Если М есть 4-модуль и если хеИ, то через хм будем 
обозначать гомотетию модуля М, определенную`при помощи x 
(см. Алг., ra. VII, $ 1, n°9). 


Правый унитарный модуль над U называется правым (-MO- 
дулем. Такой модуль отождествляется с левым 09-модулем, 
т.е. ($ 2, n° 4) с левым 40-модулем. 

Пусть ф — главный антиавтоморфизм алгебры U. Если М — 
правый 4-модуль, то он наделяется структурой левого 4-модуля, 
причем a.m=m.g(a) для теЕМ иае Ц 

Можно перевести на язык представлений понятия и резуль- 
таты теории модулей: 

1) Два представления о и 0’ алгебры дв М и М’ называются 
подобными или изоморфными, если 9-модули М и М’ изоморфны.` 
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Для этого необходимо и достаточно, чтобы существовал изо- 
морфизм и К-модуля М на К-модуль М”, такой, что 
р’ (x) = шор (х) о и" 
при XE Ч. 
2) Пусть для каждого ie! р; — представление дв М;. Пусть 
М есть 9-модуль, являющийся прямой суммой 4-модулей М;. Ему 
соответствует представление о алгебры 4 в М, называемое иря- 


мой суммой о; и обозначаемое через 3: о; (или р Ф ... Фо, 
ie! 


в случае п представлений Pi, ..., On). Если т == (т;), _,— эле- 
мент из Mn x (9, то р (х). т == (6; (х). m;), <. 

3) Представление о алгебры 4 в М называется простым или 
неприводимым, если 9-модуль, соответствующий ему, прост. Это 
равносильно тому, что не существует К-подмодуля модуля М 
{отличного от нуля и М), устойчивого относительно всех р (x), 
x eq. Класс простых 9-модулей (Алг., гл. III, $ 3, n° 2) опре- 
деляет класс неприводимых представлений алгебры $9. 5 

4) Представление о алгебры 9 в М называется полупростым, 
или вполне приводимым, если соответствующий 4-модуль полу- 
прост. Это равносильно тому, что р подобно прямой сумме 
простых представлений или что любой К-подмодуль модуля М, 
устойчивый относительно всех о (х) (хе 9), обладает дополне- 
нием, устойчивым относительно тех же эндоморфизмов (Алег., 
гл. VIII, 5.3, n° à). | 

5) Пусть 6 — класс неприводимых представлений алгебры 4, 
соответствующий классу С простых 9-модулей. Пусть, с другой 
стороны, P — некоторое представление 9 в М. Изотипная ком- 
понента Мс типа С 9-модуля М (Алг., гл. VIII, § 3, n° 4) на- 
зывается также изотипной компонентой типа 6 модуля М. Эта 
компонента есть сумма К-подмодулей модуля М, устойчивых 
относительно эндоморфизмов P (X) и таких, что эти о(х) инду- 
цируют представление класса 0; она является прямой суммой 
некоторых из этих подмодулей; если Мс имеет длину п, то го- 
ворят, что кратность 6 в p равна п. Сумма различных Мс 
является прямой; она равна М в том и только в том случае, 
когда о полупросто. 

6) Пусть p, 0’— два представления алгебры 4. Говорят, что 


9° — подпредставление (соотв. факторпредставление) представле- 


ния 0, если модуль представления 0’ является подмодулем 
(соотв. фактормодулем) модуля представления о. 

Пусть М является К-модулем. Нулевое представление дв М 
определяет на М структуру 9-модуля. Наделенный этой струк- 
турой, М называется тривиальным 9-модулем. 


Пусть М есть 4-модуль. Фактормодули 9-подмодулей в М 
являются также 4-подмодулями фактормодулей модуля М: они 
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получаются, если рассмотреть два 4-подмодуля U, U’ модуля М 
с включением U > 0” и образовать 4-модуль U/U’. Если теперь 
все неприводимые модули, получаемые описанным способом, 
изоморфны данному простому модулю М, то говорят, что М — 
чистый 4-модуль типа N. Если p и 0 — представления 4, COOT- 
ветствующие М и М, то говорят также, что р — чистое пред- 
ставление типа о. 

Пусть М” есть 9-подмодуль модуля М. Для того чтобы М 
был чистым модулем типа N, необходимо и достаточно, чтобы 
М’ и M/M’ были чистыми модулями типа N. В самом деле, это 
условие, очевидно, необходимо. Пусть теперь условия выпол- 
нены и U, U’ суть 4-подмодули в М, такие, что U’ CU и 0/0” — 
простой модуль. Пусть ф — канонический гомоморфизм М на M/M’; 
если ф (0) == ф(И’), то U/U’ изоморфен Q(U)/p(U’), a следова- 
тельно, и N. Если g(UÜ)=g(U’), то UZU’+M’, откуда U/U’ 
изоморфен простому подмодулю модуля (U’ + M’)/U’, а этот по- 
следний сам изоморфен М’/(И” NM"). Поэтому U/U’ также изо- 
морфен N, так что М — чистый модуль типа N. 

Пусть М обозначает в дальнейшем 9-модуль, и предположим, 
что множество 9-подмодулей в М, чистых типа N, обладает 
максимальным элементом М”. Тогда каждый чистый типа N под- 
_ модуль М” модуля М содержитсяв M’. В самом деле, М”/(М” N М”) 
и М’ являются чистыми типа N, поэтому М” + М” чист типа N 
по только что доказанному, откуда М’ - М” cM’. 

Предположим, что 4-модуль М обладает рядом Жордана — 
Гёльдера (М; <, <„. Для того чтобы М был чистым типа N, 


необходимо и достаточно, чтобы MM, M,/Mo, ..., Ma-ı/Ma 
были изоморфны N. Действительно, это условие, очевидно, 
необходимо; достаточность немедленно получается индукцией 
по n из доказанного выше. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Пусть 4— алгебра Ли над К и à — идеал в 9. 


Пусть М есть 9-модуль и М — простой а-модуль. Рассмотрим М 
как я-модуль и предположим, что множество его чистых A-NOO- 
модулей типа N обладает максимальным элементом М’. Тогда 
М’ является 9-подмодулем в M. 


Пусть y=g. Предположим, что ф — каноническое отобра- 
жение M на M/M’ и f — отображение т->ф(ум.т) модуля М” 
в M/M’. Достаточно показать, что [{(М”) = {0}. Пусть x Ga. 
Для теМ имеем 


Km + (т) =@ (Хмум . т) =O (Умхи. т) + Ф (№, Ulm m). 


Однако [х, у] еа, откуда g([x, у|ми.т) =0. Кроме Toro, 
Ф(Имхм . т) =] (и. т). Поэтому хим. (m) =f (хи. т). Отсюда 
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следует, что [(M’) есть а-подмодуль в MIM”, изоморфный фак- 
тормодулю модуля М”, и поэтому он чистый типа N. Отсюда 


(М) = {0}. = 


СледствиЕ. Пусть g—aneeöpa Ли над К u a—ee идеал. 
Пусть М -— простой 9-модуль, имеющий конечную длину как 
К-модуль. Тогда существует простой а-модуль М, такой, что 
М — чистый а-модуль типа N. 


Так как а-модуль М имеет конечную длину, существует 
минимальный элемент в множестве а-подмодулей из М; они 
является простым а-подмодулем модуля М. Наибольший чистый 
Tuna N я-подмодуль модуля М, таким образом, отличен от нуля 
и является 4-подмодулем в М (предложение 1), т.е. равен М. 


2. Тензорное произведение представлений 


В n° | мы определили прямую сумму семейства представлений 
алгебры 9. Сейчас мы определим другие операции над предста- 
влениями. | 

Пусть 41, 42 — две алгебры Ли над К и М; — произвольный 
4;-модуль (=1, 2). Пусть И; — универсальная обертывающая 
алгебра для 9; и о; — каноническое отображение 4; в U;. В этом 
случае М; — левый О;-модуль и, значит, М, ® к Ma канонически 
наделено структурой левого U, ®x UsMonyas. В то же время 
U, ® к Ц. — универсальная обертывающая алгебра для 9 X 
и отображение (хи, хо) => о, (X) © 1 + 1 о (х5) есть канониче- 
ское отображение 4 X Jo в ее универсальную обертывающую 
алгебру (§ 2, n°2). Поэтому на М=М, ®к М. существует 
структура 4, X 42-модуля, такая, что 


(X, Х2)м : (т, © т») = (01 (x;) © 1 + 1 © 02 (x2)) . (m, © my) = 
= (x), M) © m2 + т, ® ((%)y,- т). (1) 


Эта структура определяет представление % Xd в M. 


Если теперь 9, = 42 = 4, то гомоморфизм х +> (x, x) алгебры 4 
в 9 Ж4> в композиции с предыдущим представлением опреде- 
ляет представление g в М и, следовательно, структуру 4-модуля 
на М, такую, что 


хи. (т, ® m,) = en + m, ® (хи, + Mo). (2) 
Рассуждая аналогичным образом, можно доказать 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть 4— алгебра Ли над К и M,— npo- 
извольный 9-модуль (1<1<1п). В тензорном произведении 
М ®кМ. Or ... ® кМ, существует, и притом только одна, 
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структура 9-модуля, такая, что 


хи (т, ® ... ® т,) = 2. т ® ... ® (хм,.т)® ...®т,, (3) 


где xg, m ]=M,, ..., т.е My. 


Соответствующее представление называется тензорным про- 
изведением заданных представлений g в М;. 


В частности, если М есть $-модуль, TO уводложеяне 2 опре- 


деляет структуру $-модуля на каждом Мр — 69 M и, значит, 
в тензорной алгебре Т модуля М. 

Формула (3) показывает, что Xp при любом X = 9 есть един- 
ственное дифференцирование алгебры 7, продолжающее хм. Из- 
вестно ($ 2, n° 8), что Xr индуцирует посредством факторизации 
дифференцирование симметрической алгебры $ модуля М. По- 
этому S можно рассматривать как 4-фактормодуль модуля Т, 
‚а х; — дифференцирование модуля 5. 

Переходя к еще более частному случаю, рассмотрим À как 
9-модуль при помощи присоединенного представления g. Пусть 
U — универсальная обертывающая алгебра для g. По предло- 
жению 7 $ 2 хм индуцирует посредством факторизации диффе- 
ренцирование алгебры И, которое есть не что иное, как вну- 
TpeHHee дифференцирование, определенное o(x) (о обозначает 
каноническое отображение g в U). Поэтому И можно рассма- 
тривать как 9-фактормодуль модуля Т. Если К — поле характе- 
ристики 0, то канонический изоморфизм $ на U является изо- 
морфизмом 9-модулей ($ 2, n° 8). 


3. Предстазления в модулях гомоморфизмов 


Пусть теперь 9 и % — две алгебры Ли над К и М; — про- 
извольный 4$;-модуль (=1, 2). Пусть U, — универсальная обер- 
тывающая алгебра для 4; и о; — каноническое отображение 4; 
B U;. Тогда М; есть левый П;-модуль, вследствие чего Ly (M,, М.) 


канонически наделяется структурой левого UN @ Us-Monyıa. 
В то же время И} @x U2 — универсальная обертывающая алгебра 
для 4 © g,, а отображение 
(X, Хо) => 0, (х1) @ 1 + 1 @ 02 (xa) 
есть каноническое отображение 9 XG, в эту универсальную 
обертывающую алгебру. Поэтому на М = к (М|, M) существует 
структура 9 Ж $.-модуля, такая, что 
(X, Хэ) м. и) т, == ((о1 (х,) ® 1+ 1 @ 0 (x). u).m = | 
FE (м, - т) + Ro), и (т), (4) 
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где u= Pk(M,, Mo), m =M,. Эта структура определяет пред- 
ставление J) X 4, в 

Пусть теперь 9, = 42 =4; тогда гомоморфизм x+ > (—х, x) 
алгебры 4 в & Жав композиции с предыдущим представлением 
задает представление 49 в М и, следовательно, структуру 4-мо- 
дуля на М, такую, что 


(хи. и). т =Xy .u(m,)— u(x, т) (5) 


или 
Хм =Хий — UX, . | (6) 


Если скомбинировать этот результат с предложением 2, TO 
очевидно следующее 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть 9 — алгебра Ли nad Ки М; — npous- 
вольный 9-модуль (1<1<п1п-+ 1). Пусть М есть К-модуль 


п 


Як (М,,..., Ми; Mu) полилинейных отображений [I M; в Мау. 
L= 


Существует единственная структура Q-modyaa на N, такая, что 
(X, .u) (ту, rn, m) = — ulm, Sc Xm, Mi, "es Ma) + 
+ X Ma+ı . И (ти, ER Mn), (7) 


edeexeg, ие М ит; =М; (ISIS). 

В частности, пусть 4 — алгебра Ли над К, а М — произволь- 
ный 9-модуль. Рассмотрим, с другой стороны, К как тривиаль- 
ный 49-модуль. Предложение 3 определяет на LY, (М, К) = M* 
структуру 9-модуля. Соответствующее представление назы- 
вается дуальным к представлению х-> хи. Имеем 


(хм. Г) (т) = —[(хм.т), (8) 
где xeg, [= М", me M. Иначе говоря, 
X y* — Hu Kr: (9) 


В случае когда К — поле и М конечномерен, 9-модуль М прост 
{соотв. полупрост) тогда и только тогда, когда 4-модуль M” 
прост (соотв. полупрост). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть M,, М. — два 9-модуля. Канонические 
К-линейные отображения (Alg., chap. VIII, 3° éd., application II, 
n°n° Зи 8) 


* | * ф * 
Mi @r М, —> Lx (Mi, Mo), Lx (Mi, M3) —> (Mi @x Me) 


{где в первом случае M, отождествляется с Ly (K, M), a второе 
отображение биективно) являются гомоморфизмами 9-модулей. 
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Положим 
№ = М! ® Mo, Р= $ (Мь, M2), 9 = ®(Мь, M), В =(М, ® М>)". 
Имеем для xeg, fe] Mi, пе МЕ, пре М. 

((Фхн) (Г ® т,)) . m, = (Ф (ysl @m, +f ® Хм.) he Зы 
= (Ku; тут, + (f, m,) X ym , 
(CPP) (F @ m,)). т, = хи, (P(F @ m,).m,) — 9 (F @ m,) (Xy,m,) = 
= (f, m,) KM, — > Am) Ms 
откуда фху==Хрф. С другой стороны, для хе 9, ие P(M:1, M), 
m = M,, ma = M, имеем 
(px Qu) (m, ® m,) = ((хои). m, m,) = (хигит, — UXy m, т т 
(X фи) (m, ® m,) = — (фи, Хм © т, +m, ® Е ау = 
= — (ихит., M) — (um, Xy,M,), 
откуда {хо = XRŸ, что и требовалось доказать. 

Отождествим 4-модули Z(Mı, Ms) и (М, ® M)” при помощи 
изоморфизма wp. Если M, и M, конечномерны, TO ф — изоморфизм 
(Алг., гл. Ш, $ 1, n° 4, предложение 9), который позволяет 
отождествить 4-модули Mi ® Ma и £ (M1, Ms). Стало быть, в этом 


случае можно отождествить и 4-модули М! ® M, Z (Mi, M} 
и (М, @ М>)". 


4. Примеры 


Пример 1. Пусть $9 — алгебра Ли над К, а М — произвольный 
9-модуль. Структура 4-модуля на М и структура тривиального 
4-модуля на К определяют структуру 4-модуля на К-модуле 

= P (М, М; К) билинейных форм на М. Имеем 


(хм . В) (т, m’) = —В(хм.т, m’) —B(m, хм. m’), (10) 


где хечд, m, m’ us М, BEN. Если В — данный элемент из N, 
то множество X@Q, для которых ху.В==0, является подал- 
геброй в 9. 

Пусть М есть К-модуль, а В — билинейная форма на M. 
Согласно предыдущему, множество x = gl(M), таких, что 


В (х. т, т’) Е В(т, х. т’) =0 


для всех m=M и m € M, есть подалгебра Ли алгебры gl (M). 
Предположим, что К — поле, М конечномерно над К и что 


cde abel Shad we 
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форма В невырожденна. Тогда всякий хе gl(M) обладает всюду 
определенным сопряженным слева X” (по отношению кВ), и рас- 
сматриваемая подалгебра является множеством X & gl (М), таких, 
что X°——X. Таким способом можно построить два важных 
примера алгебр Ли: ; 

а) Возьмем M=K” и 


Е, ous Ai ss 0) = En 6 are 


Отождествим ‘канонически 4(К”) с M,(K). Тогда получаемая 
алгебра Ли есть алгебра Ли кососимметрических матриц. * (Если 
К =В, то эта алгебра является алгеброй Ли ортогональной 
группы О (п, = 
6) Возьмем М =К?" и 

8 (51, -.., Som), (Mi +++) Nm) = 

| = ENm+ı — MEmt1 +--+ + быМ2т — Nmbom« 
Матрицей формы В в каноническом базисе пространства К?” 


0 = - U er 
будет ER усть U — с D) Матрица элемента и 


из al(M) в каноническом базисе К?т (А, В, С, D взяты из M„(K)). 
По формуле (50) из Алг., гл. IX, $ 1, n° 10, матрицей и” в TOM же 
базисе является 


(ia д бе ты 
In УВ DS Vi Be СА 
Условие uw" = — и эквивалентно условиям 


D=—'A, B='B, C=‘C. 


* Если К =В, то получаемая алгебра является алгеброй Ли 
<имплектической группы Sp (2m, В). « 


Пример 2. Сохраним обозначения примера 1. Структура 
4-модуля в М определяет в К-модуле Р = ®?к(М, М) эндомор- 
физмов модуля М структуру cs many Согласно формуле (6), 
для хеЕДЦИ ИЕР имеем 


Xp. == [хи; u] =(а4хи).и, (11) 


причем а4хм обозначает образ хм в присоединенном предста- 
влении алгебры 9(М). Иначе говоря, 


Хр = аа XM | 3 (12) 
в L(L(M, M))= Z (yl(M)). 
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5. Инвариантные элементы 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Пусть QG — алгебра Ли, а М — произвольный 
4-модуль. Элемент m = М называется инвариантным (в структуре 
9-модуля на М или в соответствующем представлении алгебры 4), 
если хм.т=0 для любого х== ц.- 


* Пусть G — вещественная связная группа Ли, 4 — ее алгебра 
Ли, 0 — аналитическое представление С в конечномерном веще- 
ственном пространстве E и р — соответствующее представление 4 
в Е. Пусть m=E. Элемент т является инвариантным OTHOCH- 
тельно о тогда и только тогда, когда 0 (5).т = т для любых 
g = ЗС. Это оправдывает применение слова „инвариантный“. x 


Пример 1. Пусть M, N— два 9-модуля и Р= 4, (М, М). 
Для того чтобы элемент | модуля Р был инвариантным, необ- 
ходимо и достаточно, согласно (6), чтобы | был гомоморфизмом 
-модуля М в 9-модуль N. В частности, если М = М и Xy=XKy 
для любого хе= д, то [ инвариантен тогда и только тогда, когда 
он перестановочен со всеми Хм. 


Пример 2. Пусть М есть К-модуль конечного типа. Если М 
наделен структурой 9-модуля, то (M, М) и M*@M также 
наделены структурами 4-модулей и каноническое отображение 
M ® М в (М, М) является изоморфизмом 4-модулей (пред- 
ложение 4). Так как 1 = (M, М), очевидно, инвариантна 
(см. пример 1), то соответствующий ей элемент и из М№® М 


инвариантен. Если (e;) — базис в М и (e;) — дуаль- 


I/Il<isn Isisn 


n 
ный ему базис, то и= ), e Фе.. 
i=1 


Пример 3. Пусть М — произвольный 4-модуль. Пусть В — били- 
нейная форма на М и f — соответствующий элемент из Z(M, M"). 
Для инвариантности В необходимо и достаточно, чтобы ото- 
бражение f было гомоморфизмом 4-модулей (предложение 4 u 
пример 1). Предположим, что К — поле и что М конечномерно 
над К. Инвариантная и невырожденная билинейная форма В 
на М определяет изоморфизм 9-модуля М на 9-модуль М", 
а следовательно, и изоморфизм 49-модуля М ® М на 9-модуль 
М* @ М. Таким образом, учитывая пример 2, мы видим, что 
задание В определяет канонически инвариантный элемент 
с 9-модуля М @ М, который может быть построен следующим 


образом. Пусть (e,) — базис в Ми (e;) — другой базис 


[ia 1<i<n 


п 
в М, для которого ß(e,, e,)—Ö,,; тогда c=), е, @ ei. 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть g есть К — алгебра Ли, b — ее идеал, 
о — представление 9 в М и о’ — ограничение о на b. Тогда мно- 


ь 
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жество М элементов из M, инвариантных относительно о’, устой- 
чиво` относительно 0 (9). 


В самом деле, пусть п= Nuyeg; для любого x = h имеем 
[x, у] =), откуда p(x) о (у) п = e([x, y])2 + о(и)о (x)n = 0; поэтому 
р (у) п= М. 


ПрЕдлОЖЕНИЕ 6. Пусть М — полупростой 3-модуль. Тогда 
подмодуль Mo инвариантных элементов в М обладает единствен- 
ным дополнением, устойчивым относительно всех хи, а именно 
подмодулем Му, порожденным элементами хи.т (= me M). 


Действительно, пусть М” — подмодуль М, устойчивый отно- 
сительно Хм и дополнительный к Mo в M. Для любого те M 
имеем т= и - m’, где юеМу m’=M’, поэтому хит == 
— xym = М’. Отсюда M < М’. Пусть М. — подмодуль в М”, 
устойчивый относительно всех хи и дополнительный к M, в M’. 
Для любого те М. и любого KEG выполняется хите 
= М. [| М, = {0}, откуда те М, и т=0. Поэтому М. = {0}, 
что и доказывает равенство M, = М”. 


6. Билинейные инвариантные формы 


Пусть 4 — алгебра Ли над К. Присоединенное ` представле- 
ние 4 BQ H нулевое представление ув К определяют струк- 
туру 9-модуля на К-модуле N =? (9, 9; К) билинейных форм на $9. 
Будем кратко говорить, что билинейная форма В на Q{ инва- 
риантна, если она инвариантна в представлении X+-> Xy. По 
формуле (10) необходимым и достаточным условием для этого 
является равенство 


В([х, 9], г) =В(х, Ly, 21) (13) 


для любых х, y, 2 из 4. 

Пусть теперь D — алгебра Ли дифференцирований алгебры 9. 
Тождественное представление D и ее нулевое представление в К 
определяют представление Dr Dy алгебры D в N. Кратко 
говорят, что билинейная форма на $ вполне инвариантна, если 
она инвариантна в представлении Dr>D,. Вполне инвариант- 
ная билинейная форма является инвариантной. Для того чтобы 
билинейная форма В на 4 была вполне инвариантной, необхо- 


димо и достаточно, чтобы 
В (Ох, у) + B(x, Бу) =0 в. 


для любых x, у из gu DE. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Пусть 4 — алгебра Ли, В — билинейная сил- 
метрическая инвариантная форма на g и a — идеал в $9. 
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_ а) Ортогональное дополнение a’ K а относительно В является 
идеалом в 4. 
6) Если а характеристичен и если В вполне инвариантна, то 
идеал a’ характеристичен. 
в) Если В невырожденна, то пересечение à [| а’ коммутативно. 


Пусть D — дифференцирование алгебры 9. Предположим, 
что а устойчиво относительно D и В(Дх, у) + В(х, Ру) =0 
для любых X, y из 4. Тогда из ае= а’ следует Dz = а’, ибо для 
всех {ea выполняется Diea u В (г, t)— В(2, D)—=0. Итак, 
a’ устойчиво относительно D. Это доказывает а) и 6). 

Пусть теперь ВБ — идеал в 4, и предположим, что ограниче- 
ние В на b является нулевым. Для x, у из Биг д имеем 
В([х, y], г) =В(х, [y, z]) =0, так как [y, 2] = В. Значит, идеал [b, b] 
ортогонален к Фи если В невырожденна, TO 6 коммутативен. 
Этот результат, примененный к “Па”, доказывает в). 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Пусть $ есть К-алгебра Ли, а М — некоторый 
4-модуль. Предположим, что М является К-модулем конечного 
типа. Билинейной формой, ассоциированной с 9-модулем М (или 
с соответствующим представлением), называется билинейная сил- 
метрическая форма (x, у) => Тг(хмум) на 9. Если рассматривае- 
мое представление является присоединенным, то ассоциированная 
билинейная форма называется формой Киллинга алгебры ц. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Пусть 4 — алгебра Ли, М — некоторый Q-Mo- 
дуль. Предположим, что М является К-модулем конечного типа. 
Тогда ассоциированная с М билинейная форма будет инва- 
риантной. 


В самом деле, для X, y, 2 из 9 имеем 


Tr (Is, lu 2m) = Tr (хмум2м) — Тг(умхмигм) = 
= Tr (хмум2м) — Tr (хм2мим) = Tr (хм Ly, 2]м). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Предположим, что К — поле и что алгебра 
Ли 4 конечномерна над К. Пусть a— идеал в 49, B— форма 
Киллинга алгебры 4, В — форма Киллинга алгебры я. Тогда 
В’ — ограничение В на ая. 


В самом деле, пусть и — эндоморфизм векторного простран- 
ства 1, оставляющий устойчивым a. Пусть v — ограничение и 
на я, а W— эндоморфизм векторного пространства 4/а, инду- 
цированный эндоморфизмом и посредством факторизации. Имеем 
Тги = Тго-- Тго, в чем можно убедиться, выбирая базис 
(X1, ..., X,) пространства 4, первые р членов которого состав- 
ляют базис в a. Убедившись в этом, возьмем хея, youu 
применим предыдущую формулу к случаю и == (ad, x) (ad, y). 
Получим о = (ad, x) (ad; y) и и =0. Отсюда B(x, y) =В (x, y). 


à ad Bâle 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 10. Предположим, что К — поле и что алгебра 
Ли 9 конечномерна над К. Тогда форма Киллинга В на g вполне 
инвариантна. | 


Пусть D — дифференцирование алгебры 49. Существуют 
алгебра Ли 9, содержащая 4 в качестве идеала коразмер- 
ности |, и элемент ху алгебры 4’, такой, что Ох = [хо, x] для 
всех xe&g ($ 1, n° 8, пример 1). Пусть В’— форма Киллинга 
на g. Для x, y из g имеем В’ ([х, хо], у) =B' (x, [xo, yl), т. е. 
6’ (Dx, y) Е В’ (x, Dy) =0. Однако ограничение В’на $ равно В 
(предложение 9), что и требовалось доказать. 


7. Элемент Казимира 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 11. Пусть 9— алгебра Ли над полем К, 
U — ee универсальная обертывающая алгебра, D — конечномер- 
ный идеал 8 à u В — билинейная инвариантная форма на $, огра- 
ничение которой на D невырожденно. Пусть (е;) =» (Ci <jen— 


два базиса в bh, такие, что B(e;, ej) —à,;. Тогда элемент с = 


n 
— D eiei алгебры U принадлежит ее центру и не зависит от 
i=! 
выбора базиса (e;). 
Для x@Q через хь обозначим ограничение на В эндомор- 
физма ad,x. Тогда x H> х, — представление 4 в пространстве Jb 
и ограничение В’ формы В на D инвариантно в этом представ- 


п 
лении. Согласно n°5, пример 3, тензор У, е; ®e не зависит 
= 
от выбора базиса (е;) и является инвариантным элементом 
тензорной алгебры алгебры В. Он является также элементом 
тензорной алгебры Т алгебры 4, инвариантным относительно 
представления, индуцированного присоединенным представлением 
алгебры g. Его канонический образ в U, т. е. с, не зависит, 
таким образом, от выбора базиса (е;) и инвариантен относи- 
тельно представления алгебры дв U, рассмотренного в конце n° 2. 
Этот элемент, стало быть, перестановочен с любым элементом 
из {, а значит, H C любым элементом из U. 


В случае когда В — билинейная форма, ассоциированная 
с 4-модулем М, говорят, что элемент с из предложения 11 
есть элемент Казимира, ассоциированный с М (или с соответ- 
ствующим представлением). Этот элемент существует, если 
ограничение В на D невырожденно. 


TIPEXIOKEHHE 12. Пусть 4 — алгебра Ли над полем К, b — npo- 
извольный п-мерный идеал в à и М- некоторый ч-модуль ко- 
нечной размерности над К. Пусть с — элемент Казимира, ассо- 
циированный с М u В (если он существует). | 
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ar Fr(o) =n. 

6) Если М — простой модуль и п не делится на характери- 
стику поля К, то см — автоморфизм М. 

Пользуясь обозначениями предложения 11, получим, что’ 


Tr (см) = = Tr ((e;) y (ем) = 2 B(e;, е;) = п. Поэтому, если п me 


делится oe: характеристику K, то см #0. С другой стороны, 
так как с принадлежит центру U, энцоморфизм см перестано- 
вочен со всеми Хм, x&4. Если, кроме того, М прост, To cy 
обратим в (М) (Ane., гл. VIII, 5 4, n°3, предложение 2). 


8. Расширение кольца скаляров 


Пусть К, — коммутативное кольцо с 1, ф— гомоморфизм К 
в K,, переводящий 1 в 1. Пусть 4 есть К-алгебра Ли, U— ее 
универсальная обертывающая алгебра и М — некоторый g-Mo- 
дуль, т. €. левый ПО-модуль. Тогда M(x, канонически наделяется 
структурой левого Ицк)-модуля, а значит, и структурой левого 
к)-Модуля. Пусть 6 H px, — представления 9 H x) соответ- 
ствующие Ми M, Говорят, что pK, получается из р расши- 


рением кольца скаляров, причем можно применить результаты 
из Алг., гл. VIII, § 13, n°4. Если хец, то PK) (x) есть не 
что иное, как эндоморфизм о (x) © 1 модуля Мк, = М ® кК.. 


Предположим, что К — поле, К, — расширение К и @— Ka- 
ноническое вложение К в К,. Пусть И и V’ — подпростран- 
ства векторного пространства М. Пусть а’ — подпространство 
векторного о ко образованное теми X = к) ДлЯ 


которых в/к) (X Vie, VE Very и а— подпространство в 4, обра- 


зованное теми хе, для которых о (x) (У) CV’. Тогда a’ = к). 
Ясно, во-первых, что (к) < а’. Пусть теперь x’ Ha’. Можно 


записать x’ = -> A;X,, где X; = Q H A; — элементы из K,, линейно 
a 


независимые над К. Для любого и = У имеем р (х’). ие V(K), 


т. €. Va (х;).ие Ук), откуда p(x,).u=V’, а значит, x, ea 


их’ ER Это и доказывает, что Mar). В частности, 
центр к) получается из центра 4 при расширении К до Ки: 
достаточно применить предыдущее к присоединенному пред- 
ставлению алгебры $. Отсюда следует, что ©, (Gx) = (@,8)k) 
для всех р. Аналогично пусть  — подалгебра g и и— норма- 
лизатор № в 8. Тогда нормализатор бк) в Ar, Равен Uk. 
Пусть К, Кь 9, 0, М те же, что и в предыдущем абзаце. 
Пусть b — векторное подпространство в $, а W — подпростран- 
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ство в М. Пусть У — подпространство в М, состоящее из 

те М, для которых р().то И и У” — подпространство в 
7 7 

Мк), состоящее из m = M(Kk), таких, что x) (bic) + 7 Ge Wk: 


Как и выше, V’'=V .„,. В частности, векторное подпростран- 


ство инвариантов в Mix, получается из векторного подпро- 
странства инвариантов в М расширением поля скаляров К до Kj. 

Пусть К, К, и ф— те же самые, что и в начале этого 
пункта. Пусть 4 есть К-алгебра Ли, а М и N — два 9-модуля. 
Если М и N — изоморфные 3-модули, то Мк) и Nix, — также 
изоморфные $„„-модули. Обратно, 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 13. Лусть К — поле, К, — расширение К, 
a — алгебра Ли над К, М u N — два 9-модуля, конечномерных 
над К. Если Мк) и Nix, изоморфные Ir, Mooyau, то М u 


N — изоморфные 9-ModyAu. 


Доказательство проведем в два этапа. 

1°. Предположим сначала, что К, — расширение поля К ко- 
нечной степени п. Пусть О — универсальная обертывающая 
алгебра для 4, так что универсальная обертывающая алгебра 
для Ir, есть Ur, =U® xKı ($2, n°9). Будучи изоморфными 


(‘к)-модулями, Mx) и N(x, изоморфны, конечно, и как П-мо-. 


дули; но как О-модули они изоморфны соответственно М" и N”. 
В то же время М и М суть О-модули конечной длины; поэтому М 


о eo e г. 
(соотв. N) является прямой суммой семейства (Pi) 


(соотв. (Q;'), ER 


разложимы и любые два P; (соотв. Q;) с различными индексами 
неизоморфны (Алг., ra. VIII, $ 2, n°2, теорема 1). Тогда М” 
(соотв. N”) изоморфен прямой сумме модулей pi: (соотв. Qi). 
Отсюда выводим (CM. там же), что 4==р, и (возможно, после 
некоторой перестановки модулей Q;) имеем пг; = 5$; и Р; изо- 
‘морфен Q; для |1 <1<р. Стало быть, М изоморфен N. 

2°. Общий случай. Пусть Р есть 9-модуль Y,(M, М) и 
Q — подпространство инвариантов в Р, т. €. множество гомо- 
морфизмов 4-модуля М в $-модуль N. В %к)-модуле 7x (Mk 
Nex) = (к (М, N))x, подпространством инвариантов является 
Qix,. Предположение об изоморфности Mx, и Nix, влечет за 
собой совпадение размерностей модулей М и М над К и суще- 


ISisp 
подмодулей, таких, что P, (соотв. Q,) He- 


ствование в (к) элемента ©, являющегося изоморфизмом Мк, ° 


на Nik). Пусть (f,, ..., fa) — базис в О над К. Выберем, с дру- 
гой стороны, базисы в М и М над К. Если Ape K, mals 
а 


<k<d, то матрица отображения = 2 debe в этих базисах 


имеет в качестве определителя многочлен DA, ..., А») с 


er 
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коэффициентами в К. Если | = g, то этот определитель отличен от 
нуля и, значит, не все коэффициенты в О — нули. Поэтому 
если © — алгебраическое замыкание К, то существуют (ибо @ 
бесконечно) элементы и, = Q (1 << а), такие, что D(u,,... 
..., Be) 5-0 (Алг., гл. IV, $ 2, n°5, предложение 8). Если 
K, — алгебраическое расширение К, порожденное u, (lS kR<d), 


то отсюда выводим, что У, и,» — изоморфизм Mx, Ha Nx. 
k=l 


Ho К, имеет конечную степень над К (Aue. гл. V, $ 3, n°2, 
предложение 5), поэтому М и М изоморфны по первой части 
доказательства. 


Пусть снова К, К, и ф те же самые, что и в начале на- 
стоящего n°. Пусть р — представление 4 в К-модуле М, обла- 
дающем конечным базисом (xX), ..., X,). Тогда билинейная форма 
на к) ассоциированная с PR, получается из билинейной 
формы, ассоциированной с 0, расширением кольца скаляров 
(ибо если ие к (М), то и обладает той же матрицей в базисе 
(X... %) WTO w 4 @ TE в базиеё ОГ... 8 I, а ma 
чит, u ии @ | имеют равные следы). В частности, если К-мо- 
дуль 4 обладает конечным базисом, то форма Киллинга ал- 
гебры %к) получается из формы Киллинга алгебры 4 расши- 


рением кольца скаляров до К.. 


$ 4. Нильпотентные алгебры Ли 


Напоминаем, что начиная с этого места К — поле. Кроме 
того, до конца главы предполагается, что все алгебры Ли ко- 
нечномерны над К. 


1. Определение нильпотентных алгебр Ли 


ОпРЕДЕЛЕНИЕ |. Говорят, что алгебра Ли 9 нилепотентна, 
если существует конечная убывающая цепочка ее идеалов (3:) <; < ps 
= a 


такая, что 99, Gp = {0} u [9 9949: для 0 Ki <p. 
Коммутативная алгебра Ли нильпотентна. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Пусть QG — алгебра Ли. Следующие условия 
эквивалентны: 

а) 4 нильпотентна; 

6) @*4 = {0} для достаточно большого k; 

в) 6,9 = для достаточно большого К; 

г) существует целое Е, такое, что adx,°adx,° ... сах, =0 
для любых элементов ху, Хо, ..., Xp ИЗ Qj 


nz 
Er 
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д) существует убывающая цепочка идеалов (3;) <, < „ алгебры g, 
такая, что %==4, An — {0}, [9,91] Gr и ЧИП 9/94, =1 для 
IL <i. z 

Если @g={0} (соотв. €,9=9), то ясно, что последова- 
тельность ®\4, ..., @*q (соотв. 29, ®,—14,..., Col) обладает 
свойствами, сформулированными в определении 1, откуда сле- 
дует, что 4 нильпотентна. Обратно, предположим, что существует 
последовательность (9;))<;<,, обладающая свойствами из опре- 
деления 1. Индукцией no i убеждаемся, что 4; =@' "qu РИ ee 
c%6;9. Поэтому ФР = {0} и ®,4==9. Итак, доказано, что 


условия a), 6) и в) эквивалентны. С другой стороны, @'§ есть 
‘множество линейных комбинаций элементов вида 


Ре Быт: МЕНЕ И... 


где X, хо,..., x; пробегают 49. Поэтому условия 6) n г) экви- 
валентны. Наконец,если существует последовательность (9;),<; zp 
Е . RIS 


идеалов, обладающая свойствами из определения 1, To суще- 
ствует последовательность подпространств (};),.., _„ простран- 


ства 4 размерностей п, n—1, п—2, ..., 0 и последовательность 
индексов <<... lp © geb, = Dr, ..., Up = В: Так 


как [9, РА то №; — идеалы и тогда [g,b;]=b,,, для 
всех i. Поэтому условия а) и д) эквивалентны. 


СЛЕДСТВИЕ 1. Центр ненулевой нильпотентной алгебры Ли 
отличен от нуля. 


СлЕдствиЕ 2. Форма Киллинга нильпотентной алгебры Ли 
является нулевой. | 


В самом деле, для любых элементов X, у нильпотентной 
алгебры Ли эндоморфизм adxoady нильпотентен и поэтому 
имеет нулевой след. | 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Подалгебра, факторалгебра и центральное 
расширение нильпотентной алгебры Ли нильпотентны. Произве- 
дение конечного числа нильпотентных алгебр Ли является ниль- 
‚ потентной алгеброй Ли. 

Пусть 49— алгебра Ли, 49’— ее  подалгебра_ h—ee 
идеал, #=0/ и фр— каноническое отображение 4 на #. 
Если 9 нильпотентна, то %*3={0} для целого k, откуда 
Фа’ < Gg = {0} и = (99) = {0}, т. е. 9’ и Ё нильтотентны. 
Если Ё нильпотентна и D содержится в центре 4, To Gf = {0} 
для целого k, откуда @ach и поэтому а [, a] = {0}, 
так что 4 нильпотентна. Наконец, утверждение о произведениях 
следует, например, из утверждения а) = г) предложения 1. 


re 
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Предложение 2 и определение | показывают, что нильпотентные 
алгебры Ли — это в точности те алгебры, которые получаются в ре- 
зультате конечного числа центральных расширений коммутативных 
алгебр Ли. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть g— нилвпотентная алгебра Ли, 
a b— ее подалгебра, отличная от 4. Тогда нормализатор b в 9 


отличен от В. 


Пусть À — наибольшее целое число, такое, что Gg 414 =; 
Тогда [@*g +}, bh] 9+3 +5 Ch, поэтому нормализатор В ва 


содержит Ga + 6. 


2. Теорема Энгеля 


Лемма 1. Пусть У — векторное пространство над К. Если 
X — нильпотентный эндоморфизм на И, то отображение y+->|x, у] 
пространства (У) в L(V) нильпотентно. 


В самом деле, если | обозначает это отображение, To }" (y) 


является суммой членов вида xy, где itj=m. Если 
хе =0, то [2-1 (у) =0 для любого y. 


ТЕОРЕМА 1 (Энгель). Пусть У — векторное пространство 
над К, 9 — конечномерная подалгебра в (У), элементы кото- 
рой являются нильпотентными эндоморфизмами на V. Если 
У = {0}, то существует элемент и 520 в У, такой, что х.и=0 
для любого хе 4. 


Доказательство проводится индукцией по размерности п 
алгебры 4. Теорема очевидна при “=O. Предположим, что она 
верна для всех алгебр размерности меньшей п. 

Пусть § — подалгебра в 4 размерности т < п. Если xe b, 
то ad,x отображает в себя и индуцирует при факторизации 
эндоморфизм o(x) пространства 4/9. По лемме 1 ad,x нильпо- 
тентен, откуда следует, что и 0 (X) нильпотентен. По предпо- 
ложению индукции существует ненулевой элемент в 4/1, кото- 
рый аннулируется всеми о (x), x =. Иначе говоря, существует 
y=g, y&b, такой, что [x, у] +В для всех хе. Отсюда сле- 
дует, что В — идеал в некоторой подалгебре размерности m + | 
алгебры 4. 

Из доказанного выводим (последовательно, начиная с h={0}), 
что 4 обладает идеалом \ размерности и — 1. Пусть aeg, ab. 
Снова используем предположение индукции: элементы ueV, 
такие, что х.и=0 для всех хер, образуют ненулевое под- 
пространство U пространства У. Это подпространство устойчиво 
относительно а ($ 3, n°5, предложение 5). Так как а — ниль- 
потентный эндоморфизм на V, то в U существует ненулевой 
элемент, который аннулируется а, а следовательно, и любым 


элементом из 9. 
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СЛЕДСТВИЕ |. Для того чтобы некоторая алгебра Ли 9 была 
нильпотентной, необходимо и достаточно, чтобы для любого: 
х Е 4 присоединенный эндоморфизм adx был нильпотентен. 


Условие необходимо (предложение 1). Предположим, что ero 
достаточность доказана для алгебр Ли размерности < п (п=20). 
Пусть 4 — алгебра Ли размерности п, такая, что для любого 
хе Ч преобразование ах нильпотентно. Теорема |, применен-. 
ная к множеству ах (x = 9), показывает, что центр с алгебры 
4 не равен нулю. Итак, 4 является центральным расширением 
алгебры Ли g/t, которая нильпотентна по нашему предполо- 
жению индукции. Остается применить предложение 2. 


СлЕдствиЕ 2. Пусть 4— алгебра Ли, a b— ее идеал. Пред- 
положим, что %[ нильпотентна и что для любого XE=Q огра- 
ничение Ha D преобразования adx нильпотентно. Тогда { ниль- 
потентна. | 


Пусть хе 9. Так как 4/5 нильпотентна, то существует целое- 
число k, такое, что (а4х) (9) 6. По условию существует 
целое А”, такое, что (ad x)* (5) = {0}. Поэтому (ad x)*** = {0}. 
Следствие 2 теперь вытекает из следствия 1. 


СлеЕдствиЕ 3. Пусть У — векторное пространство и à — ко- 
нечномерная подалгебра в (И), элементы которой являются 
нильпотентными эндоморфизмами на V. Тогда & — нильпотент-- 
ная алгебра Ли. 


STO немедленно вытекает из леммы 1 и следствия 1. 


Пример. Алгебра n(n, К) ($1, n°2, пример 2, 3°) нильпо- 
тентна. 


3. Наибольший идеал нильпотентности представления 


Лемма 2. Пусть 9— алгебра Ли, a—ee идеал, М — npo- 
стой 9-модуль. Если для любого KEN эндоморфизм хим ниль-. 
потентен, то хм =0. 


В самом деле, пусть N — подпространство в М, состоящее. 
из те М, таких, Что хм.т==0 для любого хея. По Teo- 
реме 1 N = {0}. С другой стороны, для любого уе д подпро- 
странство N устойчиво относительно ум ($ 3, n°5, предложе- 
ние 5). Поэтому N = M, что и требовалось доказать. 


Лемма 3. Пусть 9— алгебра Ли, a— ее идеал, М — некото- 
рый 4-модуль, конечномерный Had К, u (М: =, =„-— P20 Mop- 
дана — Гёльдера 3-модуля М. Следующие условия эквивалентны: 

а) для любого хеа эндоморфизм хи нильпотентен; 
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6) Оля любого хея эндоморфизм хм лежит в радикале 
«ассоциативной алгебры A, порожденной 1 u всеми ум, где YEG; 
в) для любого KEN выполня2тся 


хм (Мо) = М,, Хм (М SE M, ..., хм(М,—) = My. 


Если эти условия выполнены, то идеал À ортогонален к Q 
относительно билинейной формы, ассоциированной с 9-модулем M. 


6) > а). Так как А конечномерна над К, то ее радикал 
нильпотентен (Алг., гл. VIII, $ 6, n°4, теорема 3), поэтому 
и все элементы этого радикала нильпотентны. 

а) > в). Каждый фактор Q; = М/М;+., (0<i<n) есть про- 
CTOË 9-модуль. Для каждого x =a эндоморфизм хо „ Который 
получается из хм взятием ограничения на М; и факторизацией, 
нильпотентен в силу а), а потому равен нулю в силу леммы 2; 
‘иначе говоря, хм(М) = М; +1. 

в) => 6). Предположим, что выполняется условие в); пусть 
xean ze А. Имеем г (М;) = М; (0 Si п), откуда следует, что 
(2x м)” (М) = {0}. Таким образом, Ахм — левый нильидеал в Аи, 
значит, содержится в радикале А (Алг., гл. VIII, $ 6, n° 3, след- 
<твие 3 теоремы 1). 

Наконец, предположим, что выполнены условия а), 6), в). 
Пусть хея и уе. Только что мы убедились в TOM, что 
умхм нильпотентен. Значит, Тг(умхм) =0, что и доказывает по- 
<следнее утверждение леммы. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть 4— алгебра Ли, М — некоторый 
4-модуль, конечномерный над К, A— ассоциативная алгебра, 
порожденная | и множеством хи (xX & 9). 

а) Все идеалы à алгебры A, такие, что хи нилепотентен для 
любого KEN, содержатся в одном из них, скажем, N. 

6) Идеал п является множеством элементов KEN, таких, 
что Хи принадлежит радикалу алгебры A. 

в) Пусть (М; <, <„-— ряд Жордана — Гёльдера 3-модуля M; 
тогда N является также множеством тех XE=Q, для которых 
Mm, при всех i. | 

г) и ортогонален к 9 относительно билинейной формы, ассо- 
циированной с о. 


Множество X@Q, таких, что хм принадлежит радикалу 
алгебры А, является, очевидно, идеалом в 9. Предложение, 
таким образом, немедленно следует из леммы 3. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Идеал и из предложения 4 называется 
наибольшим идеалом нильпотентности 9-модуля М или наиболь- 
auum идеалом нильпотентности соответствующего представления. 


=: 
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Понятно, что и содержит ядро этого представления. Он 
равен этому ядру в случае, когда М полупрост (предложе-- 
ние 4в)), но не в общем случае. Следует обратить внимание: 


на тот факт, что если для некоторого X = { эндоморфизм Xy 


нильпотентен, то совсем не обязательно KEN. 


Отметим еще, что один частный случай леммы 3 дает сле- 
дующий результат. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть У есть п-мерное векторное простран-- 
ство над К u ч— подалгебра Ли алгебры gl(V), элементы кото-- 
рой являются нильпотентными эндоморфизмами пространства У. 
Тогда существует убывающая цепочка подпространств Vo,. 
Vies, И, пространства У размерностей  n, an —1;.:,,.0, 
таких, что x(V;) У), для. всех хеЕЦИ i=0, 1,..., n—1. 


4. Наибольший нильпотентный идеал алгебры Ли 


Пусть 4 — алгебра Ли, à — ее идеал. Для того чтобы а был’ 
нильпотентным, необходимо и достаточно, чтобы для любого- 
хеа эндоморфизм ad, X был нильпотентным. Это условие, оче- 
видно, достаточно; оно и необходимо, ибо если а нильпотентен: 
и если хеа, то ах нильпотентен и ad, х отображает 9 B A, 
откуда следует, что ad, X нильпотентен. Только что доказанное- 
утверждение и предложение 4, примененное к присоединенному` 
представлению 4, дают следующее 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть ч— алгебра Ли, Е — подалгебра: 
ассоциативной алгебры Z (3), порожденная | и всеми ad,x (хе). 
Пусть Ю — радикал алгебры Е. 

a) Множество п элементов YE, таких, что ad\y=R, 
является наибольшим нильпотентным идеалом в Q. 

6) Он ортогонален к 4 относительно формы Киллинга. 


Следует помнить, что g/N может обладать ненулевыми нильпо-- 


тентными идеалами. 


5. Расширение поля скаляров 


Пусть $ есть К-алгебра Ли, К, — расширение К-и $ = к... 
Так как @*q’ = (S"9)xy то 4 нильпотентна тогда и только тогда, 


когда 4’ нильпотентна. 
Пусть М является 6-модулем конечной размерности над. 
К, и — наибольший идеал нильпотентности модуля M и M=M x). 


Пусть (М: <,<„- Ряд Жордана — Гёльдера 4-модуля М. Имеем 

хм(М) < М:., для любого i и любого xen, откуда 
/ р 7 

Хи, (Mir) a (Mi+i)x,) для любого i m любого x En,). По- 


\ 


#3 
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/ / 
этому X y: нильпотентен для X = Wy так что Ur) содержится 


в наибольшем идеале нильпотентности и’ модуля М’. Убедимся, 
что если К, сепарабельно над К, то W=n,). Пусть Е — ассо- 
циативная К-алгебра, порожденная | и хм(хе 9), Е’ — ассо- 
циативная К-алгебра, порожденная [и xw(x = 9’), Ru R’ — 
радикалы Е и Е’. Алгебра Е’ канонически отождествляется 
© Ein. Имеем. К = Rix) (Ал. ra. VEL, $7, n°2; crer- 
‘ствие 2в) предложения 3). Если это Tak, то при y GW запи- 
п 


шем и — Ladin где у; принадлежит 9 и Л =К, линейно 
= 


; n 
‘независимы над К. Имеем ум, = D, (у), и ум, ER’ = Юк). 
i=1 


„Значит, (y;), = К и поэтому у; е и для всех i- Отсюда выводим 
/ / 


В частности, если К, сепарабельно над К, то наибольший 
‘нильпотентный идеал к) Получается из наибольшего нильпо- 


тентного идеала 4 при расширении поля скаляров К до К.. 


$ 5. Разрешимые алгебры Ли 


Напомним, что отныне К — пол? характеристики нуль и что 
все алгебры Ли предполагаются конгчномерными над K !). 


1. Определение разрешимых алгебр Ли 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. Алгебра Ли 9 называется разрешимой, если 


Е-й член производного ряда Dy равен нулю для достаточно 
‘большого k. 


Нильпотентная алгебра Ли разрешима. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ |. /lodaneeöpa и факторалгебра разрешимой 
‚алгебры Ли разрешимы. Любое расширение разрешимой алгебры 
Ли при помощи разрешимой само разрешимо. Конечное произ- 
ведение разрешимых алгебр Ли разрешимо. | 


Пусть 4 — алгебра Ли, 4’ —ee подалгебра,  — идеал в 4, 
{1=4/ и ф— каноническое отображение g Ha fF. Если 4 разре- 
uma, то 94 = {0} для некоторого k, следовательно, 94 < 
< 944 = {0} и D*t—q(D"g)=0. Поэтому 9 и Ê разрешимы. 
Если Би Ё разрешимы, то существуют целые числа $, Ё, такие, 
что Dh = Dt = {0}; тогда Dach, откуда D't'g =D (44) < 


I) Читатель обратит внимание на то, что ограничение на характеристику 
оля К не используется в пунктах | и 2 настоящего параграфа. 
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< Dh = {0}, и g разрешима. Последнее утверждение следует 
из второго индукцией по числу множителей. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть 4 — алгебра Ли. Следующие условия. 
эквивалентны: 

а) а разрешима; 

6) существует убывающая последовательность $ = YF... 
... > == {0} идеалов алгебры .g, Taxux, что алгебры Aldırı 
коммутативны (=0, 1,...., п 1); 

в) существует убывающая последовательность GG... 
... DV = {0} подалгебр в $, таких, что 3,,, — идеал в у и 
a, коммутативна (1=0, 1, ..., p—1); | 

г) существует убывающая последовательность $ = $ DJ... 
> 7-4 и 
8, — {0} nodaneeöp 4, таких, что Q%7,, — идеал коразмер- 
ности leg (i==0;-4, .. 7; q — À). 

а) = 6). Достаточно рассмотреть производный ряд алгебры q. 

6) = в). Очевидно. 

в) > г. Предположим, что условие в) выполнено; тогда 

7 7 : / 
любое подпространство в 4,, содержащее ÿ,,,, есть идеал B Q: 
откуда следует г). 

г) > а). Это следует из того, что расширение разрешимой 

алгебры при помощи разрешимой разрешимо. 


Примеры разрешимых алгебр Ли. 


I. Пусть §— двумерное векторное пространство над К, 
(e,, €) — базис в 9. Существует, и притом только одно, били- 
нейное кососимметрическое умножение (X, у) => [х, y] на 9, 
такое, что [e,, е| = е›. Легко проверить, что 4 таким образом 
наделяется структурой разрешимой алгебры Ли. Теперь пусть h 
некоммутативная двумерная алгебра Ли над К. Покажем, что h 
изоморфна 4. Пусть (|, fo) — базис Bb. Элемент |[],, fo] не равен 
нулю (иначе В была бы коммутативна) и, значит, порождает 
одномерное подпространство Ё алгебры b. Имеем [b, 5] =. 
Пусть (4; e,)—6asnc в D, такой, что e, ef. Итак, [e,, e;]—?e,, 


причем A ==0. Заменяя eı Ha A”'e,, видим, что можно предпо- 
лагать A=|, откуда и следует наше утверждение. 

II. Формулы (5) $ 1 показывают, что Dt(n, К) = и(и, К). 
Так как n(n, К) нильпотентна и, следовательно, разрешима, TO 
t(n, К) разрешима. Отсюда следует, что 8t(n, К) разрешима. 
В частности, 8t(2, К) изоморфна алгебре из примера I. 


2. Радикал алгебры Ли 


Пусть a, 6 — два разрешимых идеала алгебры Ли 9. Алгебра 
(a+ b)/b изоморфна a/(afN 6) и, значит, разрешима, так же как 
и a+b, являющаяся расширением (t+ b)/b при помощи В 
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{предложение 1). Отсюда следует, что максимальный разрешимый 
идеал в $ содержит любой разрешимый идеал алгебры Q, т. е. 9 
обладает наибольшим разрешимым идеалом. Это оправдывает 
следующее 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Радикалом алгебры Ли называется ее наи- 
больший разрешимый идеал. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Радикал t алгебры Ли 9 есть наименьший 


идеал в 4, такой, что радикал алгебры a/t равен нулю. 


Пусть à — идеал в фи @ — каноническое отображение q на 
g/a. Если радикал g/t равен нулю, то Q(t), являющийся разре- 
шимым идеалом в 4/1, равен нулю, откуда < а. С другой сто- 
роны, прообраз p— (1’) радикала 1’ алгебры 4/5 является, со- 
тласно предложению |, разрешимым идеалом в 4 и, следовательно, 
равен 1; поэтому 1’ = {0}. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть Qi, ..., 4, — алгебры Ли. Радикал т 
произведения 4; является произведением радикалов T; алгебр 4G;. 


Произведение 1’ идеалов 1; является разрешимым идеалом 
{предложение 1), откуда tt. Канонический образ т в g; — 
разрешимый идеал в Q;, а значит, содержится в 1;; следова- 
тельно, tC т”. р 


3. Нильпотентный радикал алгебры Ли 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Пусть 9— алгебра Ли. Нильпотентным pa- 
дикалом алгебры $ называется пересечение ядер ee неприводимых 
конечномерных представлений. | 


Замечания. 1) Пусть 8 — нильпотентный радикал алгебры ц. 


Так как любая убывающая цепочка подпространств в 4 стаби-- 


лизируется, то существует конечное число неприводимых ко- 
нечномерных представлений алгебры 4, пересечение ядер которых 
равно 8. Прямая сумма этих представлений полупроста и в каче- 
стве ядра имеет 8. Отсюда следует, что множество ядер неприво- 
димых конечномерных полупростых представлений алгебры 9 
обладает наименьшим элементом, а именно 8. 

2) Согласно предложению 4 в) из $ 4, n° 3, 8 является также 
пересечением наибольших идеалов нильпотентности конечномер- 
ных представлений алгебры 4. В частности, 8 содержится в наи- 
большем нильпотентном идеале алгебры 4, вследствие чего 
является ее нильпотентным идеалом. 

3) Любая линейная форма À на 9, обращающаяся в нуль на 
DI, является неприводимым представлением (в пространстве К) 
алгебры 4, откуда À (8) = {0}. Поэтому 8 < Dy. Кроме того, 8 co- 


ie 


HER Se 
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держится в радикале т алгебры 4 согласно замечанию 2. По- 
кажем теперь, что 8 = [| Dg. 


Лемма 1. Пусть У — конечномерное векторное пространство. 
над К, g— подалгебра в gl(V), такая, что У — простой 4-модуль, 
и 0 — коммутативный идеал в Q. Тогда a (| Da = {0}. 


Пусть $ — подалгебра в Z(V), порожденная 1 и а. 

Если В — идеал алгебры 4, содержащийся B à и такой, что 
Trbs=0 для всех Бе В и всех SES, то, в частности, по опре- 
делению $ имеем Тг(5”) =0 при любом целом ñ > 0. „Поэтому 
b — нильпотентный эндоморфизм (Алг., гл. УП, $5, n° 5, след- 
ствие 4 предложения 13). В силу нильпотентности всех элемен- 
тов из b имеем b= {0} ($ 4, n° 3, лемма 2). Применим это вна- 
чале к идеалу [4, а| алгебры 9. Если eg, aja, ses, To 
Тг[х, а] $ == Tr(xas — axs) = Trx(as — sa) =0, поскольку as == sa. 
Стало быть, [4, a] = {0}. Следовательно, элементы из 4 комму- 
тируют с элементами из ll, а, тем самым, и с элементами из $. 
Если х, у— элементы из 4 и если seS, то Тг[х, у|$ = 
= Tr (ху$ — ух$) = Тгх (у; — sy) =0, поскольку ys=sy. Взяв. 
теперь в качестве В идеал Dafla, получим, что ЯжГа= {0}. 


ТЕОРЕМА 1. Пусть Q— алгебра Ли, t—ee радикал, 8 — ee 
нильпотентный радикал. Тогда $8 = Daft. 


Мы уже знаем, что 8€ Duft. Достаточно будет теперь. 
только показать, что если о — простое конечномерное предста- 
вление алгебры g, то о (923 Ni) = {0}. Пусть А — наименьшее це- 
лое положительное число, такое, что p(D**'r) = {0}; положим 
4’ =0 (9), à =0 (42%); так как Pre в 4, TO a’ — идеал 
в 07; этот идеал коммутативен, ибо p(D*t! (r)) = {0}. Если V — 
пространство представления 0, то 9 Cal(V) и У — простой 
4’-модуль. Тогда р (941 42°) < Dy’ Па’ = {0}. Если предполо- 
жить, что k>0, то Dac 94, о (Dt )— {0}, что противоре- 
чило бы определению №. Поэтому k=0, т. е. p(DiNt) = {0}. 


Следствие 1. Пусть 4 — разрешимая алгебра Ли. Нильпотент- 
ный радикал 9 равен Dj. Если о — неприводимое конечномерное 
представление алгебры Q, то о (4) — коммутативная алгебра. Ассо- 
циативная алгебра Г, порожденная 1 и p(g), является расши- 
рением конечной степени поля К. 


Здесь t=, откуда $8 = Dy. Поэтому о (Dg) == {0}, что и до- 
казывает коммутативность 4’ ==о (4). Каждый элемент 0 из L 


_ обратим по лемме Шура; значит, L — поле. 


СЛЕДСТВИЕ 2 (теорема Ли). Пусть 9 — разрешимая алгебра „Ли; 
предположим, что поле К алгебраически замкнуто. Пусть M-= 
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некоторый §-modyb, конечномерный над К, и (М!) <, _,— ряд 
Жордана — Гёльдера модуля М. Тогда M;_,/M; одномерен над К 
для | Li г, и для любого xE 9 имеем XM,—,/M, = Mi (x). 1, где 
A; — линейная форма на 9, нулевая на Dy. В частности, любой 
простой конечномерный 4-модуль является на самом деле одно- 
мерным. 


Пусть о; — представление 9 в M,_,/M;. Ассоциативная ал- 
гебра L;, порожденная элементами | и 0; (4), есть поле конечной 
степени над К, равное, следовательно, К. Далее, М; (М; — 
простой [,;-модуль, откуда dim М;—,/М, =1. Остальная часть 
следствия очевидна. 


Замечания. 1) Если заменить (М <<, другим рядом Жор- 
дана — Гёльдера модуля M, то последовательность (A), ..., À,) 
заменится последовательностью вида (Ад (1), ..., Anır)), THE пл — 


перестановка {1,..., г}, что следует из теоремы Жордана — 
Гёльдера. 


2) Пусть (е,..., е,) — базис в М, такой, что е; = М;—, 
e,&M, (1 <i<r). Если хе ФЗ, то эндоморфизм на М, соответ- 
ствующий х, представим в этом базисе eats матрицей 
с диагональными элементами, равными A, (x), ..., Ar (X). 


СЛЕДСТВИЕ 3. Предположим, что К алгебраически замкнуто. 
Если 9— разрешимая г-мерная алгебра, то любой ее идеал 
является членом убывающего ряда идеалов размерностей г, 
f= |, ee 29 0. 


В самом деле, любой идеал входит в некоторый ряд Жор- 
дана — Гёельдера алгебры 4, рассматриваемой как пространство 
присоединенного представления (Алг., гл. I, $ 6, n° 14, след- 
ствие теоремы 8); остается применить следствие 2. 


СЛЕДСТВИЕ 4. Предположим, что K=R. Пусть 9 — разреши- 
мая алгебра Ли. Любое ее неприводимое представление имеет 
размерность < 2. Любой идеал алгебры Q является членом убы- 
вающей цепочки идеалов (G;)o<i<m, Такой, ЧТО 9% ==, Im = {0}, 
dim 9;—;/9; <2 (1 <i<m). 


Это доказывается так же, как и следствия 2 и 3, причем 
нужно иметь в виду, что любое алгебраическое расширение 
поля В имеет степень <2. 


СЛЕДСТВИЕ 5. Для того чтобы алгебра Ли 4 была разреши- 
мой, необходимо и достаточно, чтобы Dy была нильпотентной. 


В силу следствия | это условие является необходимым. OHO 
достаточно, так как 4/9 коммутативна. ` 
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Следствие 6. Пусть о — конечномерное представление алгебры 
„Ли a. Пусть + — радикал 9. Любой элемент хе=*, такой, что 
эндоморфизм 0(х) нильпотентен, принадлежит наибольшему 
идеалу нильпотентности N представления р. 


Пусть У — пространство представления p и (У; ‚<, — ряд 
Жордана — Гёльдера т-модуля И, и пусть о; — представление + 
в пространстве V,/V,-, (1<1< 7). Если p(x) нильпотентен, To 
таковы же и 0,;(х), и так как для любого i алгебра, .порожден- 
ная 0;(:), является полем, р;(х)=0. Обратно, если 0; (x) =0 
для любого i, то P(X) нильпотентен. Это доказывает, что MHO- 
жество A тех xEt, для которых P (X) нильпотентны, является 
идеалом в т. С другой стороны, [g, a] = Пт иПтая, по- 
этому а — идеал в Gg. Это доказывает, что ACN. 


СЛЕДСТВИЕ 7. Пусть g— алгебра Ли, т— ee радикал. Сле- 
дующие четыре множества совпадают: а) наибольший нильпо- 
тентный идеал в 9; 6) наибольший нильпотентный идеал в т; 
в) множество х GY, таких, что эндоморфизм ad, X нильпотентен; 
г) множество х ET, таких, что adıx нильпотентен. 


Обозначим через а, В, с, D эти четыре множества. Включе- 
ния aChCHYCe ясны. Включение с< я имеет место, согласно 
следствию 6, примененному к присоединенному представлению 
алгебры 4. 


4. Критерий разрешимости 


Лемма 2. Пусть х — эндоморфизм конечномерного векторного 
пространства V, $ (соотв. п) — его полупростая (соотв. нилёпо- 
тентная) компонента (см. Алг., гл. VIII, § 9, n° 4, определение 4). 
Пусть adx, ads, аап — образы x, $, п соответственно в при- 
соединенном представлении алгебры al(V). Тогда ads (соотв. ad п) 
является полупростой (соотв. нильпотентной) компонентной ad x 


и многочленом от ах с коэффициентами из К без свободного 
члена. 


Имеем ах = а $ -- айпи, [а4 $, adn] =0 и adn нильпотентен 
{$ 4, лемма 1). Покажем, что эндоморфизм ad $ полупрост. Это 
достаточно сделать для случая алгебраически замкнутого поля К 
(cm. Aue., гл. VIII, § 9, n°2, предложение 3). Итак, пусть 
(2) <:<„- базис в V, такой, что $(е;) =№е; (A; = K). Пусть 
(E;;) — канонический базис в M, (К) = af (У). По формулам (5) $ 1 
(ads). E£;;=(A; —À;)E;;, поэтому ads полупрост. Последнее 
утверждение леммы следует из Алг., гл. VIII, § 9, n° 4, пред- 
ложение 8. Sue 
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Лемма 3. Пусть М — конечномерное векторное пространство, 
A u B— два подпространства в (M), BCA, и T — множество 
tegl(M), таких, что [t, А] = В. Если zeT u Tr (zu) =0 для 
любого и ET, то 2 — нильпотентный эндоморфизм. 


Достаточно провести доказательство для случая алгебраи- 
чески замкнутого поля К, что мы и будем впредь предполагать. 
Пусть $ и п— полупростая и нильпотентная компоненты Z и 
(е;) — базис в М, такой, что $ (е;) = №е; (ЕК). Пусть VCK— 
векторное подпространство над ©, порожденное A,. Будем доказы- 
вать, что V = {0}. Пусть f есть О-линейная форма на У, и пусть 
t— эндоморфизм на М, такой, что te; =f (A,) e;. Если (E;;) — 


канонический базис в 41 (М), определенный правилом E;;e, = 6;pe;, 


то 
(ad s)E;; = (Az — Aj) E;;, 


(ad 2) Е; = (f (Ai) — FA) Fiz. 


Существует многочлен Р без свобод члена с коэффи- 
циентами из поля К, такой, что P(A; —A,;) =f (A;)—f(A;) для 
любых i, j (ибо если À; — A; =, — Ag, TO IA) — f (As) =F (y) — 
— (Az), и если A;—A;=—0, то f(A;) —f (A;) =0). Итак, adt= 
— Р (аа $). С другой стороны, ads — многочлен от adz без сво- 
бодного члена. Однако (adz)(A) < В, откуда также (ad 1 (А)< В. 


В силу предположения имеем 0 — Тг (г = >) Aif (A), откуда 


0 = { (Tr (24) = D f(a)? Так как f(A,)— рациональные числа, 
то f —0, что и требовалось доказать. 


ТЕОРЕМА 2 (критерий Картана). Пусть 3 — алгебра Ли, М — 
конечномерное векторное пространство, о — представление 9 в М 
и В — билинейная форма, ассоциированная с р. Алгебра р (8} 
разрешима тогда и только. тогда, когда Dj ортогональна к 8 
относительно В. 


Очевидно, можно ограничиться тем случаем, когда 9 — под- 
алгебра Ли в gl(M) и р — тождественное отображение. Если 8 
разрешима, то Dg содержится в наибольшем идеале нильпо- 
тентности тождественного представления алгебры $ (теорема |) 
и, следовательно, ортогональна к A относительно В ($ 4, пред- 
ложение 4г)). Предположим, что Dy ортогональча к $ относи-. 
тельно В и докажем, что 4 разрешима. Пусть Т — множество 
t=gl(M), таких, что [№ 4] (Dy. Если tET и если x, y при- 
надлежат 4, то [t, x] = Dg, откуда 


Tr (é[x, y]) =B(IE, x], y) =0 


и по линейности Тг()=0 для любого и = Dg. Кроме того, 
ясно, что Dg ET. Следовательно (лемма 3), любой элемент из Dg 
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нильпотентен. Отсюда вытекает, что алгебра DA нильпотентна 
{$ 4, следствие 3 теоремы 1) и, таким образом, 4 разрешима 
(n° 3, следствие 5 теоремы 1). 


$. Новые свойства радикала 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть 4 — алгебра Ли, т — ее радикал. 

а) Если о — конечномерное представление д u В — ассоцииро- 
ванная билинейная форма, тот и DJ ортогональны OTHOCU- 
тельно В. 

6) г является ортогональным ева к x относительно 
Формы Kunnunea. 


Пусть x, y взяты из 9, zer. Имеем [у, 2] = Daft, откуда 
8 ([х, y], 2) =B(x, [y, =] ) =0 (теорема 1). Значит, a) доказано. 

Пусть т’— ортогональное дополнение к Dy относительно 
формы Киллинга. Это идеал в $ ($ 3, n° 6, предложение 7а)), 
содержащий т вследствие только что доказанного. С другой 
стороны, образ 8 идеала т’ в присоединенном представлении 9 
разрешим (теорема 2), поэтому идеал 1’ разрешим как централь- 
ное расширение 8. Значит, т’ Cr. 


СледствиЕ |. Алгебра Ли 9 разрешима тогда и только тогда, 
когда Dy является ортогональным дополнением к 9 относительно 
Формы Киллинга. 


Это непосредственное следствие предложения 56). 


CrencTBHE 2. Радикал алгебры Ли $ является характеристиче- 
ским идеалом. 


В самом деле, 99 — характеристический идеал, а форма 
Киллинга вполне инвариантна ($ 3, n° 6, предложение 10). 
Следовательно, ортогональное дополнение к Dg относительно 
формы Киллинга является характеристическим идеалом ($ 3, 
n° 6, предложение 76)). 


СЛЕДСТВИЕ 3. Пусть 9 — алгебра Ли, t — ее радикал, а — идеал 
в 9. Гогда радикал идеала a равен Tf]a. 


В самом деле, Па — - разрешимый идеал ва и, следовательно, 
содержится в ee т’алгебры а. Обратно, 1’ — идеал в 4 (след- 
ствие 2 и $ 1, n° 4, предложение 2), откуда т’ Cr. 


Следствие 2 может быть уточнено следующим образом. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть § — алгебра Ли, r— ее радикал, 
и — наибольший нильпотентный идеал. Любое дифференцирова- 
ние алгебры $ переводит ? в и. 
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Пусть D — дифференцирование алгебры g. Пусть 4 = q + 
+ Кхо — алгебра Ли, в которой 4 является идеалом коразмер- 
ности 1, таким, что Ох == [х, x] для любого хеф ($ 1, n° 8, 
пример 1). В силу следствия 3 предложения 5 T содержится 
в радикале 1” алгебры 9’. Имеем Dr) = [хо, < [9’, a] Пг =’. 
Для любого x & 8’ эндоморфизм ady’ X нильпотентен (теорема 1). 
Поэтому для любого x = 8’ [] 4 нильпотентен эндоморфизм ad, X. 
Значит, D (t) содержится в нильпотентном идеале 8” [] 4 алгебры 4. 


СлЕедствиЕ. Наибольший нильпотентный идеал алгебры Ли 
характеристичен. 


Замечание. Для того чтобы подытожить некоторые из преды- 
дущих результатов, заметим, что если обозначить через т, п, 8, f 
соответственно радикал алгебры Q, ее наибольший нильпотентный 
идеал, ее нильпотентный радикал и ортогональное дополнение 
к 4 относительно формы Киллинга, то получим 


eae caw S| gue BP 


Включение t > # следует из предложения 56). Включение fon 
следует из $ 4, n° 4, предложение 66). Включение n = $ было от- 
мечено в замечании 2 n° 3. 


6. Расширение поля скаляров 


Пусть $ есть К-алгебра Ли и К, — расширение К. Ясно, 
что к) разрешима тогда и только тогда, когда 4 разрешима, 
так как D” (ко) = (Dry 


Пусть t — радикал 4. Тогда (x, — радикал kr). В самом деле, 
пусть В — форма Киллинга алгебры g. Так как t является орто- 
гональным дополнением к DJ относительно В (предложение 56)), 
то (к) является ортогональным дополнением к (23) ‹) = D(x) 
относительно формы, получающейся из В путем расширения К 
до Ку, т. €. относительно формы Киллинга алгебры qx, ($ 3, n° 8). 
Наше утверждение, таким образом, получается после примене- 
ния еще раз предложения 56). | 


$ 6. Полупростые алгебры Ли 
Напомним, что К обозначает поле характеристики 0 u что 
все алгебры Ли конечномерны над К. 


1. Определение полупростых алгебр Ли 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. Пусть 9 — алгебра Ли. Говорят, что $ — полу- 
простая алгебра Ли, если единственным ее коммутативным идед- 
лом является {0}. 


Ly 
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Замечания. 1) Нулевая алгебра Ли полупроста. Алгебра раз- 
мерности | или 2 не является полупростой (см. $ 5, n° 1, при- 
мер 1). Существуют полупростые алгебры размерности 3 (см. n° 7), 

2) Центр полупростой алгебры тривиален, paket I Ls 


единенное представление является точным. Т.К, se 

3) Если 41,..., @, полупроеты, то g=— 9, xX... XG eae 
проста, поскольку проекции на y, ..., Gn ие му 
ного идеала Ad равны нулю. À en Do unter & Afro 


ТЕОРЕМА 1. Пусть 4 — алгебра Ли. де. условия экви-' 
валентны: 

а) 4 полупроста; 

6) радикал т алгебры 9 равен нулю; 

в) форма Киллинга В на 9 невырожденна. 

Кроме того, полупростая алгебра Ли равна своему произ- 
водному идеалу. 

a) => 6). Действительно, если т == {0}, то последний отлич- 


ный от нулевой алгебры член производного ряда является KOM~ | 


. u 4 4 
> 44 { A „= 


мутативным идеалом в qq. ue € ME 


6) > в). Это следует из предложения 56) в $ 5, n° 5 SR ; 


poe доказывает одновременно и последнее утверждение теоремы). 


в) => а). Это следует из предложения 66) в $ 4, n° 4. 6 


СледствиЕ. Пусть §—noaynpocras алгебра Ли, о — предста- 
вление 4 в конечномерном пространстве У. Тогда © (3) = (У). 

В самом деле, линейная форма x+>Tro(x) (хе) обра- 
щается в нуль на любом x вида [y, 2] (vg, 29, а значит, 
и на Da — 4. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ |. Пусть Q— полупростая алгебра Ли, р — ee 
точное конечномерное представление. Тогда билинейная форма 
на 9, ассоциированная с о, невырожденна. 


В самом деле, ортогональное дополнение к (| относительно 
этой формы является разрешимым идеалом ($ 5, n° 4, теорема 2) 
и, значит, равно нулю. 

СЛЕДСТВИЕ 1. Пусть g— алгебра Ли, В — форма Киллинга, 
а — полупростая подалгебра в 4. Ортогональное дополнение D к 
а относительно В является дополнительным подпространством K A 
в ди [а, b] < В. Если а — идеал в 9, то и b— идеал в 9, кото- 
рый будет тогда централизатором À в A. 


Пусть В’ — ограничение В на a. Так как В’ — билинейная форма, 
‘ассоциированная с представлением х-->а4:х алгебры a в про- 
‘странстве 4, а это представление является точным, то В’ невы- 
рожденна (предложение 1). Значит, D дополнительно к ав 4. 
Кроме того, если x, у лежит Bau zeh, то B(x, [y, =] ) = 
=6([x, y], 2) =0, ибо [x, у] еа. Поэтому [y, г| ЕЁ, а это 
доказывает, что [a, 6] = В. 


3 Н. Бурбаки 
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Если à — идеал в $, то известно, что D — идеал в 4 ($ 3, пред- 
ложение 7) и § отождествляется с A X 9. Так как центр идеала 
a равен нулю, то его централизатор в 4 есть В. 


CJIEACTBHE 2. Любое расширение полупростой алгебры при 
помощи полупростой полупросто и тривиально. 


Это сразу вытекает из следствия 1. 


CJIEACTBHE 3. Если 4 — полупростая алгебра Ли, то любое ee 
дифференцирование является внутренним. 


В самом деле, ad § изоморфна Ad, т. €. полупроста и является 
идеалом алгебры Ли d дифференцирований 4 ($ 1, предложение |). 
Если Де? коммутирует со всеми элементами из add, то 


для любого x = 4 имеем adD(x)=[D, adx]=0, откуда D(x) =0; 
поэтому D=0. Следствие 3 вытекает теперь из следствия |. 


2. Полупростота представлений 


Лемма 1. Пусть 4 — полупростая алгебра Ли. Ее присоединен- 


ное представление полупросто. Все ее идеалы и факторалгебры 
полупросты. 


В самом деле, пусть я — идеал в 9. Ортогональное допол- 


нение D к Ad относительно формы Киллинга ‘является идеалом 


в 4, ая ПЬ — коммутативным идеалом ($ 3, n° 6, предложение 7), 


т. €. равно нулю. Поэтому В является дополнением кав 4. 


Кроме того, поскольку форма Киллинга на $ невырожденна, 
таковыми будут и ее ограничения на à и на В (Ane. гл. IX, 


$ 4, n° |, следствие предложения 1), так что à и В полупросты 


(n° |, теорема 1, и $ 3, n°6, предложение 9). 


Лемма 2. Пусть ч— алгебра Ли. Тогда следующие два 
условия эквивалентны: | 

а) Все конечномерные линейные представления алгебры 9 
полупросты. | 

6) Для dannoeo линейного представления о алгебры $ в век- 
торном пространстве У конечной размерности и данного под- 
пространства № коразмерности 1, такого, что р (х)У CW для 
любого x Eq, существует прямая, дополняющая №, устойчивая 
относительно р (4) (u, стало быть, аннулируемая о (9)). 


Ясно, что а) влечет за собой 6). Предположим, что 6) верно. 
Пусть © — конечномерное представление 4 в векторном простран- 
стве Ми N — подпространство М, устойчивое относительно о (9). 
Пусть вц — представление 4 в (M), канонически индуци- 
руемое представлением о ($ 3, n°3); напомним, что p(x) = 
— а» (мс (x). Пусть И (соотв. №) — подпространство в Z (M), 
состоящее из линейных отображений М в N, таких, что их 
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ограничение на N является гомотетией (соотв. нулевым ото- 
бражением). Тогда имеет коразмерность 1 в V n (х) (И) CW 
для любого хе 9. Согласно условию 6), существует элемент о 
u=V, аннулируемый p(x) для любого хе, ограничение ко- 
торого на N является ненулевой гомотетией. Умножая и Ha “> 


— 
— 


подходящий скаляр, можно считать, что и является проекти- <> 7 
рованием М на N. Так как u(X). 1—0 означает, что и пере- D ‘es 
стан/,вочно с о (х), то ядро и является дополнением к N B M, € 
устойчивым относительно 7) для любого x*x=4. Поэтому © SR 
полупросто. | = SS Se 
yup RE 2 DA = Lay 41 “> 

5 

Лемма 3. Пусть о вт алгебра Ли, о — линейное wm À 
представление $ в конечномерном векторном пространстве У u N 


W — подпространство 8 V коразмерности 1, такое, uro p(x)(V)= W = 
для любого xk= 4. Тогда существует прямая, дополняющая W FE 
и устойчивая относительно о (Q). 


© 

Для любого хе пусть о(х) — ограничение p(x) на W. u ,# 

Пре сначала, что о неприводимо. Если в =0, TOR & 
= 

p(x)o(y)=0 для любых х, и из 4, откуда р (3) — p (Dy) = {0} и= = 
наше утверждение очевидно. Если о {0}, то пусть и — ядро о, à: 
и пусть Ш — идеал, дополняющий и в 4 (лемма 1); тогда MÆ {0} —_ =: 
и ограничение o на Ш точно; ограничение на M билинейной >< y 
формы, ассоциированной с с, невырожденно (предложение |), a 
поэтому можно построить элемент Казимира с, ассоциирован- # — 
ный с Ши о. Согласно предложению 12 из $ 3, n°7, o(c) —Q 5 
‚  автоморфизм №. С другой стороны, р (с) (V)CW. Поэтому = Og 
$ ядро Z эндоморфизма p(c) является прямой, дополняющей М; == 
так как, далее, с принадлежит к центру универсальной обер- < 
тывающей алгебры для 4, то ‚© (с) перестановочно с р(х) для > „ 
любого x= и, значит, Z устойчиво относительно р (4). ferdo ~ 

В общем случае можно рассуждать индукцией по размер- 
ности У. Пусть Т — ненулевое минимальное устойчивое под- 
пространство в W. Пусть о’— факторпредставление в У’ = V/T. 
Для любого хе д имеем р’ (х) (У’) CW’, где W’ =W/T имеет 
коразмерность 1 в У”. По предположению индукции существует 
прямая, дополняющая №” и устойчивая относительно о’ (4). Ее 
прообраз Z в У устойчив относительно р (4), содержит Т в Ka- 
честве подпространства коразмерности | и таков, что & | =Т, 
откуда р (х) (2) CT для любого x = 9. Согласно тому, что было 
доказано выше, существует прямая, дополняющая Т в. Z, 
устойчивая относительно р (4); эта прямая является дополнением 
к Ив И, что и завершает доказательство. 


( 


ТЕОРЕМА 2 (Г. Вейль). Любое конечномерное линейное пред- 
ставление полупростой алгебры вполне приводимо. 


Это следует из лемм 2 и 3. 


3* 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Алгебра Ли Q называется простой, если един- 
ственными ее идеалами являются $9 и {0} и если, кроме того, 9 
некоммутативна. 


Простая алгебра Ли полупроста. Алгебра {0} не является 
простой. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Для того чтобы алгебра Ли была полупро- 
стой, необходимо и достаточно, чтобы она была произведением 
простых алгебр. 


Условие является достаточным (n° 1, замечание 3). Обратно, 
пусть 4 полупроста. Так как присоединенное представление 9 
полупросто, то 4 является прямой суммой ненулевых минималь- 
ных идеалов a, ..., Am. Поэтому 4 отождествляется с произ- 
ведением алгебр а; ($ 1, n° 1). Любой идеал в A, является тогда 
идеалом и в 4, а поэтому равен нулю или a;. Кроме того, a; 
некоммутативен. Поэтому A; являются простыми алгебрами. 


СЛЕДСТВИЕ 1. Полупростая алгебра Ли является прямым 
произведением своих простых идеалов 4;. Каждый идеал в 9 


является произведением некоторых из этих ц;. ли моим] 


Имеем 4=а X ... Жан, где A, просты. Так как центр a; 


равен нулю, то централизатор а; в $ является произведением A; тк |. 
для ji. Пусть теперь я — идеал в 9. Если он не содержит Ms AQ uch 


то «Па; = {0}, откуда [a, a,]={0} и a содержится в произве- 
дении a, для j Ai. Отсюда, BEM eK что я является произве- 


дением некоторых из A;. Поэтому простые идеалы 4 суть 


Ким 
pet 


Простые идеалы полупростой алгебры Ли называются ee 
простыми компонентами. 


CAEACTBHE 2. Пусть 9 u 9’ — две алгебры Ли, ти г — их 
радикалы и f — гомоморфизм 9 на 9. Тогда v = (r). 


Так как f(t) разрешима, то (рог. С другой стороны, 4/t 
полупроста ($ 5, n° 2, предложение 3), поэтому алгебра g'/f (®), 
изоморфная факторалгебре алгебры g/t, сама полупроста 


(лемма ue gy f(r) г ($ 5, n° 2, предложение 3). = Kyle. 


warf hot h poeTa ern Pets ios MAA 17 ECH 

Замечания. 1) Теорема 2 допускает обращение: если любое 
конечномерное представление алгебры § полупросто, то g полу- 
проста. В самом деле, так как присоединенное представление 
полупросто, то любой идеал в 4 обладает дополнительным 
идеалом, т. е. его можно рассматривать как факторалгебру 
алгебры 4. Если 4 не полупроста, то она обладает ненулевой 
коммутативной факторалгеброй. и, следовательно, одномерной 


ини и мии тии жи 
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факторалгеброй. Однако одномерная алгебра Ли К обладает 
неполупростыми представлениями, например | 


в 
Le НЕ 


2) Пусть à — алгебра Ли над К и с — представление алгебры 9 
в векторном пространстве М. Пусть, с другой стороны, | есть 
К-линейное отображение g в М, такое, что 


Г([х, y]) = 0 (x). | (у) — o (y). F(x) (1) 
для любых X, у из 9. Согласно $ 1, n° 8, пример 2, задание © 
и | равносильно заданию гомоморфизма x += (jf (x), с (х)) алгебры 9 
в af(M). С другой стороны, мы видели (там же), что элемент 
(f(x), с (х)) алгебры af (M) канонически отождествляется с эле- 
ментом о (x) алгебры 41 (М) (где М = МЖК), индуцирующим o (x) 
на М и переводящим элемент (0,1) пространства N в } (x). 
Поэтому о является. представлением цв М№„таким, что р (х) (№) = M 
для любого XE q. | 

В таком случае, если 4 полупроста, существует (лемма 3) 
прямая Z, дополняющая М в N и аннулируемая 0(9). Иначе 
говоря, существует элемент ту = М, такой, что о (X) аннулирует 
(— mo, 1) = N для. любого x HQ, т. е. такой, что 


Г (x) = о (x). то (2) 
для любого хе Ц. | 


* Предположим, что К = В. Пусть @ — связная группа Ли с алгеб- 
рой Ли 9. Рассмотрим аналитический гомоморфизм ф группы G 
в аффинную группу А пространства М, соответствующий `гомомор- 
физму x+— (f(x), o(x)) алгебры 9 в af(M). Предыдущие результаты 
можно переформулировать, сказав, что если 9 полупроста, то @(G) 
обладает неподвижной точкой в М. В самом деле, пусть H — множе- 
ство элементов из GL(N), относительно которых устойчивы линейные 
многообразия в N, параллельные М. Существует ($ 1, n° 8, пример 2) 
канонический изоморфизм 4 группы А на Н. Пусть Z — прямая, до- 
полняющая М в N. Сказать, что 9 (8) аннулирует Z,— это все равно 
что сказать, что (фоф)(@) оставляет неподвижными все точки пря- 
мой Z, т. е. (если вспомнить определение wp) что @(G) оставляет He- 
подвижной проекцию на М точки пересечения Zu МХ {1}. „ 


3. Полупростые и нильпотентные элементы в полупростых 
алгебрах Ли 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть М — векторное пространство конечной 
размерности над К u 9— полупростая подалгебра в (M). 
Тогда 4 содержит полупростые и нильпотентные компоненты 
своих элементов. 


Пусть X, — расширение К. Тогда форма Киллинга алгебры $ к) 
является расширением на x, формы Киллинга g ($ 3, n° 8) 
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и поэтому невырожденна; следовательно, к) полупроста. Доста- 


точно доказать предложение 3 для случая алгебраически замк- 
нутого поля, что мы и будем предполагать далее. 

Для любого подпространства М пространства М пусть 
Gy — подалгебра в gl(M), состоящая из элементов, след ограни- 
чения которых на N равен нулю и относительно которых 
устойчиво N. Так как 4= ©, то < gqy, если N устойчиво 
относительно 4. Пусть теперь 4“ — пересечение нормализатора 
алгебры g в gl(M) и алгебр gy, где N пробегает множество 
подпространств в М, устойчивых относительно 49. Так как 
полупростая (соотв. нильпотентная) компонента $ (соотв. и} 
элемента x @ql(M) является многочленом OT X без свободного 
члена и так как ads (соотв. ad п) является полупростой (соотв. 
нильпотентной) компонентой adx ($ 5, n° 4, лемма 2), то ясно, 
что XÆ= влечет за собой sed" и neq’. Достаточно убе- 
диться, таким образом, в TOM, что { =9. Так как Q — полу- 
простой идеал в 4”, то 9“ =а д (n° 1, следствие 1 предложе- 
ния 1). Пусть а=я, и пусть N — подпространство, минималь- 
ное среди подпространств в М, отличных от нуля и устойчивых 
откосительно 4. Ограничение а на N скалярно вследствие тео- 
ремы Бернсайда, имеет след 0`по построению и, следовательно, 
равно нулю, поскольку характеристика К равна нулю. Так как, 
далее, М — прямая сумма подпространств вида N, то а=0, 
откуда 9 = 4. 

СлЕдствиЕ. Элемент X из Q является полупростым (соотв. 
нильпотентным) эндоморфизмом пространства М тогда и только 
тогда, когда ad, х является полупростым (соотв. нильпотентным) 
эндоморфизмом A. 


Пусть $ (соотв. и) — полупростая (соотв. нильпотентная) 
компонента элемента X= 4. Имеем $ = 9 и пе (предложе- 
ние 3). Тогда а, $ (соотв. ad; п) — полупростая (соотв. нильпо- 
тентная) компонента эндоморфизма ad,x mo лемме 2 из $ 5, 
n° 4. Если х полупрост (соотв. нильпотентен), то таков же 
и ad,x. Если теперь эндоморфизм ad,x полупрост (соотв. ниль- 
потентен), то он равен ad,s (соотв. ад; п), откуда х ==$ (соотв. 
x=), так как присоединенное представление $ точно. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Пусть 9 — полупростая алгебра Ли. Ее эле- 
мент X называется полупростым (соотв. нильпотентным), если 
для любого конечномерного над К 9-модуля М эндоморфизм хм 
полупрост (соотв. нильпотентен). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть 4, 9 — полупростые алгебры Ли, 
{ — гомоморфизм 9 в 9. Если хе Q полупрост (соотв. `нильпо- 
тентен), то u f(x) таков же. Если | сюрьективен, то любой 
полупростой (соотв. нильпотентный) элемент из $ является обра- 
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зом при отображении | некоторого полупростого (соотв. ниль- 
потентного) элемента из ц. 


Если о — представление алгебры 9’, то ро f — представление 4, 
откуда следует первое утверждение. „Если Î сюрьективен, то 
существует гомоморфизм & алгебры 9 в 4}; такой, что fog — 
тождественный гомоморфизм алгебры 4’ (n° 1, следствие 2 пред- 
ложения 1), так что второе утверждение следует из первого. 


ТЕОРЕМА 3. Пусть 4 — полупростая алгебра Ли. 

a) Пусть хе. Если существует точное представление о 
алгебры N, такое, что р (X) — полупростой (соотв. нильпотентный) 
эндоморфизм, то х полупрост (соотв. нильпотентен). 

6) Любой элемент из 9 может быть единственным образом 
записан в виде суммы коммутирующих полупростого и нильпо- 
тентного элементов. 


Пусть выполнены предположения утверждения а). Пусть, 
далее, о — представление ` 4, ВБ — идеал, дополняющий ядро о, 
и а— проекция 4 на В. Тогда ad,x по следствию из предло- 
жения 3 полупрост (соотв. нильпотентен), откуда и adsa(x) 
полупрост {соотв. нильпотентен). Так как с (х) = о (а (х)), 
первое утверждение вытекает из следствия предложения 3. 
Второе утверждение следует тогда из предложения 3, приме- | 
ненного к какому-либо точному представлению. 


4. Редуктивные алгебры Ли 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Алгебра Ли называется редуктивной, если ee 
присоединенное представление полупросто. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть g— алгебра Ли, at—ee радикал. 
Следующие условия эквивалентны: 

а) д редуктивна; 

6) Da полупроста; 

в) 4 является произведением полупростой и коммиутативной 
алгебр; 

г) 4 обладает конечномерным представлением с невырожден- 
ной ассоциированной билинейной формой; 

д) 4 обладает точным конечномерным полупростым предста- 


влением; A 
7 A yr f 

e) HUNBNOTEHTHObLU радикал алгебры Ф равен нулю; a”: À 
X) + является центром N. A \ & 


a)=>6). Если присоединенное представление алгебры 4 полу- 
просто, то 9 является прямой суммой ненулевых минимальных 
идеалов @;, значит 4 изоморфна произведению a;, причем Kaxk- , ¥ 
дая из алгебр a; не содержит других идеалов, кроме {0} и а,, 
т. €. а; либо проста, либо коммутативна размерности |. 


Lot Ио. 


+ +. 1/84 (Peres LE Ge eo ee 
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Следовательно, Dj совпадает с произведением тех @;, которые 
являются простыми, и, таким образом, полупроста. 

6) > в). Если Dg полупроста, то 4 изоморфна произведе- 
нию Da и алгебры Ли № (n° 1, следствие 1 предложения 1); 
h изоморфна 4/24 и, значит, коммутативна. C7N /% Сие CF Oe 

в) => г). Пусть 9, и 9,— две алгебры Ли, о; — конечномер- 
ное представление Q;, В; — билинейная форма на {;, ассоцииро- 
ванная с 0; (1=1, 2). Можно рассматривать Pı и 0› как 
представления алгебры § — gq, X 42; пусть о — их прямая сумма. 
Ясно, что билинейная форма, ассоциированная с 0, является 
прямой суммой В и В, поэтому она невырожденна, если не- 
вырожгезны В; и В›. Теперь для доказательства импликации 
в) > г) достаточно рассмотреть два таких случая: 1) 4 полу- 
проста; тогда присоединенное представление имеет в качестве 
ассоциированной формы форму Киллинга, которая невырожденна; 
2) 4ч=К; тогда тождественное представление 4 в К имеет 
невырожденную ассоциированную билинейную форму. 

г) > д). Пусть о — конечномерное представление алгебры g 
и В — ассоциированная билинейная форма. Согласно предложе- 
нию 4 из § 4, n°3, существует полупростое конечномерное 
представление o алгебры 4, такое, что ядро N этого представ- 
ления ортогонально к Q относительно В. Если В невырожденна, 
то п== {0}, т. е. 0 точно. 

д) => е). Это очевидно. 

е) = ж). Если нильпотентный ‚радикал алгебры 4 равен нулю, 
9% т также равен нулю (§ 5, n° 3, теорема 1); так как [q, {| = 
< Daft, то т — центр алгебры 9. 

ж) > а). Если т — центр 4, то присоединенное представление 
алгебры 4 совпадает с присоединенным представлением ал- 
гебры a/t, являющейся полупростой алгеброй Ли ($ 5; n° 2, пред- 
ложение 3); это представление, таким образом, полупросто 
(теорема 2). 


Замечание. Если алгебра Ли 4 обладает разложением в виде 
произведения A Xb коммутативной алгебры а и полупростой 
алгебры 6, то это разложение единственно. Более точно, re a 
равен произведению центров а и В, т. €. Send а, а Dy = Da X 


х Db = 5. 


СЛЕДСТВИЕ. а) ЕВЕ конечное произведение редуктивных 
алгебр Ли является редуктивной алгеброй. 

6) Если q — редуктивная алгебра Ли с центром с, то любой 
идеал в 49 является ее прямым сомножителем, равным  произ- 
ведению своих пересечений с си Dg, и редуктивной алгеброй Ли. 

в) Факторалгебра редуктивной алгебры Ли редуктивна. 


Утверждение а) следует, например, из условия B) предло- 
жения 5. 
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Предположим, что 4 редуктивна. Пусть а — идеал в 49. Так 
как присоединенное представление алгебры 4 полупросто, то A 
обладает дополнительным идеалом В и 49 равна а Х В. Для любого 
x € 4 пусть о (x) — ограничение ad, х_ на я. Тогда р — полупростое 
представление 4, обращающееся в нуль на D и индуцирующее 
при факторизации присоединенное представление a. Таким обра- 
30M, идеал а редуктивен. Аналогично алгебры 4/а и b, изоморфные 
друг другу, редуктивны. Наконец, пусть D, D’ — центры a и 6; 
имеем Id DD IE DEK, ХЕ DXDED, 
откуда a —(afc) +(an 23). | 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть ч— алгебра Ли, T—ee радикал, 
а $ — ее нильпотентный радикал. 

а) 8 =1[8, t] = 94 Пт. 

6) $ есть пересечение ортогональных дополнений к A относи- 
тельно билинейных форм, ассоциированных с конечномерными 
представлениями алгебры ц. 


Ясно, что [g, 1| < Пт. По теореме 1 из $ 5, n° 3, имеем 
ЗЧ Пт=8. Пусть 9’ = 8/3, t] и / — канонический гомоморфизм A 
на 4’; тогда f(t) равен радикалу 1 алгебры 9° (следствие 3 
предложения-2, n° 2), откуда [9’, t’] = {0} и, значит, 1’ — центр $. 
Следовательно (предложение 5), 4’ обладает точным конечно- 
мерным полупростым представлением, откуда 8€ [4, 1]. Утвер- 
ждение а) доказано. 

Пусть t— пересечение ортогональных дополнений к $ отно-. 
сительно билинейных форм, ассоциированных с конечномерными 
представлениями 4. Имеем dt ($ 4, n°3, предложение 4г)). 
С другой стороны, 9/8 обладает точным конечномерным полу- 
простым представлением, а потому (предложение 5) и конечно- 
мерным представлением о, ассоциированная билинейная форма 
которого невырожденна; рассматриваемое как представление 
алгебры 4 о обладает невырожденной ассоциированной билиней-. 
ной формой В на 9, причем ортогональное дополнение к $ OTHO- 
сительно В равно 8, откуда tc 8. Поэтому += 8. | 

Даже в случае 8 =^ {0} могут существовать инвариантные симметри- 


Z ческие билинейные формы, невырожденные на $ (упражнение 18 B)). 
Такие формы, конечно, не ассоциированы чи с каким представлением 9. ~ 


СЛЕДСТВИЕ. Пусть 9, 9’ — алгебры Ли, 8 (соотв. 8) — нилб- 
потентный радикал à (соотв. 9%’) и {— гомоморфизм $ на 9. 


а) 8’ =f (8). 

6) 4’ редуктивна тогда и только тогда, когда ядро | содержит 8. 

В самом деле, если т, ©’ — радикалы $, 9’, то 8’ —[g", г] = 
—|f (9), Fol=Ff(ls ) =F (8). Утверждение 6) является He- 
 посредственным следствием а). 
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5. Применение: один критерий полупростоты представлений 


ТЕОРЕМА 4. Пусть 9 — алгебра Ли, + — ее радикал, о — конечно- 
мерное представление 9, 9’ = (4) и 1 =0(1). Тогда следующие 
условия эквивалентны: 

а) р полупросто; 

6) 4’ редуктивна и ее центр состоит U3 полупростых эндо- 
морфизмов; 

в) 1” состоит из полупростых эндоморфизмов; 

г) ограничение о на T полупросто. 


а) = 6). Если о полупросто, To 9 редуктивна (предложе- 
ние 5); ассоциативная алгебра, порожденная [и 9’, полупроста 
(Алг., гл. VIII, $ 5, n° 1, предложение 3), поэтому и ее центр 
полупрост (там же, $ 5, n° 9, предложение 12), значит элементы 
центра полупросты (там же, $ 9, n° 1, предложение 2). 

6) => в). Если 4’ редуктивна, то ее центр равен ее ради- 
калу, т. €. г, откуда и следует импликация 6) > в). 

в) => г). Предположим, что 1’ состоит из полупростых эндо- 
морфизмов. Так как [4’, t’] состоит из нильпотентных эндомор- 
физмов (n° 4, предложение 6), то [q”, 1] — {0}. Теперь импликация 
в) => г) следует из Алг., гл. VIII, § 9, n° 2, теорема 1. 

г) => а). Пусть $ — нильпотентный радикал $ и о’ — ограниче- 
ние р на т. Элементы из р ($) нильпотентны, следовательно, $ содер- 
жится в наибольшем идеале нильпотентности представления 0’. 
Так как 9’ полупросто, To о’ (8) = {0} и a’ редуктивна (следствие 
предложения 6), так что 4’ =a’ Xv’, где я’ полупроста (предло- 
жение 5). Пусть А” (соотв. R’) — ассоциативная алгебра, поро- 
жденная | и a’ (соотв. т’). Она полупроста (Алг., гл. VIII, $ 5, 
n° 1, предложение 3), откуда А’®„ Е’ полупроста (там же, 
$ 7, n°6, следствие A теоремы 3). Поэтому ассоциативная 
алгебра, порожденная | и 4’ и являющаяся факторалгеброй 
алгебры A’ @ к К”, полупроста, что и доказывает полупростоту 
представления о. 


СЛЕДСТВИЕ 1. Пусть q — алгебра. Ли, а о и о’ — ee полупро- 
стые представления конечной размерности. Г ee тензорное про- 
изведение представлений р и р’ полупросто. 


Пусть т — радикал 4. Для x Er элементы p (x) ио (x) полу- 
просты (теорема 4), откуда p(x) ®1-1®р’ (х) полупрост 
(Алг., гл. VIII, $ 9, следствие теоремы 1), вследствие чего 
тензорное произведение о и 0’ полупросто (теорема 4). 


СлЕдствиЕ 2. Пусть Q — алгебра Ли, о — полупростое пред- 
ставление 4 в конечномерном векторном пространстве И, T 
и 5 — тензорная и симметрическая алгебры пространства У, Or 
U о‹ — канонически связанные с р представления 9 в T us. 
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Тогда от и Og полупросты u, более точно, равны прямым CYM- 
мам конечномерных неприводимых представлений. 


Пусть Г” — однородная компонента Т, состоящая из тензоров 
степени N. Это подпространство устойчиво ‘относительно Or 
и представление, определенное Or в Г", полупросто (следствие 1). 
Отсюда и следует утверждение о ог и, значит, о Os, являю- 
щемся факторпредставлением представления от. 


СЛЕДСТВИЕ 3. Пусть ч— алгебра Ли, а op u о’ — два полу- 
простых конечномерных представления À в пространствах М 
и М’. Тогда представление 9 в Er (М, М’), канонически инду- 
цируемое представлениями р и р’, полупросто. 


В самом деле, 9-модуль к (М, М’), канонически отожде- 
ствляется с 4-модулем М"®к ММ’ ($ 3, n°3, предложение 4), 
так что следствие 3 вытекает из следствия 1. 


` СЛЕДСТВИЕ 4. Пусть 9 — алгебра Ли, à — идеал в дир — полу- 
простое представление N. 

а) Ограничение po” представления р на я полупросто. 

6) Если р просто, то 0’ является суммой попарно изоморд- 
ных простых представлений. 


Факторизуя по ядру представления 0, можно предполагать, 
что р точно. Тогда 4 редуктивна. Пусть g==0, Ж go, где 9 — 
центр ди M полупроста. Имеем а=а, Ж M, где а < M, WC Mp 
ия — центр A. Элементы из P (41) и, в частности, элементы из 
о (a) полупросты. (теорема 4), т. е. представление о’ полупросто 
(теорема 4). Утверждение а) доказано. Утверждение 6) сле- 
дует из a), если воспользоваться $ 3, n° 1, следствие предло- 
жения 1. 


6. Редуктивные подалгебры алгебры Ли 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Пусть g— алгебра Ли, № — подалгебра Ли 
в a. Говорят, что № редуктивна в 49, если представление х--> ad, X 
алгебры № полупросто. 


Подпредставлением этого представления является присоеди- 
ненное представление 5. Следовательно, если D редуктивна в 4, 
To В редуктивна. С другой стороны, D редуктивна сама в себе 
тогда и только тогда, когда она просто редуктивна. 


IlPENNOXEHHE 7. Пусть 9 — алгебра Ли, b — ее редуктивная 
подалгебра, о — представление 4 в векторном пространстве У 
и У — сумма конечномерных подпространств в У, являющихся 
простыми \-модулями. Тогда № устойчиво относительно р (9). 


Пусть И. — конечномерный простой )9-подмодуль в V. 
Покажем, что для любого хе выполняется p(x) (Wy) №, 
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Обозначим через М векторное пространство 4, рассматриваемое 
как D модуль, задаваемый представлением X+-—> ady x подалгебры В 
в 9. Тогда М ®к Wo — полупростой }В-модуль (следствие | Teo- 
ремы 4). Пусть 0 есть К-линейное отображение М ®к Wo в И, 
определенное правилом 0(х ® ш) =о (х) ®. Это гомоморфизм 
b-Monyaeñ, ибо если уеЬ, то 


9 ([и, x] © w + х® p (y) ®) = р ([ч, x]) w + p (x) p (y) w = 
= 0 (y) p (x) w — p (y) 0 (x ® w). 


Поэтому 6 (M @ x И.) — конечномерный полупростой b-Moxyy8. 
Значит, 0(М®к Wo) CW, T.e.p(x}(Wi = W для любого хе 4. 


СЛЕДСТВИЕ 1. Пусть g— алгебра Ли, № — редуктивная под- 
алгебра 8 9 и р — конечномерног полупростое представление 9. 
Тогда ограничение о на D полупросто. 


В самом деле, достаточно изучить случай простого о. При- 
мем обозначения V, W предложения 4. Пусть W, — подпро- 
странство в У, минимальное среди ненулевых подпространств, 
устойчивых относительно р (5). Имеем W, <, откуда == {0} 
и, следовательно, W=V. | 


СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть Q — алгебра Ли, 5 — редуктивная подал- 
гебра в g u { — редуктивная подалгебра 8 b. Тогда Î — редуктив- 
ная nodaneeöpa в 9. 


В самом деле, представление x+>ad,x алгебры В в 4 полу- 
просто, следовательно, его ограничение на #Ё полупросто 
(следствие 1). 


7. Примеры полупростых алгебр Ли 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Шусть У — конечномерное векторное про- 
странство.. Тогда алгебра Ли al(V) редуктиена, ее центр равен 
множеству гомотетий пространства У, а производная алгебра 
равна 8l(V), причем эта последняя алгебра полупроста. 


_ Тождественное представление алгебры gl(V) неприводимо, 
поэтому она редуктивна и, значит, равна прямой сумме своего 
центра и своей производной алгебры. Центр с является мно- 
жеством гомотетий (Алг., гл. II, $ 2, n°5, следствие | пред- 
ложения 5). Ясно, что D(al(V)) = 8 (У). Так как 8 (У) Пс = {0}, 
то D(al(V))=8I(V). Поэтому 8l(V) полупроста. 


Пример. Отождествим 8((К?) с алгеброй матриц порядка 2 
со следом нуль. Положим 
(0 1) 
0 —1/° 


x=(5 0): (1 о) 
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Тогда X, У, Н образуют базис 8(K?), причем 
IH, X]=2X, [Н, У] =—2У, [X, Y] =Н. 


Так как алгебра размерности | или 2 является полупростой 
(n° 1, замечание 1), то 8l(K?) проста. Фактически 8l(V) проста, 
лишь только dimV 22, как мы увидим позднее (см. также 
упражнения 21 и 24). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Пусть У есть п-мерное векторное простран- 
ство над К, В — симметрическая (соотв. знакопеременная) He- 
вырожденная билинейная форма на У. Пусть 9— алгебра Ли, 
состоящая из хе (У), таких, что В(хт, m’) +В(т; хт’) =0 
для любых m, т’ из У. Тогда $ редуктивна; она полупроста, 
за исключением случая, когда B — симметрическая форма и п=2. 


Для любого uegl(V) обозначим через м” элемент, сопря- 
женный к нему относительно В; имеем Tr (и) = Тг (и^), согласно 
предложению 7 из Алг., гл. IX, $ 1, n°8. Условие В (ит, т’) 
+ В(т, ит’) =0 для любых m, т’ из V означает, что и + и" =0. 
В частности, если ve 9((У), то (vu—v) =v — и, T.e.u—v д. 
Пусть теперь и — элемент из $4, ортогональный к 4 относительно 
билинейной формы @, ассоциированной с тождественным пред- 
ставлением 4. Для любого ое (У) имеем Truw— о’) =0, 
откуда 


Tr (uv) = Tr (uv*) = Tr (uv) = Tr (vu*) = — Tr (vu) = — Tr (uv), 


поэтому Tr(uv)=0. Отсюда следует, что и==0, так что @ He- 
вырожденна. Поэтому 4 редуктивна (предложение 5). Осталось 
показать, что Центр 4 равен нулю (за исключением случая, 
когда В симметрическая и п=2). Расширяя поле скаляров, 
можно предполагать, что К алгебраически замкнуто. 

а) Если В— симметрическая форма, то ее можно отожде- 
ствить с билинейной формой на К” с матрицей I, в канони- 
ческом базисе (Ane., ra. IX, $ 6, следствие 1 теоремы 1). 
В этом случае g отождествляется с алгеброй Ли кососим- 
метрических матриц ($ 3, n° 4, пример 1). Пусть U=(u;;) © $, 
и предположим, что U коммутирует с матрицей (v;;)) = Q, в ко- 
торой все элементы нулевые, за исключением о, и Vjis (io Æ Jo), 
равных соответственно | и —1. Находим u, ; = uj,j = Uii, = И: =0 
mad i Ft, jo HiFi, Jo. Если ñn > 2, то для любых не равных 
индексов ig H jf существуют различные индексы i и jo, такие, 
что 156, fo FJ, jo Ain; отсюда и, =0. Это доказывает, 
что произвольный элемент центра алгебры 4 равен нулю. 

6) Если В — знакопеременная форма и п=2т, то можно 
отождествить В с билинейной формой на К?" с матрицей 
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О. 
| в каноническом базисе (Алг., гл. IX, $ 5, cnen- 
ORT, I 0 ’ ) ? 

m 
ствие | теоремы 1). В этом случае 4 отождествляется с алге- 


А В 
брой Ли матриц вида use 5 me D=—'A,Buc 


симметрические (А, В, C,D из M„(K)) ($ 3, n°4, пример 1). 
x © 

Допустим вначале, что Ц коммутирует с матрицей ee 

где X = M,,(K). Выполняются равенства AX = XA, СХ = —"ХС, 


ХВ =— В. "Х; так как эти равенства должны выполняться для 


любого X, то выводим отсюда, что А — скалярная матрица Àl,. 
DT 
Пусть теперь Ч коммутирует с матрицей бе er где У—сим- 


метрическая матрица из М„(К). Имеем AY = УС = СУ = 0. Это 
доказывает, прежде всего, что À =0. Кроме того, для любого 
t 
ХеЕМ,(К) матрица X-+°X симметрическая, откуда должно 
получиться ХС == —'ХС. Вместе с равенством СХ = — "ХС, 
полученным выше, это показывает, что С коммутирует с лю- 
‘бым элементом из M,,(K), вследствие чего С — скалярная ма- 
трица, а значит, нулевая, так как УС =0. Показано, таким 


образом, что В =0. 


Когда В — симметрическая форма и п ==2, алгебра 9 имеет раз- 
мерность | и, значит, коммутативна. Для других случаев см. упраж- 
нения 25 и 26. 


8. Теорема Леви — Мальцева 


Пусть Е — полное нормированное пространство над К и 
и — его непрерывный эндоморфизм. Мы видели (Теор. функц. 
п 


u u 
действ. перем., гл. IV, $ 2, n°6), что последовательность = 


суммируема в Z(E), и положили 
со 
nu À À 
п! 


Пусть теперь Е — векторное пространство над полем К и 
oo 


L 2 u" 

и — нильпотентный эндоморфизм Е. Ряд DT имеет лишь ко- 
n=0 

нечное число ненулевых членов, что позволяет положить 


co 


п 
"= ехри= + 
at 


n=0 


3 $ 6. ПОЛУПРОСТЫЕ АЛГЕБРЫ ЛИ 79 


Это определение согласуется с предыдущим, если K=R и 
Е — полное нормированное пространство. Если у — другой ниль- 
потентный эндоморфизм Е, перестановочный с и, то 


e“e? = = FT ыы о. ПОР __ 
n! p! n!p! 


n=0 р==0 п, p=0 
м = 
nr 2 (De) т ого’. (3) 
q=0 n+p=q 
В частности, ейе-й = e—teut = е = ], откуда e* — всегда автомор- 


физм E. | 
Если, кроме того, Е — алгебра (не обязательно ассоциатив- 


ная) И и — дифференцирование (нильпотентное) алгебры E, то 
e” — автоморфизм алгебры Е. В самом деле, если X, y & E, TO 


и? (ху) = D (Ри ие (у) 


r+s=p 


для любого целого p > >0 (формула Лейбница). Из нее следует, 
что 


“(= Yoru’ ew) "À er 


pores: p>0 r+s=p 
ut (x) u(y) 
= > mr Г ее. 
7; $=0 


что и требовалось доказать. 


Пусть теперь 4 — алгебра Ли. Если x принадлежит нильпо- 
тентному радикалу 9, то дифференцирование ad,x алгебры $ 
нильпотентно. Поэтому можно ввести следующее 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Специальным автоморфизмом алгебры 9 на- 
зывается автоморфизм вида e?i*, где x принадлежит нильпотент- 
ному радикалу алгебры 9. 


Ясно, что любой идеал в 4 устойчив относительно специаль- 
ного автоморфизма. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7. Пусть Q — алгебра Ли, т — ее радикал. Под- 
алгеброй Леви алгебры 4 называется любая подалгебра в 9, 
дополняющая в ней радикал т. 


Подалгебра Леви изоморфна q/Y, вследствие чего полупроста. 
Так как любая полупростая подалгебра пересекается с ради- 
калом по {0}, то если В полупроста и g=t+b, то b — под- 
алгебра Леви; значит, образ подалгебры Леви при сюръектив- 
ном гомоморфизме является подалгеброй Леви. 
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ТЕОРЕМА 5 (Леви — Мальцев). Любая алгебра Ли 3 обладает 
подалгеброй Леви 8. Любая подалгебра Леви алгебры à пере- 
водится в 3 специальным автоморфизмом этой алгебры. 


Пусть t — радикал алгебры 9. Рассмотрим сначала два част- 
ных случая. : 

а) [9, t] = {0}. 

Согласно предложению 5, 4 является тогда произведением 
своего центра т и подалгебры Dg, являющейся полупростой. 
Поэтому Da — подалгебра Леви. Более того, если 8’ — полу- 
простая подалгебра, то $’ = Ds’ (теорема 1), поэтому 8’ & Da, 
т. е. 94 — единственная подалгебра Леви алгебры 4. 

6) [g, t] # {0} и имеется лишь два идеала 4, содержащихся 
Bt: ти {0}. 

Тогда [g, {| =, [t, t] ={0} и центр $ равен нулю. Пусть M 
(соотв. N) — подпространство в < (4), состоящее из линейных 
отображений 4 в т, ограничение которых на т является гомо- 
тетией (соотв. нулевым отображением); N имеет коразмер- 
ность | в М. Если те М, то через A(m) обозначим коэффи- 
циент гомотетии, индуцируемой т вт. Пусть о — представле- 
ние 4 в L(g), канонически индуцируемое присоединенным 
представлением; напомним, что о(х).и == [а4, х, u] для любого 
Eg и це L(g). 

(9) Ясно, что o(x)MCN для любого хе. Более To- 
го, если хех, yeq, ue M, To 


(0 (x).u)(y) uW- u (Lx, -—.Wls y, @) 
так как [t, 1] = {0}; (4) можно переписать в виде 
с (х). и = — ad (à (и). x). | (5) 


WE веба выд 


Так как центр 4 равен нулю, то отображение х->а4,х опре- 
деляет биекцию ф радикала t на подпространство P простран- 
ства 9 (4). Это подпространство устойчиво относительно o (4) 
и содержится в N, так как T— коммутативный идеал, а (5) 
показывает, что o (х) (М) CP для любого x Er. Представление $ 
в M/P=V, индуцируемое представлением о, является, таким 
_ образом, нулевым на + и определяет представление с’ полу- 
простой алгебры g/t BV. Для любого уе=94/ пространство 
о’ (и) (У) содержится в N/P, имеющем коразмерность | в И. 
Следовательно (n°2, лемма 3), существует элемент WEM, 
такой, что A (шо) = —1 ис (x). шеР для любого хе 4. Отобра- 
жение хн->ф "(в (х). ш) является линейным отображением | 
в т. Согласно (5), его ограничение на T является тождествен- 
ным отображением т. Поэтому его ядро есть подпространство $, 
дополняющее т в 9. Так как 8 — это множество х <= 4, таких, 
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что о (х). ш==0, то 8 — подалгебра в 9 и, следовательно, подал- 
гебра Леви алгебры 4. 

Пусть 8° — вторая подалгебра Леви. Для любого x & 8’ пусть 
h(x) — единственный элемент из T, такой, что x + h(x) Е. Так 
как 8 — подалгебра вди ? — коммутативный идеал, то для любых 
х, у из 8’ имеем 


[x +h(x), У А (у)] =[х, vl [х, ВУ [1 (х), ] Е, 


откуда 
h(Ix, y))=(adx).h(y)— (ad y). A(x). 


По замечанию 2 из n° 2 существует элемент A =, такой, что 
й (х) = —[x, a] для любого хе’. Тогда 


xth(x)=x+ la, х] =(1 ада).х. - (6) 


Так как идеал + коммутативный, то (ада)? =0, т. е. 
|1 Гада == е29а, Поскольку t =[g, t], автоморфизм ed € является 
специальным. Согласно (6), этот автоморфизм переводит 8’ в 8. 

в) Общий случай. 

Будем вести доказательство индукцией по размерности ради- 
кала п. В случае n=O доказывать нечего и потому предпола- 
гаем, что теорема верна для алгебр Ли, размерность радикала 
которых < 4!пт. Согласно а), можно также рассматривать 
лишь случай [a, {| = {0}. Так как алгебра [g, t] нильпотентна 
(n° 4, предложение 6), ее центр с отличен от {0}. Пусть м — 
минимальный ненулевой идеал в 94, содержащийся в ©. Если 
m=t, то мы пришли к случаю 6). Пусть тогда Шт, и пусть 
{ — каноническое отображение G на g = g/m. Радикал 4 есть 
1’ —=r/m. По предположению индукции 4’ обладает подалгеброй 


Леви В’. В этом случае b=f '(6’) является подалгеброй в 4, 
содержащей Mm и такой, что b/m=h” полупроста и, следо- 
вательно, ШМ— ее радикал. По’ предположению индукции 
Dis м-в, где 8 — полупростая алгебра. Теперь равенство 4’ = 
—1’-- 1” влечет за собой g=r+h=r+m+3=r-+8, вслед- 
ствие чего $ — подалгебра Леви в 4. 

Пусть 8° — вторая подалгебра Леви в 9. Тогда f (8) и j (8) — 
две подалгебры Леви в 4’ и по предположению индукции суще- 
ствует элемент а’ = [q’, t’], такой, что erde (} (8’)) =] (8). Если 
a=[g, t] таково, что f (а) =а’, то отсюда следует, что 


$, = еа4а ($^) < ш- 8 =. 


Итак, 8; и 8 — две подалгебры Леви в В, и существует по пред- 
положению индукции bem, такой, что еа92 (8) =8$. Поэтому 
$ = е29 8. оа4а ($7). Наконец, так как Mt лежит в центре [5, t|, 
To e440, eada — ead (+a) и р - а [9, t], что и требовалось дока- 
зать. | : 
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СЛЕДСТВИЕ 1. Пусть 8 — подалгебра Леви в g и b — noaynpo- 
стая подалгебра в A. 

а) Существует специальный автоморфизм 49, переводящий b 
в некоторую подалгебру в 8. 

6) В содержится в nodaneeöpe Леви алгебры à. 

Пусть г — радикал 9 и a=h+r— подалгебра в 49. Тогда 
а/с полупроста и т разрешима, т. €. + — радикал я и b— под- 
алгебра Леви в я. С другой стороны, 4 {18 =’ — подалгебра, 
дополняющая 1 BA, т. €. являющаяся подалгеброй Леви в a. 
В этом случае существует (теорема 5) элемент a & [а, 1], такой, 


что e%% переводит В в bh’. Имеем aelg, 1]; е*“ переводит В 
в некоторую подалгебру алгебры 8 и e””"s* ($) — подалгебра 
Леви в 4, содержащая b. 


СЛЕДСТВИЕ 2. Для того чтобы подалгебра № алгебры 9 была 
подалгеброй Леви этой алгебры, необходимо и достаточно, 
чтобы b была максимальной полупростой подалгеброй в ц. 


Это немедленно вытекает из следствия |. 


СЛЕДСТВИЕ 3. Пусть QG — алгебра Ли, т — идеал в 9, такой, 
что g/m полупроста. Тогда à обладает подалгеброй, дополняю- 
щей m в 9. Иначе говоря, любое расширение полупростой aa- 
гебры несущественно. | 


Пусть 8 — подалгебра Леви алгебры 4 (теорема 5). Ее кано- 
нический образ в G/M, являющийся подалгеброй Леви, равен 
a/m, и, значит, q — - м. Тогда идеал алгебры 8, дополняющий в $8 
идеал Ш[]$, является подалгеброй в 4, дополняющей MB 4. 


CJIEACTBHE 4. Пусть 4 — алгебра Ли, т — ее радикал, 8 — под- 
алгебра Леви в 9 и щ-- идеал в 9. Тогда M является прямой 
суммой mflr, радикала идеала m, и M8, его подалгебры Леви. 


Известно, что Ш[]т— радикал m ($ 5, n°5, следствие 3 
предложения 5). Пусть № — подалгебра Леви в Ши 8’ — подал- 
гебра Леви в 4, содержащая b (следствие 1). Алгебра ш[ $’ — 
идеал в 8’, следовательно, она полупроста и содержит D, отсюда 
ШП $’ равна §. Поэтому m — прямая сумма mflr u mf)$’. Суще- 
ствует специальный автоморфизм, переводящий 8’ в 8; этот 
автоморфизм сохраняет т и M; поэтому Ш равен прямой сумме 
Пти MAS и ш[ 8 — подалгебра Леви в Mm. 


9. Теорема об инвариантах 


Пусть 4 — алгебра Ли, ро — представление 4 в векторном 
пространстве М. Для класса 6 неприводимых представлений g 
пусть М — изотипная компонента типа 6 пространства M. 
Подпространство Мо-инвариантных элементов из M есть не что 
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иное, как Ма, где 6) обозначает класс нулевого представления 4 
в пространстве размерности 1. 


Лемма 4. Пусть о, о, т— представления алгебры 49 в век- 
торных пространствах М, М, Р. Предположим, что задано 
К-билинейное отображение (m, п)->т.п множества МХМ 
вР, такое, что (6 (х) т). п - т. (с (x) п) =т (х) (т.п) для любых 

те М, пе М, хеЕЧ. 

а) Если my = Mo, ТО отображение п-> My.N является гомо- 
морфизмом 4-модулей. | 

6) Если ne Му To mM.ne Ps, 

в) Если М — алгебра (не обязательно ассоциативная), p (x) — 
дифференцирование М, то Му- подалеебра в М и каждая 
компонента M, является левым и правым Мо-модулем. 


Для любых то Му, пе М и хе ЗЧ имеем 
т (х) (119. 1) = mM. (в (x) п), 


откуда следует а). Утверждение 6) следует из а) (Aue., гл. VIII, 
$ 3, n° 4, предложение 10). Если же N=P=M, o=t=p, то 
утверждение в) является частным случаем утверждения 6). 


Лемма 5. Предположим, кроме того, что в и т полупросты, 
т.е. М (соотв. Р) — прямая сумма N, (соотв. Ps). Для любого 
ne N (соотв. pe P) пусть п” (соотв. р”) — его компонента в Му’ 
(соотв. Po). Пусть ТоеЕ Мо. Тогда для любого пе М имеем 


(m,.n) =my.n”. 
По линейности достаточно рассмотреть случай ne Nz. Если 


5~ à, то и’ =0 um.nEP, (лемма 4), откуда (п.п) =0 == 
== И.И”. Если д = 0, то и” =n un m.neP, (лемма 4), поэтому 


(то. п) =m.n=my.n®. 


ТЕОРЕМА 6. Пусть 4 — алгебра Ли, У — полупростой $-модуль 
конечной размерности над К, $ — симметрическая алгебра про- 
странства У u x, — дифференцирование $, продолжающее ху (так 
что х-> X$ — представление $ в 5). 

а) Алгебра $, инвариантов в $ является конечно порожденной. 

6) Для каждого класса д конечномерных неприводимых пред- 
ставлений пусть Sg — изотипная компонента S типа à. Тогда Sz 
является So-modynem конечного типа. 


Пусть SC $ — идеал в $, состоящий из элементов алгебры $ 


без свободного члена. Пусть J — идеал в $, порожденный Sof $, 
и (S|, So, ..., Sp) — конечная система образующих идеала I 
(Комм. алг., гл. III, $ 1). Можно предполагать, что $; принад- 


лежат SofS и однородны (в самом деле, х; сохраняют степень, 


FN 


= 
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поэтому каждая компонента $, — градуированный подмодуль). 
Пусть $, — подалгебра в $, порожденная | и s;. Имеем $, < So. 
Покажем, что 5 = So. Для этого покажем, что любой одно- 
родный элемент $ из So лежит в $, причем доказательство 
будем вести индукцией по степени п элемента $. Если n=O, 
то наше утверждение очевидно. Предположим, далее, что п > 0 
и что наше утверждение доказано, когда степень $ меньше п. 
р 


f 


Так как sel, то s= », S,S;, Где $, — элементы из $, которые 
i=1 


можно предполагать однородными, причем deg (s;) = deg ($) — 
— deg (s;) < п. Применима лемма 5, ибо 9-модуль $ полупрост 
(n° 5, следствие 2 теоремы 4); в обозначениях этой леммы 
имеем 


р р 
Ss 2 (5:9, = 2. ss. 


Элементы S;? суть однородные элементы из So, степень которых 


<n (так как каждая компонента $, — это градуированный 
модуль). По предположению индукции они лежат в S;. Отсюда 
seS,, что и доказывает утверждение а). 

Рассмотрим теперь конечномерное неприводимое предста- 
вление 9 класса 6 в пространстве М. Пусть L=&, (М, 5). 
Для любого s=S и любого [EL пусть sf — элемент L, опре- 
деленный формулой ($1) (т) =з.[(т) (m= M); таким образом, 
на L введена структура $-модуля конечного типа, ибо М ко- 
нечномерно над К; вследствие этого [Г — нётеров $-модуль, 
так как кольцо S нётерово. Кроме того, L канонически наде- 
лено структурой 94-модуля. Для любого целого n=O пусть 
5” — множество однородных элементов степени п алгебры 5; 
тогда 4-модуль “к (М, 5") полупрост (n°5, следствие 3 Teo- 
ремы 4) и, значит, полупрост 4-модуль L. e другой стороны, 
для $=5, fEL, хеЦИ те М имеем: 


(xz (sf)) (т) = хх (sf) (m)) — (sf) (хмт) = 
—х5 (5.7 (m)) —$.[(хмт) = 
= (х55) . (f (т)) = 5. (Xsf (m)) — $.[(хит) = 
= ((х55) f) (т) + ($ (xzf)) (m), 


т. €. хг ($1) = (хс$) [- $ (хг/). Теперь мы сможем применить 
лемму D., | 

Подмножество Lo инвариантных элементов из L есть не что 
иное, как множество гомоморфизмов 4-модуля М в 9-модуль S. 
Поэтому если обозначить через ф канонический гомоморфизм 
М ®кГ на S, то P(M@xLo) = 55. Так как, очевидно, ф — гомо- 
морфизм 5-модулей, то достаточно показать, что Lo есть 
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So-MOAyJIb конечного типа. Пусть через J обозначен 5$-подмо- 
дуль в L, порожденный Lo. Так как L — нётеров $-модуль, TO 


существует конечная последовательность ([\,..., [о) элементов 
из Lo, порождающих 5$-модуль J. Пусть L, есть 9,-модуль, 
порожденный [j, Bigs iz. Имеем L,CLo. Кроме того, если 


ТЕ [и To [=> |: при SES для любого i. Поэтому, 


i=l 
используя лемму 5 вместе с обозначениями, принятыми там, 


получим 
"=(% =) = Lsti,ez. 


Отсюда Lo=L,, так что Lo является Sç-Moxyrem конечного 
типа. 


10. Замена поля скаляров 


Пусть К, — коммутативное расширение поля К. Для Toro 
чтобы алгебра Ли 4 над К была полупростой, необходимо и 
достаточно, чтобы hx) была полупростой; в самом деле, форма 
_Киллинга В алгебры 4%, получается из формы Киллинга В 
алгебры $ расширением поля скаляров К до K,; поэтому В, 
невырожденна тогда и только тогда, когда В невырожденна 
(Алг., гл. IX, n° 4, следствие предложения 3). 

Если %к) проста, то 9 полупроста по предыдущему, и, кроме 
того, она не может быть произведением двух ненулевых идеалов, 
т. €. проста. Напротив, если $— простая алгебра, то (x, 
(являющаяся полупростой алгеброй) может не быть простой 
(упражнения 17 и 256)). 

Пусть g— алгебра Ли, t—ee радикал. Тогда Ur) — pa- 
дикал gg, (§ 5, n°6). Следовательно, если $ — нильпотентный 
радикал $, то нильпотентный радикал x, равен [4x tx) |= 
==, They = 8K, Отсюда следует, что 4 редуктивна тогда и. 
только тогда, когда x, редуктивна. | 

Пусть g— алгебра Ли, а № — подалгебра. Напомним, uro: 
представление алгебры D полупросто тогда и только тогда, 
когда представление алгебры dry которое получается расши- 
рением до К, поля скаляров, полупросто. Поэтому h редуктивна 
B 4/тогда и только тогда, когда Dr) редуктивна в x): 

Пусть теперь Ко — подполе в К, такое, что степень [К : Ko] 
конечна. Пусть 4 — алгебра Ли и 4 — (конечномерная) алгебра 
Ли, получающаяся из 4 сужением кольца скаляров К до Ко. 
Любой коммутативный идеал в 4 является коммутативным 
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идеалом в (do; обратно, если а — коммутативный идеал в Go, TO 
наименьшее подпространство в 9 над К, содержащее M, является 
коммутативным идеалом в 4$; поэтому 4 полупроста тогда и 
только тогда, когда % полупроста. Если % проста, то ясно, 
что 4 проста. Обратно, предположим, что 4 проста, и покажем, 
что Qo проста. Пусть Ad, — простая компонента %. Для любого 
ЛЕК” Ady — идеал в do и [%, Ato] =A[M, Ay] = Ady 52 {0}, вслед- 
ствие чего А > и поэтому Аи ==, так как dim, (мо) = 
= dimx,(%). Между тем векторное подпространство в 4, поро- 
жденное Ay, является ненулевым идеалом в 9, а значит, совпа- 
дает со всем 4. Отсюда =), что и требовалось доказать. 


$ 7. Теорема Адо 


Напомним, что К обозначает поле характеристики 0 и что 
все алгебры Ли предполагаются конечномерными над К. 


1. Коэффициенты представления 


Пусть U — ассоциативная алгебра с единицей над К, U*— 
сопряженное к Ü векторное пространство и р — представление U 
в векторном пространстве Е. Если ее Е u e EE”, то пусть 
9 (е, г’) Е И" — коэффициент, соответствующий о (Алг., гл. VIII, 
$ 13, n°3). Напомним, что 0(е, е’) (х) = (о (х)е, e’) и что для 
фиксированного е’ отображение e+ > 0 (е, е’) является гомомор- 
физмом И-модуля Е в И-модуль И" корегулярного предста- 
вления алгебры U (там же, предложение 1); значит, векторное 
подпространство в U”, порожденное коэффициентами P (мы 
будем обозначать его в этом параграфе через С (p)), является 
{-подмодулем в U*. Если (е;), <, — семейство элементов, поро- 


ждающих E* над К, то OH et (8 (е, e;)) является 


инъективным ОИ-гомоморфизмом Е в С(0)’. В самом деле, 
если 0(е, e;)—=0 для любого i, то (e, е;) = (о (I) e, ef = 
==0(е, e;)(1)=0 для любого i, откуда е =0. 

В частности, если U — универсальная обертывающая алгебра 
алгебры Ли 4 и если р — представление $ (отождествляемое с 
представлением U) в векторном пространстве E размерности п, 
то $-модуль Е изоморфен $-подмодулю в (С DE 


2. Теорема о продолжении 


Пусть алгебра Ли 4 — D 4 равна прямой сумме идеала 4’ 
и подалгебры b, U — универсальная обертывающая алгебра для 
ди U’CU — универсальная обертывающая алгебра для q’. Cy- 
ществует, и притом только одна, структура 9-модуля на U”, 
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такая, что: a) для любых xeg и ие” выполняется хи == 
— — их; В) для любых хеВи иеИ” выполняется хи = хи — их 
(этот последний элемент лежит, конечно, в U’, так как q и, 
следовательно, U’ устойчиво относительно внутреннего диффе- 
ренцирования, определенного элементом x). В самом деле, 
условия a) и В) определяют единственным образом линейное. 
отображение X+ > x, алгебры 4 B LY, (U’). Достаточно поэтому 
проверить, что [х, Ylır = [Xy, yy]; понятно, что можно ограни- 
читься рассмотрением трех следующих случаев: 
1) xe’, ye; тогда 

[х, Уши = — и (xy — ух) = (хуи — yurxu’) и; 
2) хе, уе’; тогда 
[x, Ули = — и(ху — ух) = 

= (— uy) — (— uy) x + (хи — их) y = (хуи — YurXu') и; 
3) xeb, yeh; тогда [x, yly и [xy, Yu] — два дифференциро- 
вания U’, ограничения которых на 4 совпадают с ограниче- 


ниями ad,[x, y] и [ad,x, ad,yl; значит, эти дифференцирования 
равны. | 


Мы рассмотрим также дуальное представление x+> — ‘ху’ 


алгебры 4 B И”. Для хе’ — ‘хи’ является транспонированным 
(контрагредиентным) к правому умножению Ha X в U’; соответ- 
ствующее представление алгебры U’ является, таким образом, 
ее корегулярным представлением. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. ЛТусть à — алгебра Ли, 9 — ее подалгебра u 
о’ — представление 9 в У’. Представление о алгебры 9 в V na- 
` зывается продолжением представления 0’ на %, если существует 
инъективный гомоморфизм 9’-модуля У’ в 9’-модуль И. Говорят 
также, что 9-модуль У является продолжением 9-модуля V’. 


Если 0’ конечномерно и 4’ — разрешимый идеал в 9, TO 
для существования продолжения конечной размерности необхо- 
димо, чтобы идеал [3,4] содержался в наибольшем идеале 
нильпотентности представления 0’ ($ 5, n° 3, теорема 1). 


ТЕОРЕМА 1 (Цассенхауз). Пусть алгебра Ли =’ В является 
прямой суммой идеала 9 и подалгебры D и о’ — конечномерное 
представление 9, наибольший идеал нильпотентности которого- 
содержит [b, 9]. 

а) Существует конечномерное продолжение p представления о’ 
на 4, наибольший идеал нильпотентности которого содержит. 
наибольший идеал нильпотентности о’. 

_ 6) Если для любого хе\ ограничение на 9’ преобразования 
ad, x нильпотентно, то можно, кроме того, выбрать о так, чтобы 
его наибольший идеал нильпотентности содержал b. 
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Пусть U’ — универсальная обертывающая алгебра для 4’. 
Будем предполагать, что U’ и И” наделены структурами 9-мо- 
дулей, определенными в начале этого пункта. 


> Пусть [= И” — ядро представления о’ (отождествленного 
U с представлением алгебры U’). Это двусторонний идеал 
5 конечной коразмерности в U’. Подпространство С (p’) 


пространства И” (cm. п°1) ортогонально к J. Пусть $. 
C (ep) есть 9-подмодуль в И”, порожденный С (0’). 

Покажем, что $ конечномерно над К. Пусть У’ — простран- 
ство, в котором действует о’, и У’= УИ > И! > ... > Ид = 
= {0} — ряд Жордана — Гёльдера 4’-модуля у. er 0; — пред- 
ставление 4 в V;-ı/Vi, индуцированное о’ (1 <i<d). Пусть 
Г < И” — пересечение ядер представлений 0; (отождествленных 
€ EDERSTARTERHNYN алгебры oe Имеем 


Perf 


и I’ (\q’ — наибольший идеал нильпотентности представления 0’. 


Согласно $ 2, n° 6, следствие предложения 6, I’ — идеал конеч- 
ной коразмерности в U’. Если x =}, TO дифференцирование 
u> хи — их алгебры U’ отображает a в [b, g] < Г’, а значит, U’ 


в I’ u I“ B I“. Кроме того, ясно, что [” есть %/-подмодуль 
в U’. Поэтому J’ является 4-подмодулем в U’. Подпространство, 


ортогональное к JB U’*, будет конечномерным 9-подмодулем, 
содержащим С (0’), а значит, и $. Это доказывает, что $ Ko- 


нечномерно над К. Для x El’) 9’ элемент x”, очевидно, содер- 


жится в аннуляторе 9-модуля U’/I“, а значит, и в аннуляторе 
_\-модуля 5. 

Мы видели в n° 1, что 4’-модуль И’ изоморфен 4’-подмодулю 
произведения (С (p ya Поэтому 3-модуль , 5” и дает конечно- 
‘мерное продолжение р представления 0’ на A. Кроме того, 
эндоморфизм о (X) нильпотентен для любого хе=[’[4; так как 
ГП — идеал в q (ибо содержится в [b, 9] по предположению), 
то понятно, что [’[] 49’ содержится в наибольшем идеале ниль- 
потентности представления p. Таким образом, а) доказано. 

Предположим, наконец, что для любого x = ограничение 
Ha 4’ преобразования ad, X нильпотентно. Так как элементы из J 
действуют Ha U’ дифференцированиями, то для любого и = U” 
и любого xEh существует целое e, такое, что (хи). и==0; 


эндоморфизмы, индуцируемые ху’ в ur‘ и в S (являющихся 
конечномерными пространствами), нильпотентны. Итак, (x) 
нильпотентен для любого хеф. Выше мы видели, что то же 
самое верно для любого хе /[’П 4’. Так как /’Y — идеал BY, 
содержащий [b, 9], то cymma 5+ /’П4’ является также идез- 
лом В A. Утверждение 6) TEOPERE | вытекает, таким образом, 
из следующей леммы: 
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Лемма 1. Пусть алгебра Ли 9 равна прямой сумме идеала W 
и подалгебры \. Пусть в — конечномерное представление 9. Пред- 
положим, что эндоморфизм с (x) нильпотентен для любого хе 4° 
и любого хе. Тогда с (х) нильпотентен для любого хе 4. 


Факторизуя по ядру 0, можно предполагать, что о точно. 
Тогда 9’ и D нильпотентны, поэтому 4 (расширение D при помощи à} 
разрешимо. Поэтому Ви 4’ содержатся в наибольшем идеале 
нильпотентности представления o ($5, n° 3, следствие 6 тео- 
ремы 1). 


Одно усиление теоремы 1 см. в упражнении 4. 


3. Теорема Адо 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Пусть 9— алгебра Ли, n— наибольший 
нильпотентный идеал в 9, A— нильпотентный идеал в À и 
о — конечномерное представление a, такое, что все элементы 
из о (а) нильпотентны. Тогда p обладает конечномерным продолже- 
нием O на 9, таким, что все элементы из O(N) нильпотентны. 


Пусть а=щс и <... < и, = — последовательность под- 
алгебр в UN, таких, что Nj; — идеал коразмерности | в и; для 
1<isp($ 4 n°1, предложение 1д)). Алгебра п; является, 
следовательно, прямой суммой N;-; и подалгебры размерности |. 
Так как эндоморфизм а, х нильпотентен для любого хе, 
то можно (теорема 1) шаг за шагом построить конечномерные 
продолжения Pi, 05,..., 0›=0’ представления P на AM, 
No, ..., Пр=И, Такие, что все элементы из 0’ (i) нильпотентны. 

Пусть t — радикал 4, и пусть N=%Cry,,C ... Ct, == — ПО- 
следовательность подалгебр из т, таких, что 1;—, — идеал кораз- 
мерности | вт для 1SisSg ($5, n°1, предложение 2r)). 
Алгебра т; является, таким образом, прямой суммой т;— и 
одномерной подалгебры. Так Kak [t, 1] < и, то можно (теорема 1) 
шаг за шагом построить продолжения конечной размерности D, 
ах о’ =” ge dos Dot a t, =, такие, 
что все элементы из о” (и) rorensan. 

Наконец, 9 — прямая сумма т и некоторой подалгебры $8 
($6, n°8, теорема 5). Так как [8, 1| < и, то можно построить. 


конечномерное продолжение O представления 0” на $, такое, 
что любой элемент из с (и) нильпотентен. 


ТЕОРЕМА 2. Каждая алгебра Ли обладает точным конечно- 
мерным представлением. 


Более точно, 


ТЕОРЕМА 3 (Адо). Пусть $ — алгебра Ли и n— ее наибольший 
нильпотентный идеал. Тогда существует точное конечномерное: 
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представление р 'алгебры 4, такое, что все элементы из о (п) 
нильпотентны. 

Алгебра Ли К размерности 1 обладает точным конечномер- 
ным представлением т, таким, что все элементы из т(К) ниль- 
потентны, например, представлением 


(2 0) 

Ar x oJ- 

„Легко отсюда вывести, что центр с алгебры A, являющийся 
произведением одномерных алгебр, обладает точным конечно- 
мерным представлением о, таким, что все элементы из о (с) 
нильпотентны. Пусть о; — конечномерное продолжение предста- 
вления O на 4, такое, что все элементы из о, (и) нильпотентны 
(предложение 1); пусть f обозначает ядро o,; тогда Пе == {0}. 
Кроме того, пусть Oo — присоединенное представление алгебры 4, 
ядром которого является 6; любой элемент из в›(и) нильпотен- 
тен. Прямая сумма о представлений 0, и Oo является конечно- 
мерной; любой элемент из р (и) нильпотентен и ядро о, содер- 
жащееся в Eu с, равно нулю, так что о точно. 


УПРАЖНЕНИЯ 


§ 1 
1) Пусть 8 — алгебра Ли, a и Б — ее идеалы (соотв. характеристические 
идеалы). Тогда множество хе, таких, что [x, b] Ca, — идеал (соотв. 


характеристический идеал) в 9, называемый аннулятором b по модулю A. 
Показать, что @p+19 является аннулятором $8 по модулю pg. 


2) Пусть 9 — алгебра Ли размерности n над полем К, такая, что раз- 
мерность центра $9 не менее п — 1. Тогда 9 коммутативна. 


3) Пусть М — не обязательно ассоциативная алгебра над полем К, 
(e;); = ‚ — базис векторного пространства М, Crip — структурные константы 
в базисе (е;). Для того чтобы М была алгеброй Ли, необходимо и доста- 
точно, чтобы Cije Удовлетворяли следующим соотношениям: а) Cyr = 0; 


©) Cia, = Ci В) > (Cire À Срыбки À бьыб, и) =O для любых i, |, №, À 
re 


из I. 


4) а) Предположим, что элемент 2 обратим в К. Пусть а — алгебра Ли 
над К. На К-модуле a’ =a Жа опрэделим коммутатор формулой 


[(ха, 82), (Y1, 92) ] == [Xi yi] + [хь, Yo), [%1, yo] + [x2, и1]). 


Тогда a’ есть К-алгебра Ли, а отображения x + > (x, x), X +> > (x, — x) — 


изоморфизмы а на идеалы 6, св a’, прямой суммой которых является a’, 
(Рассмотреть квадратичное расширение К” кольца К с базисом | u k, таким, 
что k’=]1. Построить Ak,» а затем сузить. до К кольцо скаляров. 


Заметить после этого, что > (1 +k), 5 (1 — k) — идемпотенты в K’ и что 


(1-Н^) (1 —^) =0.) 


6) Пусть a— алгебра Ли над полем вещественных чисел, 9 = dc)» 

b — вещественная алгебра Ли, которая получается из 4 сужением поля ска- 
7 LA : 

ляров до В. Показать, что Dic) изоморфна Ac), TAC @ — алгебра, введенная 
вп. а). (Рассмотреть V = С р С как векторное пространство над С согласно 
формуле (2 © г”) =” == 69 2’2”. Заметить, что У — комплексификация веще- 
ственного подпространства в И, порожденного 1 691 и i&i, и что это под- 
пространство совтладает с квадратичным расширением В с базисом | и À, 
причем k? = 1.) 


5) Пусть У и W — векторные пространства размерностей n+ | и п над 
полем К. Показать, что gl(W) изоморфна некоторой подалгебре в 8[(V), 
(Можно предполагать, что W — гиперплоскость в И. Пусть eeV,e&W. 
Для x eal(W) пусть #(х) — элемент из Ql(V), продолжающий x и такой, 
что у(е) = — Тг(х).е. Показать, что отображение хн->у(х) является изо- 
морфизмом gl(W) на подалгебру алгебры SI(V).) 
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6) Для того чтобы алгебра Ли g была ассоциативной, необходимо и’: 
достаточно, чтобы Dg содержалась в центре 9. 


Ч 7) Пусть А — кольцо (возможно, без единицы), такое, что соотноше- 
ние 2а =0в À влечет за собой а =0. Пусть U — подкольцо в А, являющееся 
идеалом 7-алгебры Ли, ассоциированной с À. | 

a) Если x, у принадлежат U, то (xy — ух) ACU (записать (ху — ух) $ = 
== X (ys) — (ys) x — и (xs — sx)) и А (ху — ух) ACU (записать г (ху — ух) $ = 
= (ху — yx) sr + г [(xy — их) $] — (ху — ух) $] т). 

6) Предположим, что U коммутативно. Пусть x EU, se А иу==х$ — sx. 
Показать, что (yt)? =0 для любого te А. (Элемент x коммутирует с xs — SX 
и XS? — 52х; вывести отсюда, что 2 (xs — sx)? =0, откуда у? =0. Аналогично 
(yt — ty)? =0 для любого te А.) 

в) Предположим теперь, что единственные двусторонние идеалы в А 
суть {0} и А и что для любого ненулевого элемента у из А существует 
элемент te À, такой, что yt ненильпотентен. Показать, что если U > А, 
то U содержится в центре А. (Показать, используя а), что И коммутативно, 
а затем использовать 6).) 

г) Пусть И — идеал 7-алгебры` Ли, ассоциированной с А. Тогда либо V 
содержится в центре A, либо V > [А, A]. (Применить в) к множеству U 
элементов {€ À, таких, что [№ A] V; использовать тождество [ху, 2] = 
= [х, yz] + [y, 2x].) 


8) Если x1, Xo, хз, Хх. — 4 элемента алгебры Ли, TO 


Bir ела Ее Fre, ке 
+ [ха хз} x2], x1] =0. 


9) Пусть а — алгебра Ли, в которой для любых х и у выполняется 
‘соотношение | ]х, и], y] =0. - 

а) Показать, что 3 [ [х, y], 2] =0 для любых x, y, z из 9. (Заметить, что 
{[x, y], =] — трилинейная знакопеременная функция от X, Y, 2, и применить 
‘тождество Якоби.) 

6) Аналогичным образом, используя а) и упр. 8, показать, что 
[[[x, y], =], 2]=0 для любых x, y, z, Ёиз 9. 


10) Пусть L — ассоциативная алгебра, g — ассоциированная с ней алгебра 
«Ли. Любое дифференцирование алгебры L является дифференцированием 
‘алгебры 9, однако обратное неверно. (Рассмотреть тождественное отображе- 
ние ассоциативно-коммутативной алгебры.) 


11) Пусть 8 — алгебра Ли, § — идеал в 8, такой, что 929 =. Показать 
‘что D — характеристический идеал в 9. 


12) Пусть 9 — алгебра Ли. 

а) Для того чтобы некоторое дифференцирование D алгебры 9 было 
перестановочно со всеми внутренними дифференцированиями 8, необходимо 
‘H достаточно, чтобы О отображало 9 в ее центр. 

6) Будем предполагать теперь, что я имеет нулевой центр, так что 8 
можно отождествить с идеалом алгебры Ли D всех дифференцирований 9. Пока- 
зать, что централизатор 9 в % равен нулю (использовать а)). В частности, 
центр ® равен нулю. 

в) Показать, что дифференцирование A алгебры ©, такое, что A-(f) = {0}, 
является нулевым. (Имеем [A (D), 9] CA([D, gl) + ID, А (g)] <A (8) = {0}, 
откуда À (©) = {0} согласно 6).) 

г) Показать, что если, кроме того, 9 = Dg, то любое дифференцирова- 
ние Л алгебры D является внутренним (использовать: в) и упр. 11). 


13) Пусть g — алгебра Ли, аи b — два подмодуля в 9. Определим для 
любого целого {20 подмодули ш, =ш, (a,b) un=n, (а, b) следующим 
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образом: m, =, m,,, =[m, 6], и, =a, n,, =[и,, 6]. Показать, что 


[а, ит, ] en,, для tt, er (доказывать индукцией по i, замечая, что 


ni, ( [а, 6]; 6) = м, (а, b) ип, ( [а, В], b)=n,,, (а, bj). 


4 14) Пусть а — алгебра Ли, 6 — подалгебра в а. Назовем нормальным 


рядом, соединяющим а с В, убывающий ряд подалгебр а вида (a;) 
110<1< и» 


таких, что а, = 4, а, =b, причем A,,, — идеал Ba, при OSi<n. Говорят, 
что Б — субнормальная подалгебра в а, если существует нормальный ряд, 
соединяющий ach. 


а) Пусть 6 — субнормальная подалгебра в а, (а — нормальный 


Docicn 
ряд, соединяющий а с В. Вывести из упр. 13, что [@"*P6, a] < Yb, для чего 
заметить, что [a,, 6] < Q.4, для ORI <a, 


6) Вывести из a), что пересечение @~D подалгебр Gb (р =0, 1, 2, ...) 
является идеалом в а. | 

в) Вывести из 6), что субнормальная подалгебра с алгебры а, такая, 
что с = Dc, является идеалом в 4. 

г) Если К — поле и dim,,a < + 00, показать, что пересечение 925 под- 


алгебр 926 (р =0, 1, 2, ...) является идеалом в A. (Показать, что это пере- 
сечение является субнормальной подалгеброй в а, и применить в).) | 


di 15) а) Пусть a — алгебра Ли, Б — подалгебра BA, с — идеал вби 
$ — централизатор с ва. Имеем [5, 6] © 3. Вывести отсюда, что b + $ — под- 
алгебра в а, в которой $ является идеалом. 

6) Пусть g — алгебра Ли, а — субнормальная подалгебра в д и b — идеал 
ва. Если централизатор Б ва и централизатор а в J равны нулю, то цент- 
рализатор $ подалгебры b B g также равен нулю. (Пусть № = а + $, это под- 
алгебра, согласно а); а субнормальна в 1; если $ ~ {0}, то a ~ bh, поэтому 
a — идеал в а’, причем а = а’ CH; пусть a’ Ea’, a’ ana =а-+-г, ааа, 
2 =}, г => 0; показать, что [z, a] содержится B a и коммутирует CD, откуда 
[z, a] = {0}, что является противоречием.) 

в) Пусть 9 — алгебра Ли с нулевым центром, %, — алгебра Ли дифферен- 
цирований алгебры 4, OD, — алгебра Ли дифференцирований алгебры Dy, . 
Отождествим g с идеалом в Di, Dı—c идеалом в D, ... (cM. упражне- 
ние 12 6)). Используя 6) и упражнение 12 6), показать, что централизатор 8 
в D; равен нулю для всех i. (Продолжение этого упражнения см. в $ 4, 
упражнение 15.) | 


16) Пусть 9 — Hd Ли, © — алгебра Ли дифференцирований 8. Тожде- 
ственное отображение D позволяет определить полупрямое произведение } 
алгебры À Ha A, называемое голоморфом g. Отождествим 8 с идеалом, 
а > — с подалгеброй алгебры \. 

a) Показать, что централизатор g* алгебры 8 в Ш совпадает с множе- 
ством элементов ad, х—х (x GQ). 

6) Для любого элемента х-+ 4 алгебры № (xeg, dED) положим 
9 (x + d) = ad, x — x + 4. Показать, что 9 —автоморфизм порядка 2 алгебры D, 
который переводит 9 B 9*, так что 0 можно отождествить с голоморфом 
алгебры 8*. 

в) Для любого идеала f {0} алгебры № имеем #1 (8 + g*) # {0}. (Если 
$08 = {0}, то fe g".) 
| г) Если 9 коммутативна, то любой идеал E {0} алгебры № содержит 4. 
Если К — поле и dim„g<+ со, TO вывести из этого, что если fg, TO À 
не может быть голоморфом # (использовать 6)). 


17) Предположим, что К — поле. Пусть Т — переменная u L = K ((T)); 
L каноническим образом наделено нормированием (порядок формального 
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степенного ряда), которое превращает его в полное нормированное поле. 

а) Пусть У — конечномерное векторное пространство над К. Тогда Ve 
канонически ‘наделено структурой полного метризуемого векторного про- 
странства (Ton. вект. np. гл. I, $2, n° 3, теорема 2). Пусть (Xp)pez— 


семейство элементов из И, таких, что х›==0 для любого р, меньшего He- 
+00 


которого фиксированного целого рационального числа. Тогда ряд >. LEE 
où 


сходится в И L) À любой элемент из Vi г) представляется в таком виде един- 


ственным способом. (Выбрать базис в И.) 
6) Векторное пространство Z, (И )) = (к (V)), L) Канонически наделено 


структурой полного метризуемого векторного пространства. Любой эндомор- 


+ oo 

физм Vip) представляется единственным образом в виде > upTP, где 
— со 

и, = к (ИУ) и u, равны нулю для любого р, меньшего некоторого фикси- 


рованного целого рационального числа. 
в) Если К имеет характеристику On ue %’,, (У), положим 


CT 1 1 
e 4 =] bay al bop er? + ru (И). 


Если хе таково, что их — 0, то e 4.x — x. 


г) Если № — другое конечномерное векторное пространство над К и 
если о == (№), то ef #®1+1® 3) — elu ($) ef? 
д) Вывести из в) и г), что если V наделено структурой алгебры, He обя- 


зательно ассоциативной, и если и — дифференцирование И, то el4 _ авто- 
морфизм алгебры Ир). 


Ч 18) Пусть GS — комплексное гильбертово пространётво, У и Z— два 
непрерывных эрмитова оператора на 9 и В =[7, У]. Предположим, что У 
и В перестановочны. 

’а) Показать, что [Z, y] = nBY"—! (доказывать индукцией по п). 

6) Пусть f — непрерывно дифференцируемая функция вещественной 
переменной. Вывести из a), что [Z, f (Y)] = ВР (У). 

в) Вывести из 6), что В ==0. (Показать, что если В = 0, то | можно 
выбрать таким образом, что |} (Y)|| < Ти |IBf’ (У)| сколь угодно велико.) 

г) Пусть 9 — алгебра Ли непрерывных операторов Т на , таких, что 
Т* = — T. Вывести из в), что условия Yeg, Zeg, [[Z, У], У] =0 влекут 
за собой [Z, У] = 0. 


19) а) Пусть Ё — ассоциативная алгебра над К. Для заданных k эле- 
ментов X,, ..., X, алгебры Ё положим 


lp (X eee, x,) = > XG (1) ма Xo (Е) 
себ, 
В алгебре L&xKIT,» „.., T,] где Г, — переменные, pP (Ж 008, х,) — коэф- 
фициент при Ty... Те в (XiTi +... + хьТь)*, а значит, и коэффициент при. 
Г! are i B | 
k-1 nn 
À (ЕТУ Kae) Er ГЕ) ; 
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Для заданных двух элементов X, у ee Г. определим g, pai (% И) 
Kak коэффициент при Т\ 1. ee: (xT; + yT.)*. Показать, что для него вы- 


полняется | 
i! (А i)! 8}, ki cy, y) =f, (2, ...) ty), 


где ET для й<ти щ==у для h>œi+]I. 
6) Если L рассматривается как алгебра над К, то в к 32 имеем 


und DE? ERST“, 


где Ly (соотв. Rx) — умножение y + xy (соотв. у => ух). 
Вывести отсюда, что если К — поле характеристики р (р простое), то 


(ad х)?.у = (ad x?) .у, (1) 
al 
(ad x)?! y= >; xlyxPT li, | (2) 
| i=0 
Вывести из (2), что 
Fp-1 (ad Nip see, ad Хр-1) Y=lp (x1, ..., Хр-ь у) 


И 
Bi, pi (Ad x, ad у) .у= (р —1) 8; р (% У). 


Заключить отсюда, что для двух произвольных элементов X, у из L выпол- 
няется соотношение 


(x+y)? =x? +y? + A, (4, y), (3) 


где 


p- 
Ар (х, pe Fa ler 2 i, p-l-i (ad x, ady). y 


принадлежит подалгебре Ли алгебры Г, порожденной x и y ори 
Джекобсона). | 
20) Пусть в — алгебра Ли над кольцом К характеристики p >0 (р про- 


стое). Говорят, что отображение хн-> | алгебры 8 в себя является р-0то- 
бражением, если выполняются следующие соотношения: 


ad x!Pl = (ad x)?, 
(Ax) [Pl aw AP xl] 
(x НУР! = xfPl 4 yl? + Ap (x, y) (ср. с упражнением 196)) 


для х, у из и АЕ К. Будем называть р-алгеброй Ли над К множество, 
наделенное структурой, определенной заданием структуры алгебры Ли над 
К и р-отображением. Любая ассоциативная алгебра над К является р-ал- 
геброй Ли относительно [x, y] = ху — ух и xlPl = xP (упражнение 19). Гово- 
PAT, что отображение и р-алгебры Ли 9 в р-алгебру Ли g’ является р-гомо- 
морфизмом, если и — гомоморфизм алгебр Ли и если и (x!?!) = (и(х))Р1. 
le что в любой р-алгебре Ли g любое р-отображение имеет вид 
xt XP! LE f(x), где f — отображение алгебры 8 = ее центр, являющееся 
полулинейным относительно эндоморфизма лЛн> Ал” поля К. Более обшо, 
если и — гомоморфизм 9 на р-алгебру Ли 8’, то u(x!?!) — (u(x)?! принад- 
лежит центру алгебры в”. 
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21) a) Пусть К — поле характеристики р > 0, L— не обязательно ассо- 
циативная алгебра над К. Показать, что дифференцирования алгебры L обра- 
зуют р-алгебру Ли относительно р-отображения Dr>DP, | 

6) Пусть L — алгебра К [X]/(X”), а w есть р-алгебра ee дифференцирований. 
Обозначим через D; (0< {< р — 1) дифференцирование L, такое, что D; (Х) — Xt 
Показать, что D; образуют базис w над К и что [D,, Di=(j—) Be 


если i+ j<p, [Dy Б]=0, ecan it+j>p, u D? =0, за исключением i—], 


когда О? =D). 

в) Показать, что если р > 3, то алгебра № не обладает идеалами, отлич- 
ными от {0} и №. (Используя таблицу умножения D;, показать, что, любой 
ненулевой идеал в № содержит кратное Dp—,, отличное от нуля.) 

г) Пусть Ve — векторное подпространство в № с базисом из элементов 
D;, таких, что i>k. Показать, что если p>5, то Vz совпадает с мнб- 
жеством Z = IW, централизатор которого имеет размерность >> k + 1. Вы- 
вести отсюда, что если p>5, то группа автоморфизмов алгебры № раз- 
решима. | 


22) Пусть 9 — произвольная р-алгебра Ли над кольцом К характеристики р 
(р простое). Обозначим через хн-> x? ee р-отображение. Для любого под- 
множества Е алгебры 8 обозначим через ЕР подмодуль в 9, порожденный 
x? при хе РЕ. Говорят, что идеал а < Я является р-идеалом, если AP ca. 

а) Для того чтобы идеал ACY был р-идеалом, необходимо и доста- 
точно, чтобы он был ядром некоторого р-гомоморфизма (упражнение 20). 

6) Сумма двух р-идеалов является р-идеалом. Сумма р-идеала и р-под- 
алгебры является р-подалгеброй. 

в) Пусть D — подалгебра Ли алгебры a. Наименьшая р-подалгебра, содер- 


2 — 
жащая D, есть § + bP + HP +... =; если положить D; = +H? + Е 
2 _ — N 

... + ЭР, то В; — идеал в Би 9/5 коммутативна. Если D — идеал в 8, то идеа- 
лами являются и Oj, и №, причем этот последний является наименьшим 
р-идеалом, содержащим В 

г) Нормализатор и централизатор произвольного подмодуля в A являются 
р-подалгебрами в 8. 


23) Пусть 4 — конечномерная коммутативная р-алгебра Ли над совер- 
шенным полем К характеристики р > 0. 

а) Показать, что 9 единственным способом представляется в виде пря- 
мой суммы двух р-подалгебр 5, $, таких, что в № р-отображение биективно, 
азв f нильпотентно (рассмотреть степени р-отображения в я; ср. с Алг., 
гл. VIII, $ 2, n° 2, лемма 2, и гл. УП, $ 5, упражнение 20а)). Говорят, что 
есть р-сердцевина алгебры 9. 

6) Предположим, что К алгебраически замкнуто. Показать, что суще- 
ствует базис (е;) подалгебры D, такой, что e=e; для любого i (рассмот- 


реть р-подалгебру в D, порожденную одним элементом, и показать, что она 
содержит элемент х, такой, что xP? =x-=40; вести после этого доказатель- 
ство индукцией по размерности 5). Вывести отсюда, что имеется лишь ко- 
нечное число р-подалгебр алгебры D и что они находятся во взаимно одно- 
значном соответствии с подпространствами векторного пространства, поро- 
жденного элементами е; над простым подполем Ер. 

в) Показать, что существует такой базис (f;;) подалгебры # (INMi<k, 


1<j<s; для любого i), где последовательность $; убывающая, что iY en 
для 1<]<$, =; для 2<i<k, 1<j<s; (тем же способом, что 


ив Aue. гл. УП, $ 5, упражнение 206)). 
4 24) Пусть К — поле произвольной характеристики р, а Ху, Ух, Zi суть 


In различных переменных; системы (Х;) <; < Viicicm Ziici<n 
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обозначим для краткости символами X, у, Z соответственно. Пусть À, а 
алгебра формальных степенных рядов OT Зи переменных Xj. Ур Z; с коэф- 
фициентами в поле К; будем обозначать через A, „ (соотв. A,) подалгебру 


в A, y,» COCTOSILY!O из формальных рядов, не содержащих z (соотв. у, 2). 
Элемент из Ay ¢ (соотв. A, y A,) будет обозначаться через u(x, у, 2) 


(соотв. u(x, y), и(х)); система (и; (x, у, 2)) <;<„ ИЗ п элементов A, „, 
будет обозначаться через u(x, у, 2); аналогичны обозначения для фор- 
мальных рядов, не содержащих одну или две из систем х, у, 2. Если 


u(x, у, SA, ухи если f= (Fi), & = (5;), h= (й;) — три системы из n эле- 
ментов алгебры A, у,» являющихся рядами без постоянного члена, то 
через u(f (x, у, 2), g (X, у, 2), h(x, y, 2)) обозначается формальный ряд, полу- 
чающийся подстановкой f; вместо Ху, g; вместо Y;, A; вместо 2; (l<i<n) 
в ряд и. Для любой системы G = (@1,..., Un) п натуральных чисел через x” обо- 


a a 
значим одночлен À,1...X,"; точно так же определим y® и 20. Через а; 
обозначим систему а, в которой а; =0, если ji, а; =1. Через e обозна- 
чим систему (0, ..., 0) из и элементов алгебры À, ae 


a) Назовем формальным групповым законом над К (или, допуская воль- 
ность речи, формальной группой над К) размерности п систему G=f(x, у) 


из п элементов алгебры A, y, обладающую следующими свойствами: 
1°Ё(х, f(y, 2)) =f (f (x, у), 2); 2°f(e, y) = y, f(x, e) =x. Показать, что тогда 
обязательно F; (x, у) =X; + Yi + gi(x, у), где gi содержит только одночлены. 
степени не менее 2, каждый из которых содержит не менее одного X; и 


одного У j. Показать, что существует, и притом только одна, система h(x) из п 
элементов алгебры A,, таких, что f(x, В (х)) = (h(x), x) =e (Алг., гл. IV, 
$ 5, n°9, предложение 10). Говорят, что € коммутативна, если f(x, у) = 


= (У, x). 

$ is любого u= A, через Ги обозначим элемент и (f(y, х)) алгебры 
A, y- Любое дифференцирование D алгебры A, продолжается канонически 
до дифференцирования À, (также обозначаемого через D), если положить 
р (У;) =0 для любого i (Алг., гл. IV, $ 5, n°8, предложение 6). Говорят, 
что D левоинвариантно в рассматриваемой формальной группе С, если 


L,D=DL,. Обозначим через D) линейное отображение A, ув Ay, опре- 
деленное формулой Die) (и) = (Ри) (е, у); оно отображает A, в Ки onpene- 
лено своим ограничением на A,. Показать, что D левоинвариантно тогда 


и только тогда, когда для любого ое A, имеем p'e) (уд) = (Do) y. 
Пусть D; — дифференцирование 0/0X; алгебры A, (l<i<n); суще- 

ствует левоинвариантное дифференцирование Ту, и притом только одно, Такое, 

что T°) — pe), Показать, что Г, линейно независимы над К и что любое 


левоинвариантное дифференцирование является линейной комбинацией Т; 
с коэффициентами из К. Вывести отсюда, что коммутатор [D, D’] и р-ото- 
бражение Dr—>DP (в случае, когда р > 0) превращают множество 9 всех 
левоинвариантных дифференцирований в алгебру Ли (р-алгебру Ли, если 
p > 0), называемую алгеброй Ли формальной группы G. 


в) Показать, что для любого формального ряда u = A, выполняется 


и (f(x, у)) = и (0) + У Ум +0, (х, y) = (1) 


i=1 
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где в ряде O2 степени всех одночленов —2 по переменным У;. Вывести 
отсюда, что 


п 
и (f (x, f(y, 2))) = и (0) + У; (У; + 2) Тш + 
del. 
+ У! YıZ; ((ТаТу) (u)) + оз (x, у, 2), (2) 
i, j Ä 
где в ряде оз степени всех одночленов >3 по переменным У; и Z;. Выве- 
сти отсюда, что 


и (E(x, у)) — и(Е(у, x)) = D (ХУ, — ХУ, (Tp TA (и)) + оз(х, у), (3) 
i<j 


7 
где все члены O3 имеют суммарную степень > 3. Показать, что если группа G 


коммутативна, то и алгебра $ коммутативна. 

г) Пусть С’ — вторая формальная группа размерности т с групповым 
законом Г, Формальным гомоморфизмом С в G’ называется система F = 
=(F;(x))ı <j<m Элементов из A,, такая, что Г (Е (x), Е (у)) = Е (f(x, y)). Для 
любого левоинвариантного дифференцирования Де=8 показать, что UE > 
t—> D (voF)— левоинвариантное дифференцирование, принадлежащее алгебре 
Ли g’ группы G’. Если обозначить его через Е* (2), то Е* — гомоморфизм 


/ / ' 
(р-гомоморфизм в случае р > 0) алгебры дв Если (1:1 <: < в H (T}), ne 
базисы в 9 u 9’, такие, что T fe) — pie) и Т, (e) = Die, то показать, что мат- 
рица отображения Е” в этих базисах равна (0ЁЕ;/0Х;), (постоянный член 
ряда OF ;/0X;, где i — номер строки, а j — номер столбца). 


25) Назовем формальной линейной группол oT п переменных над полем К 
и обозначим через GL(n, К) (когда нет опасности смешения понятий) фор- 
мальную группу размерности n?, в которой групповой закон определен 
формулой 


Fj (u, ye-ß, > (би + Ur) бы + Va) 


(6;; — символ Кронекера; In? переменных из общего определения упражне- 
ния 24 обозначены здесь через U;;, V;;, Wi; с двумя индексами, пробегаю- 
щими целые числа от | до п). Показать, что если Dj; = 0/90 :}, то лево- 


такие, что xp =D? задаются фор- 


инвариантные дифференцирования Х ij? 


мулой 


ip 


Xy=(1+U,)D;+ У UriDe;. 
k#i 
Алгебра Ли группы GL(n, К) отождествляется с gl(n, К), если отожде- 
ствить Х;] с элементом Е;; канонического базиса последней алгебры (ис- 


пользовать формулу (3) упражнения 24). Если К имеет характеристику р > 0, 
то ХР, =Хци Хр =0 naa [52 j. 


4] 26) a) Пусть К — поле характеристики = 2, Е есть п-мерное вектор- 
ное пространство над К, Ф — билинейная симметрическая невырожденная 
форма.над Е. Предположим, что Е обладает ортогональным базисом отно- 
сительно Ф, и обозначим через В (диагональную) матрицу Ф в этом базисе. 
Известно (Алг., гл. IX, $ 4, упражнение 11), что любая матрица (в paccMa- 
триваемом базисе) U элемента ортогональной группы С (Ф), такая, что 


det (IH U) 0, записывается в виде U=(I— RS)" (IH RTS), где $ = 
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=R(U— BUT)" —кососимметрическая матрица, такая, что det (I—R7'S)0; 
обратно, для. любой матрицы $, удовлетворяющей этим условиям, U = 
=(I-RT'S) (HRS) — матрица элемента из G(P), такая, что det (I+U)0. 
Пусть S;, $ $1 суть Зп(п — 1)/2 переменных (1<71<]< п), и пусть 
L — поле, содержащее кольцо формальных степенных рядов К LLS;;. Sip Si;|]- 
Если обозначить через $, $’, 5” матрицы 


7 
2: urn E ji); 2 Si; (Ей — Ey), au (Ei; — En); 


= 
то 4е! (1—В-'$) #0 и аналогичное равенство верно для = и $7; если по- 
ложить 


Vaters) Vena Dean el ip) 
то также det (I + UU”)0. Положим 
Е ($, S’) = R(UU’ — I) (UU’ +)" = (fiz ($, S’)); 


тогда |+;($, S’) принадлежат кольцу формальных степенных рядов К [ [S;» S;,]} 
и, рассматривая Е ($, S’) как формальный степенной ряд с коэффициентами 
в алгебре матриц порядка п над К, можно записать 


Е ($, S’)=S+S’ +0, (5, $7), 


где в элементах матрицы O2 ($, S’) все члены имеют степень >| по пере- 
менным 5] и степень >| по переменным S;;; аналогично 


U=1+2R7'S + 0 ($), 


причем элементы матрицы 05 (5) — формальные ряды порядка > 2. Показать, 
что Е ($, $’) — формальный групповой закон над К формальной группы раз- 
мерности п (и — 1)/2; эта группа называется формальнол ортогональной 
группой (соответствующей Ф) и обозначается через С (Ф) (здесь допускается 
некоторая вольность в обозначениях). 

6) Если положить М ($) = (m;; (S)) = tis p's); A —- R—'s), то M— 
формальный гомоморфизм G (D) в GL (п, К). Пусть 0 (D) — алгебра Ли фор- 
мальной te С (Ф); обозначим через (T;;);, <; базис этой алгебры, такой, 


(e)- 
что Гу; °) (упражнение 24г)); отождествив элемент D = Deut ij ал- 


гебры 0(®) с матрицей D = 2% Ci (Ei; — E;;), показать, что и исполь- 


зовать обозначения празенения ar) и отождествление алгебры Ли GL (п, К) 
с gl(n, К), проведенное в упражнении 25) 


М* (D) = 2R7D. 


Вывести отсюда, что М” — изоморфизм 0 (D) на подалгебру в 81 (и, К), 
образованную матрицами X, такими, что ХВ - ВХ — 0 (заметить, что для 
любой пары (4, b) элементов из Е, отождествляемых с одностолбцовыми 
матрицами, Ф (a + М ($) .а, b+M(S).d)=fa.(I+!M(S))R(I+M(S)).b 
является степенным рядом, равным своему свободному члену, и использовать 


тот факт, что подалгебра rae Xe gl(n, К), для которых "ХВ + ВХ = 0, 
имеет размерность п (п — 1)/2). 


4* 
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в) Определить аналогичным образом симплектическую формальную 
группу от 2п переменных над произвольным полем К и показать, что ee 
алгебра Ли отождествляется с подалгеброй в 81 (2п, К), состоящей из матриц Х, 
для которых 


0:7 
‘XA +AX=0, где А= ( "). 

—], 0 
27) Пусть К — поле характеристики р > 0, С — формальная группа раз- 
мерности 2, определенная законом | (х, у) =Х, У, + Xp РЁ (х, у) = 
= Xo + У. (1 + X?).. Показать, что С некоммутативна, a ее алгебра Ли ком- 

мутативна. 
$2 


1) Будем использовать обозначения 7, J, Ty из определения 1 и n° 6. 
Пусть Е — однородный тензор степени р алгебры Г и O — перестановка на 
множестве {1, 2,..., р}. Тогда {— ot J + er (Свести к случаю, когда 


.O — транспозиция двух последовательных индексов.) 


2) Предположим, что К — поле. Пусть g есть К-алгебра Ли, а И — ее 
универсальная обертывающая алгебра. > 

a) Пусть u, о — элементы из U. Если u — элемент с фильтрацией >n, 
ао — с фильтрацией > р, то uv — элемент с фильтрацией > n+ р (исполь- 
зовать теорему 1). | 

6) Вывести из а), что единственными обратимыми элементами в И яв- 
ляются скаляры. 

в) Вывести из 6), что радикал U равен нулю. 


3) Предположим, что К — поле. Пусть g есть К-алгебра Ли, И — ее уни- 
версальная обертывающая алгебра. Левое регулярное представление U 
соответствует представлению P алгебры g в пространстве U, Показать, что 
множество И-- элементов из U без свободного члена устойчиво относительно р 
и что U+ не обладает дополнением в U, устойчивым относительно о. В част- 
ности о не является полупростым. (Сравнить это с теоремой 2 из $ 6.) 


4) Предположим, что К — поле. 

а) Проверить, что существует алгебра Ли g размерности 3 с базисом 
(x, у, г), такая, что [x, y] =z, [х, 2] = [y, 2] =0. Пусть U — универсальная 
обертывающая алгебра для 9. Показать, что центр U является подалгеброй, 
порожденной | и 2. (Рассмотреть для любого Ё = дифференцирование 
симметрической алгебры 5 алгебры 8, продолжающее ad, &, и найти эле- 


менты из $, аннулируемые этим дифференцированием; применить затем по- 
следнее замечание из n° 8.) | 

6) Проверить, что существует трехмерная алгебра Ли g с базисом (x, y, г), 
такая, что [х, y] =y, [x, 2] = 2, [у, 2] =0. Показать, что центр универсаль- 
ной обертывающей алгебры для G состоит лишь из скаляров. (Использовать 
тот же метод.) 


5) Предположим, что К имеет характеристику р > 0 (р — простое). Пред- 
положим, что 9 — алгебра Ли над К с базисом, канонически отождествляемая 
с подмодулем своей универсальной обертывающей алгебры U. Для Toro 
чтобы эндоморфизм ф К-модуля g был р-отображением, необходимо и до- 
статочно, чтобы хн->хР —ф(х) было полулинейным отображением (отно- 


сительно À + I алгебры g в центр U. Вывести отсюда, что если (ba) — 
базис алгебры 9, то для того, чтобы в 9 существовало р-отображение, не- 
обходимо и достаточно, чтобы для любого А существовало с, = 8, такое, 


что (ad b,)\? = ad C,; если это так, то существует единственное р-отобра- 
жение xt—> xl, такое, что bi] = с) для любого À. 
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6) Пусть 8 есть р-алгебра Ли над кольцом К характеристики р > 0 
{р простое), U — ее укиверсальная обертывающая алгебра и в — канониче- 
ское отображение à в U. Пусть J — двусторонний идеал в U, порожденный 
элементами (0 (x))? — в (х[Р1), где x пробегает 9. Назовем ограниченной 
универсальной обертывающей алгеброй алгебры 8 ассоциативную алгебру 
U=U/J. Отображение © индуцирует посредством факторизации отображе- 
ние б (называемое каноническим) алгебры g в U, которое является р-гомо- 


морфизмом (если U рассматривать как р-алгебру Ли). 

а) Алгебра U и отображение б являются решением следующей задачи 
об универсальном отображении: для любого р-гомоморфизма | алгебры g 
в ассоциативную алгебру В над К.(рассматриваемую как р-алгебра Ли) суще- 
ствует и единственен К-гомоморфизм 78 алгебры U в В (относительно ассо- 
циативных структур), такой, что | = о 6. 

6) Показать, что если (ba), = 1 — базис в 8 (Л вполне упорядочено), 
TO б инъективно, и если отождествить X с б (XxX) для всех х <= д, то элементы 


Ile} (где Л возрастают и V, равны нулю почти для всех À, причем OS 


sv <p для всех A) образуют базис в 0. (Отождествив канонически 9 


с подмодулем в U, положить ф (x) = x? — х] для любого хе 9. Для любого 
составного индекса @ == (а, ) = Nn‘) пусть @, = В, + ру, › где OSB, < р, и пусть 


T= (11 ox) (11 (p 6,9") . Показать, что T, образуют базис в U, 
À À 
21. cv (Y,) 0 — базис в J; заметить, что q (b,) принадлежат центру U .) 


7) Пусть 8 есть р-алгебра Ли над кольцом К характеристики р > 0 
{р простое). Говорят, что дифференцирование D является р-диффгренциро- 
ванием, если D(xP)= (ad x)P—} .Dx для любого x &g. Любое внутреннее 
дифференцирование является р-дифференцированием. 

а) Пусть Г — ассоциативная К-алгебра. Тогда любое дифференциро- 
вание L является р-дифференцированием, если рассматривать L как р-алге- 
бру Ли. (Использовать формулу (2) из упражнения 19 $ 1.) 

6) Предположим, что 8 обладает базисом. Для того чтобы некоторое 
дифференцирование 89 было р-дифференцированием, необходимо и достаточно, 
чтобы OHO допускало продолжение до дифференцирования ограниченной 
Универсальной обертывающей алгебры для g. Вывести отсюда, что р-диф- 
ференцирозания 9 ®бразуют р-подалгебру Ли р-алгебры дифференцирований 
алгебры 8. 


в) Если D есть р-дифференцирование g, то ядро D® является р-под- 
алгеброй в 9. 
r) Для любого дифференцирования D алгебры g элемент D(x” у — 


— (ad x)? #1 Dx принадлежит центру а для любого x = g (использовать фор- 
мулу (2) упражнения 19 $ 1, полагая L = Z (8).) 

8) Показать, что теорема 1 остается верной, если модуль 8 является 
прямой, суммой циклических подмодулей. (Заменить в доказательстве мо- 
дуль P симметрической алгеброй алгебры 9.) 


9) Пусть Е — поле из двух элементов, V — векторное пространство R°, 
(x1, Xo, Хз) — его канонический базис и К — внешняя алгебра пространства У, 
являющаяся восьмимерной коммутативной алгеброй над k. Пусть 8 есть 
К -алгебра Ли с базисом (е1, ео, ез, C12, е1з, е2з), такая, что [е1, Co] = [е›, eı] = eyo, 
len es] == les eı] =e13, [ea es] == [ез, ea] = 623, а остальные коммутаторы равны 
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нулю. Пусть ) — идеал в 9, порожденный и = xe) + Xe. + хзез. Как модуль $ 
порожден u, причем [u, ei] = X2e1 + хзе1з, [и, Co] == Xıeı2 + Xseos [u, es] = 
= X1613 + Х2е2з. Пусть 0 == х1хое12 + X1X 3613 + XoX 3003. 

а) Показать, что о & §. (Рассмотреть К-линейную форму ф на а, такую, 
что @ (е1) = p(e2) = @ (ез) =0, p (е12) = хз, @ (C13) = хо, D (23) = х1.) 

6) Пусть {— линейное отображение 9 в ассоциативную К-алгебру, такое „ 
что [([х, y]) =[(х) f(y) —F(y) f(x) для любых x,y из 9. Показать, что 
f (v) = f (z)?. Е / 

в) Вывести из a) и 6), что каноническое отображение алгебры Ли g/& 
в ее универсальную обертывающую алгебру неинъективно. 


10) Пусть g — конечномерная алгебра Ли над полем, U— ее универ- 
сальная обертывающая алгебра, Un — множество элементов из U с фильт- 
рацией < и. 

а) Пусть x EU», y EU, — два ненулевых элемента. Показать, что суще- 
ствуют u=U, vEV, гакие, что их = оу. (Сравнить размерности dim (U,x) == 
— dimU, dim(U,y)=dimU, и dimUp+n. Вывести отсюда, что Ирх[} 
NU py = {0} для достаточно больших р.) 

6).Показать, что U обладает левым телом частных (Алг., гл. I, $ 9. 
упражнение 8), которое является в то же время и правым телом частных. 


$3 


1) Пусть 8 — алгебра Ли, о — представление 8 в К-модуле M, 0 — acco- 
циированное с ним представление 9 в тензорной алгебре модуля М. Пока- 
зать, что подмодуль симметрических тензоров и подмодуль антисимметри- 
ческих тензоров являются устойчивыми относительно о. 


2) Пусть 9 — алгебра Ли, p — представление g в К-модуле М, o — ассо- 
циированное с ним представление $ в О = 5? (М, М; М). Для того чтобы 
элемент [ЕО был инвариантным относительно о, необходимо и достаточно, 
чтобы P (x) были дифференцированиями модуля М, наделенного умножением 
при помощи |. | 

3) Пусть У — конечномерное векторное пространство над совершенным 
полем К. 

a) Тождественное отображение алгебры gl (У) определяет каноническим 


р 4 
образом представление алгебры gl (И) в © Уи ©) У*, а значит, и предста- 


р q 
вление u + ur алгебры gl(V) в re — (© у) © (© ve). Показать, что 


эндоморфизм u, полупрост, если полупрост и. (Расширяя поле скаляров, 


свести доказательство к случаю, когда К алгебраически замкнуто.) Показать, 
что U) нильпотентен, если нильпотентен и. Вывести отсюда, что если $ 


и п — полупростая и нильпотентная компоненты и, TO si И пу — полупроста® 


и нильпотентная компоненты эндоморфизма un. 


6) Вывести из а), что если элемент из re аннулируется эндоморфиз- 
MOM и, то OH аннулируется $1 и пу. AS 

в) Вывести из 6) и упражнения 2, что если У наделено структурой He 
обязательно ассоциативной алгебры и если и — дифференцирование V, то $ 
и п — дифференцирования ГИ. 


4) Предположим, что К — поле. Пусть g есть К-алгебра Ли. 
а) Пусть М и N — два в-модуля, причем N конечномерен над К. Пусть 
(11) </<„ — базис N над К. Если элементы 61, ..., En модуля М, не все 
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n 
фавные 0, таковы, что элемент > e,&f, инвариантен в M@ NW, то подпро- 
i=l 
<транство M, модуля M, порожденное е,...,е„, устойчиво относительно X M? 
если, кроме того, N — простой модуль, то представление 9 в М, дуально 
представлению g в №. 

6) Пусть Mi, Mo, М, N° суть д-модули, конечномерные над К. Предпо- 
ложим, что модули M, и М. простые и что представления 9 в Ми N* 
дуальны. Для того чтобы 49-модуль М! был изоморфен 8-подмодулю в М. © М, 
необходимо и достаточно, чтобы М. был изоморфен 8-подмодулю в М, 6 N*. 
{Использовать предложение 4; рассмотреть представление 4 в M ® Mo © N 
и применить а) к представлению, дуальному к этому последнему.) 

45) Предположим, что К — поле характеристики 0. Пусть У — конечно- 
мерное векторное пространство над К, 9 =8] (У), U — универсальная обер- 
тывающая алгебра для M, Un — множество элементов с фильтрацией < п 

в U, U” — множество образов в U однородных симметрических тензоров 
и п над 9 (41...., An) — базис о пространства 9. Пусть 


Ws =v. Тождественное представление $ определяет ее представление 
в Ws, ee продолжается до гомоморфизма л; алгебры U в алгебру 
Ms=2(Ws). | | 
a) Пусть M,— подпространство в M,, порожденное элементами вида 
BOB ©... OB, где eed и B,=1 по крайней мере для одного i. 
1 eee 1 
1<i,, +++, is <m 
понента в U°, где а; ...: симметричны относительно перестановок индексов. 
eee $ 
Показать, что 
N, (=) = m >: a; 
ВОР: ‚sm 
6) Вывести из a что для любого ZEÜU существует конечномерное 


представление л алгебры U, такое, что л (2) == 0. (Одно из следствий из 
этого упражнения см. в $ 7, упражнение 3.) 


6) Предположим, что К — поле. Пусть g есть К-алгебра Ли, x +> x 


* * 
конечномерное представление 8, (e,..., e,) — базис в Ми (ei. a e,) ды 
дуальный базис. 


a; @ ++. a. (modM,). 


11...15 


i. 
a) Пусть f — линейная форма Ha &X) M; тогда 


6) Пусть В — невырожденная билинейная форма на М, инвариантная 
относительно 8. Пусть (ei, ee | „)— базис в М, такой, что B(e;, e;) = 0 if 
Г 


Пусть f — инвариантная линейная форма на &X)M. Вывести из а), что 


I<i, 2. ие sue Se; ) (ei, 69: =. ‚ 69 ei) 


r 
— инвариантный элемент в ©) м, не зависящий от выбора базиса (е,). 
в) Пусть U — универсальная обертывающая алгебра для 8, И” — про- 
странство, дуальное к пространству U. Присоединенное представарние $ 
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продолжается до представления X +-> X,, алгебры g в U, определяемого фор- 
мулой хуи=хи — их для любого u=U. Поэтому И” наделено структурой 
9-модуля. Для того чтобы элемент | пространства U* был инвариантным, 
необходимо и достаточно, чтобы f(uv)—= (vu) для любых и, о из 0. 

г) Пусть D — конечномерный идеал алгебры 9, у — инвариантная били- 
нейная форма на @, ограничение которой на ) невырожденно. Пусть 
/ / 

— два базиса такие, что ( }= 22 
Where (y; 1<j<n A р, ’ VY y; Ô;; Пусть 
г— целое число >|. Пусть f — линейная форма на U, такая, что f[ (uv) = 
= f(vu) для любых и, v из U. Вывести из 6) и в), что 

Пи LR EEE 
i i eee i i i eee i 
| di: Mt) 4, 
11, .-., En r 2 r 


— элемент центра U, не зависящий. от выбора базиса (Y,)- Отыскать, в част- 
ности, заново элемент Казимира. 
д) Пусть 0 — перестановка индексов {1,..., г}. Рассуждая аналогичным 
образом, показать, что 
2 CE У; cl; ) Hi Yi rh 
tet st en 9 (1) “8 (2) ET à PAR DRE r 


— элемент центра U, не зависящий от выбора базиса (Y,). 


7) Пусть 9 — комплексная алгебра Ли, В — ее форма Киллинга, 9 — 
алгебра Ли, получающаяся из 9 сужением поля скаляров до В. Показать, что 
форма Киллинга алгебры fo равна удвоенной вещественной части формы В. 


8) Пусть g — алгебра Ли. Полилинейная форма 
(х,..., Xn) > Tr (ad x,°ad x,° ... oad Xp) 
на 9” инвариантна. 


9) Пусть g есть К-алгебра Ли, p и p’ — полупростые представления 9 
в К-моцулях Vu V’, a ф-— гомоморфизм g-moxyaa V на 9-модуль V’. По- 
казать, что при отображении ф образ множества инвариантных элементов 
в И’ является множеством инвариантных элементов в У” (использовать пред- 
ложение 6). \ 


10) Предположим, что К — поле. Пусть 8 — произвольная К-алгебра Ли, 
М! u М. — два простых неизоморфных 8-модуля, конечномерных над К. 
Если К! — сепарабельное расширение К, то ‘показать, что не существует 
9(к)-Модуля, являющегося простым и изоморфного одновременно подмодулю 


SK y MOAYAA M; (к) И подмодулю 8к,)-модуля Мо (ку. (Использовать предло- 

жение 4 и заметить, что существование ненулевого инвариантного элемента 
* 

B Mi (x, Sx, MK) влечет существование ненулевого инвариантного эле- 


мента в M, ©кМ. (Are. гл. II, $ 5, n°3, теорема 1)). 


11) Пусть № есть р-алгебра Ли, определенная в упражнении 21, $ 1. 
Показать что ее форма Киллинга является нулевой. 


4 12) Предположим, что K— поле. Пусть 8 — некоторая К-алгебра Ли, 
а М — произвольный 8-модуль. Обозначим через СР (4, М) пространство знако- 
переменных полилинейных отображений 4? в М. Положим C°(g, M)=M 
и СР (а, М) = {0} при р < 0. Пусть С* (8, М) — прямая сумма СР (6, M). Эле- 
менты из С* (4, М) называются коцепями 9 со значениями в М; те из них, 
которые принадлежат СР (9, М), называются р-мерными коценями. Для 
любого y=g через i(y) обозначим эндоморфизм С” (8, М), который ото- 


бражает каждое подпространство CP (8, М) в Cr М) и для каждого 
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p > 0 задается формулой 
(EC) P) Cru ce, Xp) = КИ, Ku... Kp-ı). (1) 


Имеем i(y)? = 0. 

a) Присоединенное представление 9 и представление 9 в М определяют 
представление 9 в пространстве полилинейных отображений Gg? в М. Пока- 
зать, что CP(g, М) устойчиво относительно этого представления. Пусть 
9 — представление 8 в С” (8, M), таким образом определенное. Показать, что 


9 (x) i(y) — i (y) 0 (х) =i (Tx, yl) (2) 


для любых X, Y из $9. 
6) Показать, что существует единственный эндоморфизм 4 модуля 


С* (4, M), отображающий CP (а, М) в СР+! (4, М), такой, что 
41 (у) +1 (у) а=6(у) (3) 


для любого ‘ye@q. (Рассуждать индукцией по размерности коцепей.) Пока- 
зать, что для любого f=.CP (4, M 


Alk Xp. ‘p= К xj], jy sous Biz veer pre X 41) + 
+ ZONE du Ней 


(где значок ^ над буквой означает, что ее следует опустить). 
в) Показать, что для любого уе 8 


dd (у) = 8 (y) а. (4) 


(Показать сначала, используя (2) и (3), что 40 (y) — 0 (y) 4 перестановочно 
< любым i(x). Затем доказывать индукцией по размерности коцепей.) 

г) Показать, что 42==0. (Показать сначала, ‘используя (3) и (4), что d? 
ge с любым i(x). Затем доказывать индукцией по размерности 
коцепей. 

д) Ограничение 4 на СР (8, М) имеет ядро ZP (8, М), элементы которого 
называются р-мерными коциклами со значениями в М. Ограничение 4 на 
С М) имеет образ В? (4, М), элементы которого называются когра- 
ницами размерности р со значениями в М. Имеем ВР (8, М) < 7Р (4, M). 
Факторпространство ZP (8, М)/ВР (8, М)=Н?Р (4, М) называется пространством 
р-мерных когомологий алгебры 8 со значениями в М. Через Н* (8, М) будем 
обозначать прямую сумму пространств НР (4, М). Показать, что Н° (8, М) 
совпадает с множеством инвариантных элементов модуля М. Пусть ф — ro- 
моморфизм 8-модуля М в в-модуль N. Для любого [© СР (8, М) имеем 
фойе СР (а, N), так что ф продолжается до К-линейного отображения 
ф’: С*(а, М) > С* (8, М). ПМоказать, Что ф’о4==4оф’. Вывести отсюда, что 
Фф’ определяет гомоморфизм. ф: Н* (8, М) -> Н* (в, N), который называется 
ассоциированным с Q. 

e) Пусть L есть 8-подмодуль модуля М и обозначим 8-фактормодуль M/L 


через N. Канонические гомоморфизмы L В» К определяют гомо- 
морфизмы 
* £ * р’ * 
С* (8, L) — С" (8, М) —> С* (8, М), 
‚N n 
H" (в, Г) — H"(g, М) > Н" (8, N). 
Показать, что Г’инъективен и что его образом является ядро гомоморфизма р’, 


причем р’ сюръективен. Для любого се ИН" (е, N) пусть 2” (а, М) — 
представитель с, a a@@C"(g, М) таков, что р’(а)=г; показать, что 
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da=z"+!(g,L) и что его xaacc 8 Н"*' (а, L) не зависит от с; обозначим 
этот класс через 07с. Показать, что последовательность гомоморфизмов 


0-> ° (8, L) > Но (8, M) “> H° (а, N) > 
0 i 1 1 
Ip (4, L) > H (g, M) A1 (8, N)—> as 


является точной. 2 
ж) В обозначениях е) точная последовательность 


0-> ® (М, L) > (М, М) > (М, N)>0 
определяет точную последовательность 
Но (9, ® (М, M)) > Но (в, ® (М, М)) В! (8, 3 (М, L)). 


Тождественное отображение N является инвариачтом: u = LY (М, М), a зна- 
чит, элементом из H°(g, Z (М, М)); пусть с — его образ в И! (а, ® (М, L)). 
Тогда для того, чтобы в М существовал 8-подмодуль, дополнительный к L, 
необходимо и достаточно, чтобы с == 0. (Это условие означает, что и — образ 
элемента из Я? (4, Z (М, M)), т. е. гомоморфизма v 89-модуля М в 9-модуль М; 
тогда 9 (№) — искомое дополнение.) 

3) Показать, что 21 (4, a) (где 9 рассматривается как Я-модуль относи- 
тельно присоединенного представления) совпадает с векторным подпростран- 
ством дифференцирований g и что В! (4, 9) совпадает с подпространством 
внутренних дифференцирований 8. 

a Пусть a и Б— две К-алгебры Ли, причем D коммутативна, и 


u 
Б —> 9 —>a — расширение а при помощи 5. Для любого x € g ограниче- 
ние ad, x на D зависит только от класса x по модулю Б, т. е. от CTPYKTYPEF 


а-модуля на D. Пусть у есть К-линейное отображение а в A, такое, что» 
цоу\у — тождественное отображение da. Для любых X, у из а положим 
f(x, у) = [vx, уу] — у ([х, y]). Показать, что [е= 7? (а, 6) и что классе с. 
элемента f в Н? (а, 0) не зависит от выбора У. Для того чтобы два рас- 
ширения Ad при помощи D, определяющие одинаковую структуру а-модуля 
на 6, были эквивалентны, необходимо и достаточно, чтобы совпадали соот- 
ветствующие им элементы се À? (а, 5). Для того чтобы расширение было 
расщепляемым (или несущественным), необходимо и достаточно, чтобы с = 0. 
Если В есть а-модуль и если се Н? (а, В), то существует расширение ® 
при помощи В (рассматриваемого как коммутативная алгебра Ли), опреде- 
ляющее данную структуру а-модуля на В и данный элемент c 43 Н? (а, В). 

к) Пусть 89 — конечномерная алгебра Ли над К, U — ее универсальная 
обертывающая алгебра, ) — идеал в 9, В — билинейная инвариантная форма 


ъ / 
на 9, ограничение которой Ha \ невырожденно, Gihéien и (к 
/ = / 
°два базиса в 0, такие, что B(y, y;) ante > y,y;, SU, М — произволь- 
i=l 


ный 8-модуль, р — эндоморфизм C*(g, М), который отображает каждое 
пространство `С? (4, М) в С?! (4, М) и который при р>0 определев 
формулой 

п 


(of) (X12 Xap eee, X 1) 23 (Yu RE #1 


Пусть, наконец, Г — эндоморфизм C*(g, М), продолжающий Ё„ и отобра- 
жающий каждую положительномерную коцепь в коцепь £,,°f. Показать» 
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что pd + 40 =Г. (Если для любого x = 9 положить 
п п - 

/ | Mee ; 

[%, Ув] = dun [х, 4, | = 2. ат» 


A 
TO нужно сначала показать, что а,, = — ay.) Вывести отсюда, что Га = dr. 


Показать, что если М — конечномерный простой модуль, В — ассоциирован- 
ная с ним билинейная форма и если dim не делится на характеристику К, 
to НР (8, М) = {0} для любого р. (Используя предложение 12, показать, что 
Г — автоморфизм пространства С” (8, М) и, значит, индуцирует автомор- 
Физмы на 22 (8, М), В? (4, М). Для [== ZP (a, М) имеем Г! = (dp + pd) {= 
= dof В? (a, M), откуда 22 (4, М) = ВР (8, М).) | 


$4 
Соглашения $ 4 остаются в силе, если не оговорено противное. 


1) Пусть 8 — нильпотентная алгебра Ли, р (соотв. 49) — наименьшее 
целое число, такое, что @?g = {0} (соотв. @,g = 8). Показать, что р =а +1 


и что 69 > ®Р` "4. (Использовать доказательство предложения 1.) 


2) Пусть 9 — полупрямое произведение одномерной алгебры D и комму- 
тативного идеала 8’. Пусть x = В, x 52 0 и и — ограничение ad, x на 97. 


а) Для того чтобы 8 была нильпотентной, необходимо и достаточно, 
чтобы и было нильпотентным. 

6) Hai того чтобы форма Киллинга алгебры $ была нулевой, необхо- 
димо и достаточно, чтобы Tr (u?) = 0. 

в) Вывести из а) и 6), что существуют ненильпотентные алгебры Ли 
< нулевой формой Киллинга. 

г) Вывести из а), что в нильпотентной алгебре Ли с $218 = {0}, 
«Ра = {0} возможно соотношение %;g # G? g. 


3) а) Пусть 9 — нильпотентная алгебра Ли $ — ее центр, 5 — ненулевой 
идеал в 9. Показать, что $[16 = {0}. (Рассмотреть Pb как 8-модуль относи- 
тельно присоединенного представления.) 

6) Если в алгебре Ли 9 идеал b содержится в ®;+19, но не содержится 
в ®;0, то показать, что идеалы DY eG различны для любых различных 
O<Sksi+-l. (Применить а).) | 


4) Пусть § — нильпотентная алгебра Ли. 

а) Любая подалгебра Ли 8 g субнормальна. (Использовать предложение 3.) 

6) Пусть 6 — векторное подпространство в 9, такое, что b+ 94 = 9. 
Показать, что подалгебра g, порожденная D, равна 9. (Применить а) к этой ~ 
подалгебре. Свести таким образом-доказательство к случаю, когда 6 — идеал 
8 9, и использовать предложение 4 из $ 1.) Вывести отсюда, что минималь- 
ное число образующих алгебры 8 равно dim 9/98. 


5) а) Показать, что алгебра Ли g, в которой любая подалгебра субнор- 
мальна, является нильпотентной. (Показать, что если dim g >|, то любой 
элемент х SG принадлежит некоторому идеалу D = 9 алгебры 9, обладаю- 
яцему тем же свойством, что и 9, а следовательно, нильпотентному по пред- 
положению индукции (по размерности 8); поэтому эндоморфизм ad, x 
нильпотентен.) 

6) Показать, что если в некоторой алгебре Ли 8 любая подалгебра, 
отличная от 8, отлична от своего нормализатора, то A нильпотентна. 
«Свести ка).) 


6) Пусть 9 — нильпотентная алгебра Ли, а — коммугативный идеал 9. 
«ледующие условия эквивалентны: а) а — максимальный коммутативный 
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идеал в $; 6) а — максимальная коммутативная подалгебра в 9; в) а совпа- 
дает со своим централизатором a’ в 9. (Импликации He- а) = не- 6) = не- в} 
очевидны. Если а’ ~ а, то по предложению | существует идеал 4” алгебры а, 
такой, что aca” ca’, dima”/a=1. Тогда a” =a-+ Kx, откуда [а”, a”) = 
< [a, a] + [х, a] = {0}, u, следовательно, a) не верно.) 


7) а) Пусть У — конечномерное векторное пространство над К, g — ал- 
гебра Ли нильпотентных эндоморфизмов И, (V,)o<r<n — убывающая це- 
почка подпространств в И, такая, что У, =И, Vy, == {0} и g(V,) СУ, +, 


для OXr<n. Индукцией no i доказать, что (Dig) (У) “у, gi Если 


dim У >71, то подпространство элементов из И, аннулируемых Dig, имеет 
размерность > 2". Если dim У < 21, то Dig = {0}. | 

6) Пусть g — нильпотентная алгебра Ли, i — целое > 0. Если dim D’g> 
> 21-1, то центр Dig имеет размерность >21. Если dm Dg <21 +41, 
то идеал 94 коммутативен. (Применить а) к ограничениям на Dig эндо- 
морфизмов ad, x, x & 9.) 

в) Пусть 4 — нильпотентная алгебра Ли, i — целое число >0. Если Dig 
не коммутативна, TO ‘|4 +19 имеет размерность ao +t: (Факторизуя, 
если это нужно, свести задачу к случаю, когда dim Dit', = 1, и применить 6).) 


8) Пусть g — алгебра Ли, ш — идеал коразмерности 1, x — элемент из в, 
не принадлежащий NM, и Ze 69. 

а) Показать, что линейное отображение D, равное нулю Ha ш и перево- 
дящее х в 2, является дифференцированием тогда и только тогда, когда г 
принадлежит централизатору а идеала ш в G. 

6) Пусть 4 — наибольшее целое число, такое, что а < 994. Показать 
что если, кроме того, 2 g1+la, то D не является внутренним дифферен- 
цированием алгебры q. 

в) Вывести из а) и 6), а также из упражнения 7 с), что если 8 — ниль- 
потентная алгебра Ли размерности > 1, то векторное пространство внут- 
ренних дифференцировакий алгебры $ имеет коразмерность 2 в пространстве 
всех дифференцирований глгебры 9. - 


9) а) Проверить, что следующие таблицы умножения определяют две 
нильпотентные алгебры Ли 93 94 размерностей 3 и 4: 


93: [X 1, Xo] — Хз [X 1» Хз] = [х2, Хз] = 0; 
G4: [Xu Xo] == хз [Хь Хз] == Ха» [81%] == IX» Хз] = [x Х4] == [xs, x4] = 0. 


6) Показать, что 8з изоморфна и (3, К), а также 81 (2, К), если характе- 
ристика К равна 2 

в) Пусть 8, — единственная оцномерная алгебра Ли. Показать, что 
нильпотентные алгебры Ли размерности <4 исчерпываются следующей 
таблицей: 


размерность 1: y; размерность 2: 9; X 91; 

размерность 3: 91 X 81 X 91, 8з;-размерность 4: 91 X 91 Ж 1 Ж8ь, FaX 15 94- 
(Использовать упражнение 7 в). Если 9 нильпотентна размерности 3 и 
dim Dg = |, то заметить, что Dg содержится в центре g (упражнение 3 a)), 
откуда g=q3. Если dimg=4, dim Dg =1, То заметить, что коммутатор 
в 9 определяет билинейную знакопеременную форму на 8/94, которая обя- 
зательно вырождена; вследствие этого существует подалгебра D алгебры 8, 
содержащаяся в центре 9, для которой dim 9 = 1, HN 94 = {0}, т. е. g=hXgs 
Если dimg=4 dim 99 =2, то Dg коммутативна; применяя теорему I 
к ограничениям на ZG эндоморфизмов ad, x (хе Я), показать, что суще- 


ствует коммутативный идеал D в g, такой, что b > Dg, dim b == 3; пусть 
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xeq, хе); выбрать базис в D, такой, что ограничение ad, x на \ в этом 
базисе является жордановой матрицей; тогда g = M4.) 


10) Пусть »D — алгебра Ли дифференцирований алгебры gy (упражне- 
ние 9). Показать, что ® семимерна и что ее центр равен нулю; показать 
также, что идеал D’ CD внутренних дифференцирований не обладает 
дополнительной подалгеброй в D 


11) Пусть Ё — коммутативное кольцо, А — артинова слева алгебра над J, 
‘у — отображение AXA BL. Определим в А закон внутренней композиции 
(а, b) => а*+Ь = аб у (а, b)ba. Для любого подмножества Е алгебры А 


обозначим через Ё подкольцо (без единицы) кольца А, порожденное мно- 
жеством Е. Показать, что если Е состоит из нильпотентных элементов и, 


замкнуто относительно *, то Е нильпотентно (т. е. существует À > 0, такое- 


что ЕП = {0}). Доказательство можно вести следующим образом: 
1° Предположить сначала, что А — простое кольцо, изоморфное, следо 
вательно, LY p (2): где Т — левое векторное пространство конечной размер- 


ности т над телом D. Доказывать индукцией по т. Пусть Ф — мно- 


жество ‘подмножеств F CE, замкнутых относительзо * и таких, что F 
нильпотентно. Показать, что Ф обладает максимальным элементом М 
(заметить, что ЕР” ={0} для любого Feb). Предположить, ‚что М = Е. 
Показать, что существует a = E, такое, что а Е М и Ё{ а M для любого 
[Е M (показать, что не может быть бесконечной последовательности (Ay), 
такой, что ак = E, ан EM; аи = ty—-1* dn-1 при ty—; € M). Пусть $ — под- 
пространство в Т, равное сумме и(Т) при u = M; показать, что $ > {0} 
n ST и что a(S) CS. Пусть М — множество v & E, таких, что 9 ($) CS. 
Используя предположение индукции и рассматривая элементы из М как 
действующие на $ и T/S, показать, что МФ, а это влечет за собой 
противоречие. 

2° В общем случае использовать тот факт, что радикал А нильпотентен. 
Вывести из этого результата новое доказательство теоремы Энгеля. 


12) Пусть g — алгебра Ли, а @”°g — пересечение всех ©Pg. 

а) Алгебра Ли 9/6°g нильпотентна. 

6) Показать, что существует нильпотентная подалгебра \ алгебры о, 
такая, что g=h+@%q. (Доказывать индукцией по размерности 9. Пред- 
положим, что 9 ненильпотентна. Пусть x — элемент из A, для которого 


[= ( | (ad x)? (g) {0}. Пусть и — объединение ядер (ad х)*. Показать, что 
В ; 


оно является подалгеброй в 9 и что G равно прямой сумме / и и. По пред- 
положению индукции И равно сумме ®°и и нильпотентной подалгебры D. 
Наконец, и < 6%g и [< ®° 9.) 

в) Проверить, что. следующая таблица умножения определяет (разре- 
шимую) алгебру Ли размерности 5: 


[x1, Xe] = X5, [X 1, хз] = Хз, [хь Х4| Er ee is [xs X4] — X5;, 


причем остальные [X;, X il равны нулю. Показать, что для этой алгебры Ли 


выполняется GG = Кхз + Kx, + Kxs, HO не существует никакой подалгебры, 
дополняющей 6°g в в. 


413) Пусть g — алгебра Ли, 8 — централизатор 6°g в а. Если 3 ®°а, 
то g обладает ненулевым центром. (Записать 9 = ®”48 - В где + — ниль- 
потентная подалгебра g (упражнение 12). Пусть 8, =§+ Пусть D — ниль- 
потентная подалгебра, такая, что 9: = ®@° 4, + D. Показать, что 9 = @®49 + В 
и что ©%9, < HN Gg. Пусть-у — элемент из 3, не принадлежащий Cg, За- 
писать y=x—+x", где хер, x’ @G~ gi; имеем хеф их x = 0, слвдова- 
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тельно, &П5 — ненулевой идеал в №; используя упражнения 3 а), вывести 
отсюда, что существует ненулевой элемент в 9, перестановочный с @°g и $.) 


414) Пусть g — алгебра Ли, b — субнормальная подалгебра в д, центра- 
лизатор $ (6) которой в D равен 0. 

a) Централизатор $ (@°b) подалгебры ®°5 в à содержится BOS. (Если 
(Erb) 9 ®°”5, то 8(®75) Fb по упражнению 13; ®°5 — идеал ng ($ 1, 
упражнение 14); пусть с ==6 - $ (#°5); с — подалгебра, 6 субнормальна в с: 
Б — идеал в Sc, причем 6526; пусть yeb, y&b y=x+x 
схе 3 (®#°5), x’ eb; имеем x = $ (85) by, хеёБ; 5 = Кх +56 — Подалгебра. 
$d = GP, так как с (®°%5) < SP, откуда Erd ®#6 для любого £: 
$ (#5) ПЪ LCD, так что центр d не равен 0 по упражнению 13; значит и 
$ (6) # {0}, чего не может быть.) 

6) Вывести из а), что если обозначить через D алгебру дифференциро- 
ваний @~b, а через а — центр Ebd, то Ап 9 < dim D + ата (рассмотреть 
действие g на @~D присоединенным представлением). 


15) Пусть 1 — алгебра Ли с нулевым центром, 91 — алгебра Ли ее диф- 
abepreunponaneds © — алгебра Ли дифференцирований D,,.... Тогда [ — идеал 
в O1, Di — идеал в D, и т. д. ($ 1, упражнение 15в)). Пусть D — алгебра Ли 
дифференцирований Wl, а а — центр EM. 

а) Имеем dim D; < dim 9 + dima. (Использовать предыдущее упражне- 
ние и упражнение 15 из $ 1.) 

6) Вывести из a), что для достаточно большого i все дифференцирова- 
ния алгебры D; внутренние. 


16) Пусть 9, и а. — две К-алгебры Ли, а nı и И, — их наибольшие ниль- 
потентные идеалы. Показать, что наибольший нильпотентный идеал в 91 X Go 
равен и, X Ho. 

17) Рассмотрим алгебру Ли 3 (упражнения 9a) и ее базис (хи, хо, хз). 

а) Пусть У — векторное пространство К [X]. Пусть D— оператор диф- 
ференцирования по À в V, а М — оператор умножения на X в И. Показать, 
что если К имеет характеристику 0, то отображение 


ax, + Pre + ух => ар ВМ + у 


является неприводимым бесконечномерным представлением о алгебры дв V. 

6) Если К — поле характеристики р > 0, то идеал (ХР) пространства К [X] 
инвариантен относительно р (8). Для факторпредставления g в К [Х]/(ХР) ни 
одна из прямых не является устойчивой. 


18) Пусть 9 — семимерное векторное пространство над К -с базисом 
{е ) . Определим знакопеременное коммутирование на $ формулами 
1 <1<7 


[eye] = 8,04; (1<31<15<7, i+j <7), (1) 


причем все остальные коммутаторы [е ? e;] равны нулю. 
а) Для того чтобы выполнялось тождество Якоби, необходимо и доста- 
точно, чтобы 
— 423415 + 013094 = 0, (2) 


412034 — 424016 + 914425 = 0. (3) 
6) Будем, далее, предполагать, что все а jj отличны OT 0. Показать, что 
идеалы 679, 939, 944, 5g, @5q обладают следующими базисами: (ез, ед, Ey 


ев, Er), (es, Es, ев, E7), (ез, ев, Er), (Es, ет), (er). Показать, что базисом центра- 
лизатора D идеала G°g является (ео, ез, ед, ез, .ез, Er). 
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» / 9 7 2 
в) Пусть (e;)ı <i<7zApyroi базис в 8, такой, что базисом @°g 
7 7 7 
является (e;), базисом $24 является (es, ет), .... а базисом D является 
7 / / / / 7 
(e), ез, C4, Cr, Cg, ет). Показать, что > 


7 / 7 7 7 7 
le; e;] = 056,4, T Ве 1+1 + Ме +12 Е... + Ae? 
где 
DS A FE, ЕР el, = 
414425416 Ang — 914955416 Any - 

г) Вывести отсюда, что если К бесконечно, то существует бесконечное 
множество попарно неизоморфных нильпотентных семимерных алгебр Ли 
над К, и что существуют комплексные нильпотентные алгебры Ли, которые 
не получаются из вещественных алгебр Ли расширением поля скаляров В 
до С. 

19) а) Пусть 9 — алгебра Ли, D— ee алгебра Ли дифференцирований. 
Определим по индукции характеристические идеалы 919 алгебры 9 следую- 
щим образом: gil = g и (etl — подпространство в A, порожденное элемен- 
tama Dx (DED, хе gel), Следующие условия эквивалентны: 1) любое диф- 


ференцирование алгебры 9 нильпотентно; 2) д] = {0} для достаточно. 
большого К; 3) голоморф 9 нильпотентен. Если они выполнены, то алгебра 9 
называется характеристически пнильпотентно4. Такая алгебра обязательно: 
нильпотентна. > 

6) Проверить, что следующая таблица умножения задает восьмимерную 
ннильпотентную алгебру Ли: 


[x1, Xo] = %3, [Хьь X3] == x4, [Хь u]=%, [Хь Xs] = Xe, 
[x1, X6] ox [x4, x7] = Xs, [х2, Хз] = Хь, . [хо, Х4| "#6; 


[x2, Xs] ==» [X2, Xe] = 2x8 [Ks Xs] == — x7 + ха [X x5] = — Хз 
и [хр x] =0 для i+j>es. Показать, что 
| 8 8 8 8 
@g=) Kx, Sg= > Kx, Sg= У, Kr, Cg = У Kx, 
i=3 i=4 i=5 j=6 


68g = Kx, @'g = {0}, [6%, 9248] = Kx, + Kxs 
. 8 


и что аннулятор ©?g по модулю Gg равен > Кх,. Вывести отсюда, что 
любое дифференцирование D алгебры 8 определено формулами Dx, == 
8 « 
= bas Uj Xj. Показать далее, что u,, =0 для любого i, если характеристика 

j=i | 
поля К отлична от 2, так что A — характеристически нильпотентная ал- 
гебра Ли. 
в) Показать, что если характеристика К не равна 2, то алгебра Ли g не 
является производной алгеброй никакой алгебры Ли. (Если 9 = Dh, то по- 


казать сначала, что D нильпотентна. Заметить, что dim g/Dg =2, что вместе 
с упражнением 7 в) влечет за собой противоречие.) 


420) Пусть 9— алгебра Ли, И — ее универсальная обертывающая 


алгебра. 
р 7 7 
a) Пусть 8’— идеал в g, U’ CU—ero универсальная обертывающая 
алгебра, X= QG иа1,..., An — элементы из U. Предположим, что а; =х для 


индексов |[,..., я Ha, = U’ для остальных индексов (пусть R,..., k, — 9TH 
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индексы, причем k < А, <... <k,). Тогда аа. ... а, — хРа, а»... a, 


LA 
является суммой членов вида x? b, где Б=И” un р’ <p. (Доказать индук- 
цией по р.) 

6) Будем предполагать далее, что $ нильпотентна и что характеристика 
поля К равна 0. Пусть 8’ — идеал коразмерности 1 в 8, U’ — его универ- 
сальная обертывающая алгебра, X — элемент из A, не принадлежащий 8’, Uy 
(соотв. Uj) — подалгебра U (соотв. U’), аннулируемая множеством 5 диф- 
ференцирований 8 (продолжающихся до дифференцирований U), переводя- 
щих 9 в gq’. Предположим, что Uy содержится в центре О и что Us 0”. 

/ 
Показать, что существуют элементы а, EU, а, =U, такие, что a HOw 
а = ха, + dE Us. (Пусть x bmn + Fes СЯ +... $+ Op EU og, где bm, ..., Bg 
принадлежат U’, m>0, bm ~0. Показать, используя a), что для любого 
дифференцирования DEd алгебры g выполняется Оби =0, т (Dx) bm + 
+ Dbm-ı =0, откуда) (mxbm + bm-1) = 0.) Показать, что U, содержится в 


гы 7 = == / 
алгебре К [ a, a; = Us|. порожденной а, a; , Uy) B поле частных Их (которое 
можно построить по следствию 7 теоремы 1 из $ 2). Вывести отсюда, что поле 
A / 
частных U) является полем, порожденным а и Up. Показать, что a трансцен- 


дентно над К [Uo]. 
в) Пусть {0} =g C91 <... < ви = J — последовательность идеалов в 9, 
имеющих размерности 0, 1,..., п. Пусть x, — элемент $, не принадлежа- 


щий Ph Пусть <<... <j, — индексы |, такие, что в ul (универсаль- 
ной обертывающей алгебре для g,) существует элемент центра U, алгебры U, 


не принадлежащий 01-1. Согласно 6), существуют a,, = И.П Ul и а, = 077 
такие, что, а, = 0и а, = xa), а» U,nu!. Индукцией по n показать, 
что = К [а, rn PS PTE a; | и что поле частных алгебры U, по- 


рождено алгебраически независимыми элементами mts eee, a; . D частности, 
q 


поле частных центра алгебры U является чисто трансцендентным расшире- 
нием К. 


21) Пусть g — алгебра Ли, а о — ee автоморфизм. 

а) Предположим сначала, что К алгебраически замкнуто; для любого 
Ле К пусть Г) — множество X &Q, - аннулируемых некоторой степенью 
o — Al; 9 равно прямой сумме Ly. (Показать, что [La, Ly] € Lay.) Заметить, 
что (6 — Au!) ([х, у] ) =[(o — АГ) x, oy] + [Ах, (в — pl) у]. 

6) Для произвольного поля К предположим, что ни одно из собственных 
значений о (в алгебраическом замыкании К) не ‘является корнем из единицы. 
Показать, что 8 нильпотентна. (Свести к случаю алгебраически замкнутого 


поля. Если Л,..., Ам — различные собственные значения ©, то A;A,, № АУ, 


Ajai, ... Не все являются собственными значениями, поэтому эндоморфизм 
ad x нильпотентен при хе L, . Сделать отсюда нужный вывод при помощи 
1 


упражнения 11, примененного к множеству ad, x, где x пробегает объеди- 
нение Ly.) 


в) При произвольном поле К предположим, что Of =], где 4 — простое 
число, и что никакое собственное значение O не равно |. Показать, что 9 ниль- 
потентна. (Тем же методом, что ив 6), замечая, что если à ~ {0}, то 4 не 
равно характеристике К, и что для любой пары Ар М собственных значений O 


существует целое число А, такое, что ЖА = 1.) 
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22) a) Пусть u, о — два эндоморфизма конечномерного векторного про- 
странства E над алгебраически замкнутым полем К. Для любого собствен- 
ного значения. À эндоморфизма и пусть Е), — подпространство в E, состоя- 
mee из векторов, аннулируемых некоторой степенью эндоморфизма и — Al. 
Показать, что если (ad и)" о =0, то подпространства Е» устойчивы относи- 
тельно у. 

6) Вывести из a), что если $8 — алгебра Ли нильпотентных эндоморфиз- 
мов Е, то Е — прямая :CYMMa подпространств Е, {1 </< т), устойчивых 


относительно 8 и таких, что ограничение любого элемента иеЗ на каж- 
дое Е, записывается в виде À; (u) I + и» где À; (и) = Ки и, нильпотентен. 


в) Пусть К — поле характеристики 2, Е = К? и 9 — нильпотентная ал- 
гебра 81(2, К); показать, что m=]| и что для двух элеменгов и, U из 8 
может быть À (и о) = А (и) + À (v). (Одно из следствий этого упражнения 
см. в $ 5, упражнение 12.) 

23) Пусть 8 — некоторая р-алгебра Ли над совершенным полем К ха” 
рактеристики р > 0. Говорят, что $ р-унипотентна, если для любого xe g 
существует такое m, что XP ==0. | 

а) Показать, что любая р-унипотентная р-алгебра Ли нильпотентна. 

6) Предположим, что Я нильпотентна и через D обозначим р-сердцевину 
центра я ($ 1, упражнение 23a)). Показать, что M/h р-унипотентна. 

в) Пусть $9 — нильпотентвая р-алгебра Ли, обладающая базисом из трех 
элементов €; ео, ез, таких, что [еу, &]=[e,, e3}=0, [e,, ез] =e), ef =e), 
e? =e? =0. Имеем D = Key, но 8 не равна прямой сумме D и. р-унипотент- 
ной р-подалгебры. 

г) Показать, что если 9 р-унипотентна, то в ограниченной универсальной 
обертывающей алгебре для 8 двусторонний идеал, порожденный 9, нильпо- 
тентен. (Доказать индукцией по размерности 9.) 

24) Предположим, что поле К имеет характеристику 2. Показать, что 
в нильпотентной алгебре 8. из упражнения 9 не существует 2-отображения. 

25) Пусть 8 — некоторая р-алгебра Ли. Показать, что наибольший ниль- 
потентный идеал в 9 является р-идеалом (см. $ 1, упражнения 22). 

26) Пусть С — группа, и пусть (An)ast — убывающая последователь- 
ность ее подгрупп; предположим, что Hı =G и что, если положить (x, y) = 
= xyx lye то соотношения XH, YS IT; влекут за собой (x, y) = His. 

a) Пусть G,=H,/H;,,; показать, что С, коммутативна и что отобра- 


жение х, YH>(x, y) определяет посредством факторизации Й-билинейное 
отображение а, X С, В С +}. 
co 
6) Положим gr (G) = ух С, и продолжим по линейности отображения. 
5 i —| 
G,XG,>G;, ;, определенные в а), до 7-билинейного отображения gr (С) X 
X gr(G) в gr(G). Показать, что рт (С) — это Z-anre6pa Ли относительно 
данного отображения (для проверки тождества Якоби использовать следую- 
щую формулу: 
((x, y), 22) . ((y, 2), 7) » ((z, x), ух) =e x, y, = из G, 
где х обозначает yxy—! ие — единица G). 
в) Предположим, что существует такое и, что Ни = {е}. Показать, что` 
ог (С) является нильпотентной Й-алгеброй Ли. 


27) Пусть А — ассоциативная алгебра с единицей I, и пусть A5 = 
= ADAÄLıD ... 2 Ay ».. — убывающая . последовательность двусторонних 


114 ГЛ. 1. АЛГЕБРЫ ЛИ $5 


идеалов в À, таких, что Aj. Aj < А; +}. Пусть С — группа с единицей е, и 
пусть Ё С > А — отображение, такое, что |[(е) = 1; f(xy) =f (x).f(y) и 
1 —/(х)е A, для любого x=G. Обозначим через Hy, множество таких x &G, 
что | — f(x) = Аи. Показать, что Ни удовлетворяет условиям упражнения 26. 
Показать, что отображение хн->}{(х) —1 индуцирует при факторизации 
инъективный гомоморфизм алгебры Ли gr (G) в алгебру Ли, ассоциированную 


с градуированным кольцом gr (A) =), AnlAn+:1 (ср. Комм. алг., гл. III). 


$5 


Соглашения $ 5, если не оговорено противное, остаются в силе. 

1) Пусть 9 — двумерная разрешимая неабелева алгебра Ли. Показать, 
что форма Киллинга алгебры. д является ненулевой, что любая инвариантная 
билинейная форма на g вырождена и что любое дифференцирование g является 
внутренним. 


2) а) Показать, что в разрешимой трехмерной алгебре Ли над полем В, 
определенной таблицей умножения [x, у] =z, [x, =2| = —y, [y, 2]=0, не 
существует убывающей цепочки идеалов размерностей 3, 2, 1, 0. 

6) Показать, что в двумерной разрешимой некоммутативной алгебре Ли 
существует цепочка идеалов размерностей 2, 1, 0, но эта алгебра не является 
нильпотентной. 


3) Пусть g — разрешимая алгебра Ли, такая, что условия x EG, yEG, 
[[х, y], у] =0 влекут за собой [x, y] =0. Показать, что’ 9 коммутативна. 
(Пусть А — наибольшее целое число, такое, что Dh lg {0}, Da = {0}. 
Считая k>2, показать сначала, что [D*—g, D* Tg] = {0}, а затем что 


[9*"?g, 4*-?4| = {0}, а это приводит к противоречию.) | 


4) Показать, что центр 8t(n, К) равен нулю и что центр п (п, К) одно- 
мерен. 


5) Пусть g — алгебра Ли, (D°g, Dig, .... Da) — последовательность произ- 
водных алгебр алгебры 8 (n>0, D*~'g + Dg). Имеем dim D'g/D'*!g > 
sort + 1 для 1<i<n—2. (Факторизуя no Da, свести к случаю, когда 9 
разрешима. Использовать в этом случае нильпотентность Dg и упражне- 
ние 7в) из 6 4.) 


6) а) Проверить, что следующая таблица умножения определяет пяти- 
мерную разрешимую алгебру Ли g: 


[хьь x] X, [X 1» x3] — Хз, [х›, X4] = X4, 
[x X4] = [rx Хз] = [хз x4] = [хз 9] = 0. 


6) Показать, что ортогональное дополнение к 4 относительно формы 
Киллинга равно Dg = Кхз + Кх. + Кхь. Вывести отсюда, что Dg — наиболь- 
ший нильпотентный идеал в 9. | 

в) Показать, что не существует подалгебры, дополняющей Dg в g. 
Вывести отсюда, что 8 не является полупрямым произведением коммута- 
тивной алгебры и нильпотентного идеала. (Показать, что такой нильпотентный 
идеал обязательно был бы равен Dg.) 


7) Пусть 8 — трехмерная разрешимая алгебра Ли с базисом (x, y, г)» 
таким, что [х, y] =г, [x, 2] = y, [y, 2] =0. Показать, что линейное отображе- 
ние, переводящее х B—X, y B—Z и 2 B Y, — автоморфизм порядка 4 
алгебры 9. Сравнить этот результат с упражнением 21 в) из $ 4. 


8) а) Пусть Go — вещественная трехмерная разрешимая алгебра Ли, такая» 
что go — коммутативная алгебра размерности 2. Пусть 8 — алгебра, полу- 


& 5 УПРАЖНЕНИЯ 115 


чающаяся из A, расширением поля скаляров В до С. Для любого x == 9 пусть 
di ограничение ad, x на Dg. Показать, что собственные значения и x Либо 


равны по абсолютной величине, либо линейно зависимы над В. (Имеем 
x=dAy+z, где г = Da, уеду, ASC, откуда их =Аиу. В то же время Иу 
есть С-линейное расширение на Dg В-линейного эндоморфизма 96.) 

6) Показать, что существует комплексная трехмерная разрешимая 
алгебра Ли 9 с коммутативной двумерной производной алгеброй Dg и эле- 
ментом х, таким, что ограничение ad, x на Dg обладает собственными значе- 


ниями, ке равными по абсолютной величине и линейно независимыми над В. 
{Построить 8 как полупрямое произведение одномерной алгебры и коммута- 
тивной. двумерной алгебры,) 

в) Показать, что алгебра, построенная в 6), не может быть получена из 
вещественной алгебры Ли расширением поля скаляров В до С. 


9) Пусть g — алгебра Ли, + — ее радикал, 1 — наибольший нильпотентный 
идеал, а О — дифференцирование 9. Показать, что D(a)\r<n. (Пусть 
d — алгебра Ли дифференцирований g и {’— ее радикал. Если элемент x = g 
таков, что Ох ет, то ad (Ох) —[D, ad x] = DdNr’ (следствие 2 предложе- 
ния 5), поэтому ad (Ох) нильпотентен (теорема |), так что Dx = и.) 


10) Пусть 9 — алгебра Ли, т— ее радикал, а — субнормальная под- 
алгебра в 9. Показать, что радикал à равен &«Пт. (Применить несколько раз 
следствие 3 предложения 5.) 


11) Пусть g-— алгебра Ли, о— ее конечномерное представление, 
Е — ассоциативная алгебра эндоморфизмов, порожденная | и р (4). Показать, 
что наибольший идеал нильпотентности И представления р равен множеству и’ 
элементов X е=а, таких, что Тг (р (x) и) =0для любого ие E. (Для доказа- 
тельства включения tt’ CM показать сначала, что И’ — идеал и что для 
любого хе И’ полупростая составляющая 0 (X) равна нулю; заметить с этой 
целью, что Tr ((p (x))”) =0 для любого целого п> 0.) 


12) Предположим, что поле К.алгебраически замкнуто. Пусть 8—ниль- 
потентная К-алгебра Ли. Пусть р — конечномерное представление 9 в век- 
торном пространстве У. Для любой линейной формы A на 9 пусть 


y — векторное подпространство в И, состоящее из & Æ V, таких, что для 
любого x = имеем (о (x) — À (x) /)"§ =0 при достаточно большом N. 


а) Подпространства У^ устойчивы относительно р (8), и их сумма 
является прямой. (Использовать упражнение 22 из $ 4.) 


6) Имеем У = + vy’. (Если каждое о (x) имеет лишь одно собственное 


значение, то У = У согласно следствию 2 теоремы 1. Если p (хо) имеет по 
крайней мере два собственных значения, то У равно прямой сумме двух 
нетривиальных подпространств, устойчивых относительно P (9). Доказывать 
дальше индукцией по размерности У.) 


13) Пусть g — алгебра Ли, D— ее алгебра Ли дифференцирований. Для 
того чтобы 8 была характеристически нильпотентной, необходимо и доста- 
точно, чтобы D была нильпотентной и чтобы dimg>l. (Чтобы убедиться 


в достаточности Условия, записать $8 как прямую сумму подпространств g*, 
применяя упражнение 12 к тождественному представлению ». Показать, 


что [g*, в] = 8^+ и что каждое 9^ — идеал в 8. Вывести отсюда, что 


алгебра 9° коммутативна при А = 0. Используя еще раз тот факт, что D 
нильпотентна, показать, что 9 = 9°, если ат 9 >1. В противном случае мы 
имели бы, что g—g X D, где D коммутативна. Показать сначала, что 
dim) < 1. Если бы выполнялось dim} =1, то существовало бы дифферен- 
цирование D алгебры g, такое, что D(g°) = {0} и О (5) содержалось бы 
в центре -8° ($ 4, упражнение 8a)).) 
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14) Пусть V — конечномерное векторное пространство над К, а г — его 
эндоморфизм. FRAME обозначение zT упражнения 3 из $ 3. Говорят, что 
эндоморфизм =’ пространства И является репликой =, если для любых р 


и 4 любой нуль 2 является нулем oP . Показать, что если Tr (22°) = 0 для 


любой реплики 2° эндоморфизма 2, то "2 нильпотентен. (Использовать дока- 
зательство леммы 3. В обозначениях этого доказательства доказать, что ` 
именно { является репликой 2.) 


15) Пусть К — поле характеристики 2. Тождественное представление 
нильпотентной алгебры Ли 8#(2, К) в К? задает полупрямое произведение в} 
идеала К? и подалгебры $f (2, К). Показать, что D разрешима, но Dh 
ненильпотентна. Вывести отсюда, что D He обладает точным линейным пред- 
ставлением треугольными матрицами. Паказать также, что не выполняются 
заключения упражнения 5. 


16) Пусть 8 — алгебра Ли над a sahen полем К, А — ассоциативно- 
коммутативная алгебра над Ки 8” —=8 © кА — алгебра Ли над К. 

а) Если D — дифференцирование А, то показать, что EYAISCTBYST диффе- 
ренцирование D” алгебры 9’, и притом единственное, такое, что D’ (x@a) = 
=x) Da для x EQ, a & À. 

6) Пусть р — простое число, С — циклическая группа порядка р, 
$ — образующая G. Пусть К — поле характеристики р, и будем считать 
далее, что А — групповая алгебра группы. @ над К. Показать, что суще- 
ствует единственное дифференцирование D алгебры A, такое, что 
D (s*) = ks""! для Moore k=Z. Показать, что К-линейные комбинации 


элементов x © ($ — 1)* (k=1, 2,..., p—1, x SQ) образуют разрешимый 
идеал Y алгебры g’ и что 4 7 изоморфна 9. 

в) Пусть g проста (см. $ 6, n° 2, определение 2). Тогда t — радикал g’, 
но не характеристический идеал. `(Заметить, что D(x&® ($ — 1)) = x@1.) - 


17) Пусть g — алгебра Ли. Предположим, что в любом неприводимом 
8-модуле М конечной размерности над К эндоморфизмы X,, попарно пере- 


становочны. Показать, что д разрешима. (Заметить, что производная алгебра Dg 
содержится в нильпотентном радикале и, следовательно, разрешима.) 


$6 
Соглашения $ 6 остаются в силе, если не оговорено противное, 


af 1) Пусть g — полупростая алгебра Ли, о — конечномерное предста- 
вление 9 в M. 

а) Если о — простое и ненулевое представление, то НР (4, М) = {0} для 
любого р. (Использовать предложение | и упражнение 12к) из $ 3.) 

6) Для любого о имеем НД! (9, М) = {0}. (Если о просто и не является 
нулевым, то применить а). Если о нулевое, то использовать равенство g=Dg. 
В общем случае доказывать индукцией по размерности р: если N — некото- 
рый 8-подмодуль М, отличный OT {0} и М, то использовать точную после- 
довательность: 


Н' (8, М) > A’ (8, М) > Н' (8, MIN), 


построенную в. упражнении 12е) из $ 3). Получить новое доказательство 
замечания 2 из n° 2. 

в) .Вывести из 6) доказательство теоремы 2. (Использовать упражне- 
Aue 12 x) из $ 3.) Вывести также из 6), что любое дифференцирование 9 
является внутренним. (Использовать упражнение 123) из $ 3.) 

г) Для любого рф имеем Н? (9, М) = {0}. (Рассуждать, как ив 6), причем 
достаточно рассмотреть случай, когда р =0. Пусть ce Н? (8, M). Расемот- 
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реть в соответствии с упражнением 12 и) из $ 3 центральное расширение b 
алгебры $ при помощи М, определенное с. Присоединенное представление h 
определяет представление 8 в D. Согласно теореме 2, М обладает в D допол- 
нением, устойчивым относительно 8, т. €. расширение является тривиаль- 
ным. Поэтому с =0 согласно упражнению 12и) из $ 3.) 

д) Вывести из 6) и г) доказательство теоремы 5. (Как и в основном 
тексте, ограничиться случаем коммутативного радикала.) 


2) Пусть 9 — алгебра Ли, + — ее радикал, (dp, @1, ...) — последователь- 
ность идеалов в J, определенная следующим образом."|) A, == {0}; 2) а; + 1/a;— 
максимальный коммутативный идеал в 6/4а;. Пусть р — наименьшее целое- 
число, для которого ар =ар+: =... . Показать, что т==а,. (Показать, что. 
g/a, полупроста). 


3) Для того чтобы алгебра Ли 9 была полупростой, необходимо и доста- 
точно, чтобы она была редуктивной в любой алгебре Ли, содержащей g 
в качестве подалгебры. (Если g удовлетворяет этому условию, то пусть. 
М — произвольный 8-модуль конечной размерности над К. Рассматривая М 
как коммутативную алгебру, построить полупрямое произведение в и M, 
в котором $ редуктивна. Вывести отсюда, что М полупроста.) 


4) Пусть 9 — полупростая алгебра Ли, рф — неприводимое ненулевое 
представление $8 в конечномерном пространстве М. Пусть D — соответствую- 
щее полупрямое произведение. Показать, что № = Dh, что центр № равен нулю. 
и что D не является произведением полупростой и разрешимой алгебры.. 


5) Пусть a — алгебра Ли и t — ее радикал. Если + обладает убывающей 
последовательностью характеристических идеалов 1 ==>; >... D ty == {0}, 
таких, что dimti/t;+1 =1 для ON i < п, то 9 равна произведению полупростой. 
и разрешимой алгебр. (Пусть $ — подалгебра Леви в 9. Для любого x & 8. 
пусть о (x) — ограничение ad,x на т. Тогда р—прямая сумма представлений 


размерности 1, которые являются нулевыми, так как 8 == 93.) 


6) Пусть 9 — алгебра Ли, D°g — FE ЧР (р=1,2,...). По- 
казать, что 9g/D”°g разрешима и что (423) = D°g. Для того чтобы g° 


‚ была изоморфна произведению полупростой и разрешимой алгебр, необхо- 


димо и достаточно, чтобы D° была полупростой. 


7) а) Пусть 9 — алгебра Ли, D — полупростой идеал в 9, à — централи- 
затор D в 9, так что g совпадает с ЭЖа. Показать, что для любого идеала # 
алгебры g имеем #= (#15) Х (Па). (Пусть Ё — каноническая проекция f° 
на D; это идеал в D, поэтому Df, =; вывести отсюда, что f, Cf.) 

6) Пусть В — инвариантная билинейная форма на 9. Показать, что Dua 
ортогональны относительно В (использовать равенство | = 9) и что. 
B= В, + Bo, где В, (соотв. В.) — билинейная инвариантная форма, ограниче- 
ние которой на @ (соотв. на 9) равно нулю. 

в) Вывести из а), что в 9 существует наибольший полупростой идеал.. 
(Рассмотреть максимальный полупростой идеал 9.) 


8) Пусть 9 — алгебра Ли. Идеал D алгебры g называется минимальным, 
если a {0} и если любой идеал в 89, содержащийся в D, равен либо {0},. 
либо D. 

а) Любой простой идеал в 8 минимален. 

6) Пусть  — минимальный идеалв g и t— радикал 9. Либо оу, и 
в этом случае D абелев, либо bfr {0}, и в этом случае D прост. (Исполь- 
зовать тот факт, что производная алгебра алгебры Ли и простые компоненты 
полупростой алгебры Ли характеристичны.) 


9) Для того чтобы алгебра Ли g была редуктивной, необходимо и 
достаточно, чтобы ее центр C совпадал с наибольшим нильпотентным- 
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идеалом. (Если это услэвиз выполнено, TO пусть + — радикал g; Dr содержится 
в центре т, поэтому + нильпотентно и + == с.) 


10) Пусть g — алгебра Ли, такая, что условия x € 9, yea, [[x, у], y]=0 
влекут за собой [х, у] =0. Показать, что 4 редуктивна. (Показать, что 
радикал т алгебры 9 коммутативен, и применить упражнение 3 из $ 5. По- 
казать затем, что [g, 1] = 0.) | 


Ч 11) а) Пусть 8 — алгебра Ли, v— ее радикал, $ — ее подалгебра Леви 
и ш — идеал в 9, содержащий т. Существует идеал D подалгебры 8, допол- 
чняющий NI в 9, такой, что [m, д] Cr. 

6) Пусть 9 — алгебра Ли, а — субнормальная подалгебра в я. Тогда 
существует композиционный ряд g =8 > 9 >... >28, =4, такой, что 
3; — прямая сумма §,,, и подалгебры 5, которая либо одномерна и содер- 
жится в радикале +(8,) алгебры g,, либо проста и такова, что [h,, 8411 
<t(9,,,). (Свести к случаю, когда à — идеал в 8. Пусть 8’ =g/a ит’ — 
радикал 9’. Алгебра g’/t’ является произведением своих простых идеа- 
лов A, Aa, ..., Ac. В качестве нормального ряда 4’ выбрать нормальный 
ряд радикала +’, факторы которого одномерны, и полчые прообразы идеалов 
A, Gy K Ay, .... A1 X A Ж... X Ac. Затем рассмотреть полный прообраз в g 
этого композиционного ряда.) 

12) Пусть 8 — алгебра Ли, т — ее радикал и D — дифференцирование g. 

а) Если Dr) = {0}, то Ш — внутреннее дифференцирование. (Пусть 
€ — централизатор т в 9. Присоединенное представление 9 индуцирует пред- 
ставление x*t+—> о (x*) алгебры g* = 9/5 вс. С другой стороны, [D (gq), r] = 
D([g, 1]) +[g, D (x)] = {0}, откуда D (a) < с, так что D определяет линей- 
ное отображение D*: 9*->с. Показать, что D* ([х*, y*])=p (x*) D*y*—p (y*) D*x* 
для любых x*, y* из g*. Вывести отсюда, что существует элемент ае с, 
такой, что D*x* == р (х*) а для любого х*е д” (ср. с n° 2, замечание 2), 
откуда Ох = [х, а] для любого x Sg.) | 

6) Если D на радикале T совпадает с некоторым внутренним дифферен- 
цированием 8, то оно — внутреннее дифференцирование. (Применить а).) 


13) Пусть g — алгебра Ли над алгебраически замкнутым полем, t — ее 
радикал, а р — неприводимое конечномерное представление. Тогда p (г) ска- 
-лярен для любого zy. (Свести к случаю, когда 9 редуктивна. В этом слу- 
чае г — центр 8.) 


14) Пусгь Х— нильпотентная матрица из gl (и, К). Показать, что 
в 91(п, К) найдутся две другие матрицы У, H, такие, что [H, Х] =Х, 
{H, У] = -— У, [X, У] =H. (Доказывать индукцией по п, используя жорда- 
нову форму X; свести доказательство к случаю, когда Х = Es + Eos + ... 

+En-ı,n; выбрать в качестве У некоторую линейную комбинацию Er, k-1, 
a в качестве Н — некоторую линейную комбинацию E;;.) 


4 15) а) Пусть X, У — две матрицы из 81 (п, К). Показать, что если 
{X, Y}=X, то X нильпотентна. (Для любого [© К[Т] заметить, что 
df (X), У] =хХР (X)) 

6) Пусть g — алгебра Ли, À, x — два элемента из Q, такие, что [A, x]=x, 
причем существует zZ=g, для которого [х, 2] =й. Показать, что суще- 
ствует уе д, такое, что [х, у] =Ви [1, у] =— у. (Показать сначала, что © 
[z, A] + z принадлежит централизатору и элемента x в 9. Показать затем, 
что и устойчив относительно а4й и что ограничение на 1 эндоморфизма 
I — ad биективно; для доказательства этого заметить, что, согласно а), 
эндоморфизм а4х нильпотентен, и доказать, что если 8, — образ 8 при 
{ad x)‘, то I—ad A индуцирует при факторизации биекцию на (и 8,—/)/(иП8:); 
использовать соотношение [ad г. (ad x)*]=— k (ad xe! (adh-+ ы 5 I).) 
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в) Пусть 9 — подалгебра в gl(n,-K); предположим, что для любой 
нильпотентной матрицы À HA существуют две другие матрицы Н, У в 9, 
такие, что [H, X] =X, [Н, У] = — У, [Х, У] =H. Пусть D — подалгебра в g, 
такая, что существует дополнительное подпространство nt к D в 9, для 
которого [d, m] Cut. Показать, что D обладает тем же свойством, что и 89, 
по отношению к своим нильпотентным матрицам (использовать 6)). 


16) Пусть g — подалгебра gl (п, К), такая, что тождественное предста- 
вление 4 полупросто. Показать, что любая нильпотентная матрица À = 
содержится в простой трехмерной подалгебре 9. (Показать, что g редук- 
тивна в gl (п, К); использовать затем упражнения 14 и 15в).) 


17) Показать, что алгебра, получающаяся из простой вещественной 
алгебры Ли расширением поля скаляров В до С, не всегда проста. (Пусть. 
9 — простая вещественная алгебра Ли. Если 9’ = Mc) — простая алгебра, 


то пусть D— вещественная алгебра Ли, получающаяся из 8’ сужением 
на В поля скаляров. Известно, что D проста. Тогда (су согласно упражне- 


нию 4 из $ 1, является произведением двух алгебр, изоморфных 97. Ср. также: 
с упражнением 266).) 


18 а) Пусть 9 — простая алгебра Ли. Любая билинейная инвариантная 
на 9 форма либо равна нулю, либо невырожденна. Если К алгебраическиг 
замкнуто, то любая билинейная инвариантная форма В на 4 пропорциональна: 
форме Киллинга Во. (Рассмотреть эндоморфизм © векторного пространства 9, 
определенный формулой B(x, y) = Bo (ох, и), и показать, что O перестаново- 
чен с аа, х для любого X, а значит, скалярен.) Показать, что этот результат. 


может не иметь места, если К не алгебраически замкнуто. (Использовать. 
упражнение 17 и тот факт, что размерность пространства билинейных инва- 
риантных форм не изменяется при расширении поля скаляров.) 

6) Пусть 9 — полупростая алгебра Ли над алгебраически замкнутым полем.. 
Вывести из a) и упражнения 7 6), что размерность пространства билинейных- 
инвариантных форм на 9 равна числу простых компонент в и что все 9TH 
формы являются симметрическими. | 

в) Пусть 9 — простая алгебра Ли, М — пространство, дуальное к вектор- 
ному пространству À, наделенному структурой модуля присоединенного пред-- 
ставления 9, D — полупрямое произведение q и М, определенное X+—> x,,. Для 
любых у, 2 издиу,, 2’ из М положим В(у- у’ z+2’/)=y, г”) + (2, у). 
Показать, что В является симметрической инвариантной билинейной формой. 
на D, He ассоциированной ни с каким представлением D. (Заметить, что ради- 
кал и нильпотентный радикал алгебры D равны М.) 


19) Пусть 9 — редуктивная алгебра Ли, И — ее универсальная оберты-- 
вающая алгебра, Z — центр U и V — подпространство в U, порожденное ~ 
элементами вида uv — vu meU,veU). 

а) U равно прямой сумме Z и Г. (Применить предложение 6 из $ 3 
к представлению xt—>ad х алгебры g в U, замечая, что в разложении: 


(= у U” из $2, n°-7, следствие 4 теоремы 1, подпространства И” устой- 
п 
чивы относительно этого представления.) 

6) Пусть и ae ae проектирование U на Z параллельно И. Показать, 
что (uv)? = (vu)”, (zu)? = ги” для любых u EU, vEU, 2eZ. 

в) Пусть À — двусторонний идеал BU. Показать, что R=(RNZ)+H(RNV). 
(Доказательство того факта, что компонента в V элемента г из R принадле- 
жит R, свести к случаю, когда К алгебраически замкнуто; заметить, что Ю 
устойчив относительно представления о алгебры U в U, продолжающего- 
хЕ-> ad,,%; разложить г относительно U”, применить, наконец, к ограниче-- 


нию р на U” следствие 2 теоремы 1 из Aue. гл. VIII, § 4, n° 2.) 
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г) Пусть R’ — идеал BZ, а Rı — двусторонний идеал в И, порожден- 
ный А’. Показать, что К: [12 = А’. (Использовать 6).) 


20) Предположим, что К алгебраически замкнуто. Пусть 8 — алгебра Ли 
и с — ее центр. 

а) Если g обладает точным конечномерным нчеприводимым представле- 
нием, то 9 редуктивна и dimc<l. 

6) Обратно, если 9 редуктивна и dimc<l, то 8 обладает точным не- 
‘приводимым конечномерным представлением. (Если 8 — простая, то исполь- 
-80BaTb присоединенное представление. Показать, что если 8 = 8: X Jou Jy Jo 
обладают точными неприводимыми конечномерными представлениями Pr, Pa 
в пространствах Ма, Mz, то (хь X) +> 1 (х1) 91-16 p2 (x2) — полупро- 
-CTOe представление о алгебры 9 и централизатор д-модуля М, © М. состоит 
_из одних скаляров, так что P на самом деле просто. В случае когда 9ı и 9 
полупросты или 9, полупроста, а Fo коммутативна, показать, что P точно, 
-рассматривая ядро о, являющееся идеалом в Gy X Mo.) 


21) Пусть V — векторное пространство над К конечной размерности 
„п > 1. Показать, что 81 (У) проста. (Свести к случаю, когда К алгебраически 
‚замкнуто. Предположим, что 81(V)—a XD, причем dima=a>0, dimb= 
—=6 > 0. Пусть А (соотв. В) — ассоциативная алгебра, порожденная | u a 
(соотв. 6). Тогда У можно рассматривать как простой (А © „, В)-модуль. 


Следовательно, существуют А-модуль Р конечной размерности р над Ки 
_В-модуль О конечной размерности 4 над À, такие, что У будет (А © K В)-изо- 


морфным P@,Q (Azz, гл. VIII, $7, n°7, предложение 8, и n°4, тео- 


`рема 2); Ри Q точны, следовательно, asp’, b<q?. С другой стороны, 
„аб =п?—1, pg=n, откуда (р? — 1) (4 — 1) <2 и тем самым получается 
противоречие.) 


22) а) Пусть 8 — нильпотентная алгебра Ли над алгебраически замкну- 
тым полем К произвольной характеристики. Пусть $ — ее центр, о — конеч- 
‚номерное представление 9, В — ассоциированная билинейная форма. Показать, 
что $[] Dg ортогонально к 8 относительно В. (Свести, используя последова- 
тельность Жордана — Гёльдера, к случаю, когда о неприводимо. Заметить 
в этом случае, что для любого ZEHN Dg p (г) — скалярная матрица с Hy- 
‚левым следом. Использовать, далее, упражнение 22 6) из $. 4.) Вывести от- 
‚сюда, что если В невырожденна, то $8 коммутативна. (Использовать упражне- 
нение За) из $ 4.) 

6) Предположим, что К — поле характеристики 2. Показать, что для 
`разрешимой алгебры Ли gl(2, K)=g билинейная форма, ассоциированная 
-C тождественным представлением, невырожденна, а центр $ содержится в Dg 
-H отличен OT {0}. 

в) Пусть 9 — шестимерная алгебра Ли над К, обладающая базисом (а, 6, 
‚с, d, е, |) с таблицей умножения [a 6] = —[b, а] =а, [а, с] = — [с, а] =e, 
6, с] = — [с, 6] =f (остальные коммутаторы равны нулю). Пусть В — били- 
нейная форма на 9, такая, что В\(с, 4) = В (а, с) =1, В(а, f) = В (фа) =1, 
8 (6, e) =В(е, 6) =— |, причем остальные значения В на парах элементов 
M3 рассматриваемого базиса равны нулю. Показать, что В инвариантна, 
‘8 нильпотентна, $ = Dg = {0} и В невырожденна. 


23) Пусть 8 — некоммутативная трехмерная алгебра Ли над полем К 
произвольной характеристики. 

а) Если 9 обладает ненулевым центром $52 {0}, то dimg=1 ($1, упраж- 
‘нение 2) и dim 98 =1. Если $ == Dg, то 9 — прямая сумма $ и некоммута- 
гивной двумерной алгебры. Если 8 = Dg, то 9 — некоммутативная нильпо- 
`тентная алгебра ($ 4, упражнение Эа)). 

6) Если $ = {0}, но в 9 имеется двумерная коммутативная подалгебра, 
“TO эта подалгебра единственна и равна Dg; для любого x & Dg ограниче- 
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ние и эндоморфизма adx на Dg является биекцией этого векторного про- 
странства, определенной с точностью до постоянного множителя. Обратно, 
любой автоморфизм и двумерного векторного пространства Ка + Kb опре- 
деляет структуру алгебры Ли на 9 = Ка + Kb + Кс при помощи условий 
[а, 6] =0, [с, а] = и (а), [с, 6] = и (5). Для того чтобы две алгебры Ли, оп- 
ределенные таким образом, были изоморфны, необходимо и достаточно, 
чтобы матрицы задающих их автоморфизмов отличались лишь скалярным 
множителем. 

в) Предположим, что в J нет более чем одномерной коммутативной под- 
алгебры. Показать, что тогда существует элемент а=4, такой, что а 62 
& (ad а) (9) (предполагая, что некоторый элемент X не обладает этим свой- 
ством, показать, используя тождество Якоби, что некоторый другой эле- 
мент обладает желаемым свойством). Существует тогда базис (а, b, с) ал- 
гебры 9, в котором [а, 6] = с, [а, с] = Bb, [6, с] = ya, причем В 520 и yO, 
а g простая. Пусть ф — канонический изоморфизм 8 на внешнюю степень 

2 


Л д* пространства, дуального к 9, определенный с точностью до обратимой 


константы (Алг., гл. III, $ 8, n°5); пусть и — линейное отображение 9 в g*, 
определенное условием ([x, y}, и(2)) =(х Лу, P(2)); билинейная форма 
Ф (x, у) =(x, u(y)) на § XG симметрична и невырожденна и 2M — форма 
Киллинга § с точностью до ненулевого множителя. Для того чтобы две про- 
стые алгебры размерности 3 над К были изоморфны, необходимо и доста- 
точно, чтобы соответствующие им билинейные формы были эквивалентны 
с точностью до постоянного множителя, отличного от нуля. 

г) Если характеристика К не равна 2, то простая алгебра Ли 9, опре- 
деленная в в), изоморфна алгебре Ли о(Ф) формальной ортогональной 
группы С (Ф) ($ 1, упражнение 26 a)). Для того чтобы в 8 были векторы X, 


‘такие, что эндоморфизм ad x обладает собственными векторами, He пропор- 


циональными X, необходимо и достаточно, чтобы Ф была формой ненулевого 
индекса; 4 обладает таким базисом (а, 6, с), что [a, 6] =, [a, с] = —с, 
b, с] =a. 

д) Показать, что если К — поле характеристики 2, TO в 9 не существует 
2-отображения и, следовательно, 9 не является алгеброй Ли никакой фор- 
мальной группы. Показать, что g обладает дифференцированиями, не являю- 
щимися внутренними. | 


Ч 24) Пусть К — поле произвольной характеристики р. Примем также 
определение 1. 


a) Показать, что, за исключением р = п = 2, единственными нетривиаль- 


4 п 
ными идеалами в Gl (и, К) являются центр $ размерности | с базисом УЕ 
| i=l 
и алгебра Ли Sl(n, К), состоящая из матриц co следом 0. (Заметим, что, за 
исключением отмеченного случая, если идеал à содержит матрицу E;;, то 


он обязательно содержит 81 (п, К). Если à содержит элемент, не принадле- 
жащий центру 8, то, умножая этот элемент не более чем на четыре подхо- 
дящим образом выбранных элемента Е;;, можно получить ненулевое кратное 
одного из Е;у.) Показать, что если п не кратно р, то gl(n, К) является 
прямой суммой 31 (п, К) и 3, причем 81 (п, К) проста. Если же п кратно р 
un > 2, то показать, что 81 (п, K)/3 проста (теми же методами). 

6) Показать, что если n кратно рип > 2, то 81 (п, К)/$ имеет нулевой 
радикал, но обладает абелевой факторалгеброй gl (п, К)/8{ (п, К). 


4 25) Пусть К — поле произвольной характеристики р. Обозначим через 
8} (2n, К) алгебру Ли формальной симплектической группы OT 2n перемен- 
ных над К ($1, упражнение 26 в)). Показать, что эта алгебра Ли- 
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являющаяся подалгеброй в gl (2n, К), обладает базисом 
H;=E,— Erin, ien - (Зв), 


F,=E,;—-Eun, irn (34151, ij), 
’ 44 . . 
GR jan FE, cee ran rt ans AIRES Sa), 
Ei ita! Fitna Sta). 


а) Показать, что если p2,n>1, то алгебра $y (2n, К) простая (при 
п =1 8р (2К) = 81 (2, К)). (Метод тот же, что и в упражнении 24.) 

6) Если р=2 и п 23, то показать, что H,, F;; Gi; и Gi порождают 
идеал à размерности n (2n — 1); его элементы вида 


à | 

: [4 и 

zZ МИ: Di OP iy + +» BG; + 2; Уи @ 11 
ij À < yee i<j 


i=1 


n > 
€ >, A; =0 образуют идеал b Ca размерности п (2n—1)—1, кратные ez H; 
порождают идеал с — центр 89 (2n, К); 6 и с — единственные идеалы в 4, 
причем b= D (81 (2п, K)) и Б/с простая (тот же метод). Что собой пред- 
«тавляют идеалы Sy (4, К), если К — поле характеристики 2? 


Ч 26) Пусть К — поле характеристики == 2, D — билинейная симметри- 
ческая невырожденная форма на N-MEPHOM пространстве над К. 

а) Показать, что если n>5, то алгебра Ли о (Ф) проста. (Расширяя, 
если нужно, поле скаляров, рассмотреть лишь случай, когда индекс Ф равен 
т = [п/2]. Если, например, п — 2m четно, то в качестве базиса о (Ф) можно 
взять HE; — Eum im Fır = Ei; Ertm, item OS iSm, 151, 


7 и x 7. 
G;; = Ey jam Er. itm # Gi = Etiam, 17 Ета (SI<ISm); paccy- 
ждаем теперь так же, как и в упражнениях 24 u 25. Действовать аналогич- 
ным образом, когда n=2m + 1 нечетно.) 

6) Пусть А — дискриминант Ф в некотором базисе. Предположим, что 
п —4. Показать, что если A не является квадратом в К, то 0 (Ф) проста. 
Если А — квадрат, то о (Ф) — прямая сумма двух изоморфных трехмерных 
‚алгебр Ли. (Использовать строение С (Ф), описанное в Алг., гл. IX, $ 9, 
‘упражнение 16.) Вывести отсюда пример простой алгебры Ли, которая ста- 
новится непростой при расширении поля скаляров. 


27) а) Показать, что в конечномерной р-алгебре Ли радикал является 
ф-идеалом. (Использовать упражнение 22 в) из $ 1 

6) Для того чтобы радикал р-алгебры Ли g был равен нулю, необхо- 
димо и достаточно, чтобы в 9 не содержалось ненулевых коммутативных 
Ф-идеалов. (Использовать упражнение 22 в) из $ |.) 


$7 
Соглашения $ 7, если не оговорено противное, остаются в силе. 


1) а) Для того чтобы К-алгебра Ли была нильпотентной, необходимо и 
достаточно, чтобы она была изоморфна подалгебре алгебры и (и, К). 

6) Предположим, что К алгебраически замкнуто. Для того чтобы К-ал- 
reOpa Ли была разрешимой, необходимо и достаточно, чтобы она была изо- 
морфна подалгебре алгебры # (п, К). 


2) 11усть 9 — алгебра Ли, и — ее наибольший нильпотентный идеал. 
«Существует конечномерное векторное пространство У и изоморфизм 9 на 
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подалгебру в 81 (ИУ), отображающий любой элемент из и в нильпотентный 
эндоморфизм У. (Использовать теорему Адо и упражнение 5 из $ 1.) 


3) Пусть 8 — алгебра Ли, U — ее универсальная обертывающая алгебра.. 

а) Показать, что для любого и = U (и == 0) существует конечномерное 
представление л алгебры U, такое, что л (и) I. (Использовать предыду- 
щее упражнение и упражнение 56) из $ 3.) 

6) Вывести из а), что если 9 полупроста, то существует бесконеч- 
ное число попарно неэквивалентных конечномерных представлений 09. 
(Пусть 01, ..., Pn — неприводимые представления 48 конечной размерности» 

п 


№1, ..., Ny — аннуляторы соответствующих И-модулей, N = f} N;. Пока- 
i=] 

3aTb, что N имеет конечную коразмерность BU. Пусть п == М, n~O0. При- 

менить а) к п.) 


di 4) Пусть g — алгебра Ли, а — ее субнормальная подалгебра, t (a) — 
радикал алгебры 4 и о — представление конечной размерности алгебры а... 
Для того чтобы P допускало конечномерное продолжение на 9, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы Dgfr(a) содержало наибольший идеал 
нильпотентности о. (Для доказательства достаточности действовать следую- 
щим образом: пусть 8 =8, > 8, >... > 8,==4 — нормальный ряд 9, обла- 
дающий свойствами из упражнения u 6), N 6. Показать по индукции суще- 
ствование продолжения о, представления о Ha 9$, наибольший идеал ниль- 


потентности которого содержит Dg Пт (8;). В обозначениях упражнения 11 6} 
из $ 6 переход от p,,, кр; следует из теоремы | в случае, когда №, проста» 
или D, одномерна и DENT(g,,,)=DsNt(g,). Если 92811 (8:1) DIN (8,), 
можно предполагать, что b,c Daft (8;). Имеем тогда 1(8;) =1(8)П 8; 
($ 5, упражнение 10) и можно еще раз применить теорему 1.) 


4 5) Пусть К — поле характеристики р > 0, 9 — алгебра Ли конечной 
размерности n над К, U — универсальная обертывающая алгебра для 09. 

а) Назовем р-многочленом от одной переменной (над К) любой много- 
член из К [X], в котором ненулевые члены имеют степень, равную степени 
числа р. Показать, что для любого многочлена f (Х) 20 из К [Х] существует” 
5 (Х) Е К[Х], такой, что (X) g(X) является р-многочленом (рассмотреть. 

Е 


остатки от деления по алгоритму Евклида многочленов ХР на } (Х)). 

6) Показать, что для любого элемента ZE 9 существует ненулевой мно-- 
гочлен | (Х) = К [X], такой, что f(z) принадлежит центру С алгебры U. 
(Рассмотреть минимальный многочлен эндоморфизма adz и применить- 
а) к этому многочлену, используя формулу (1) из упражнения 19, $ 1.) 

в) Пусть (C1 ci<n базис 9. Для любого i пусть fi == 0 — многочлен. 


из К [X], такой, что mt (e;) = C; пусть 4; — его степень, и пусть L — двусто-- 
ронний идеал U, ми элементами и; =f; (е;). Показать, что классыь 
mod элементов en er e, n где О <а; < d;, образуют базис U/L. 


г) Показать, что g обладает точным конечномерным представлением: 
(выбрать /; так, что 4; > 1 для любого i). 

д) Показать, что если 9 = {0}, то существует линейное конечномерное- 
представление 9, не являющееся вполне BOHSDAUMEIM. (Предполагая, что сте-- 


пени 4, многочленов [, больше |, заменить |, на ie в определении L и заме- 


ТИТЬ, что тогда в центре U/L имеются ненулевые нильпотентные элементы, 
т. e. U/L не полупроста.) 


ГЛАВА П 


СВОБОДНЫЕ АЛГЕБРЫ ЛИ 


В этой главе!) буква К обозначает ненулевое коммутативное 
кольцо. Для единичного элемента в К используется символ 1. 
Если не оговорено противное, все коалгебры, алгебры и биалгебры, 
все модули и все тензорные произведения рассматриваются над К. 

Начиная с $ 6, предполагается, что К — поле характеристики 
нуль. | 


$ 1. Обертывающая биалгебра алгебры Ли 


В этом параграфе 9 — алгебра Ли над К, U (9), или просто U, — 
её универсальная обертывающая алгебра (гл. I, $ 2, n° 1), o— 
каноническое отображение $ в Ц (8) (там же) и (Un), 9 — кано- 


ническая фильтрация алгебры U (там же, n° 6). 


1. Примитивные элементы коалгебры 


В этом пункте мы рассмотрим коалгебру Е (Alg., 3° ed., 
chap. III, p. 138 2)) с копроизведением 


с: Е > Е®ЕЁ, 


обладающую коединицей а (там же, р. 146). Напомним, что 8 
является линейной формой на К-модуле Е, для которой (после 
канонического отождествления Е® КиК®Ес Е) имеет место 


Id, == (в ® Та, ) эс = (Id, ® г) 0c. 


I) Результаты глав II и Ш зависят от гл. I, а также от первых шести 
книг (Теория множеств, Алгебра, Общая топология, Теория функций дей- 
ствительного переменного; Топологические векторные пространства, Интегри- 
рование), книг Коммутативная алгебра, Многообразия (Сводка результатов); 
n°9 из $ 6 гл. Ш, зависит, кроме того, от книги Спектральная теория, гл. I. 

`?) Для удобства читателя, не имеющего под рукой нового французского 
издания Алгебры, при переводе в конце этой книги помещено приложение, 
содержащее необходимые терминологические разъяснения. Многочисленные 
более мелкие ссылки на французский оригинал, сохраненные без изменений, 
большей частью понятны из контекста и никак не комментируются. — Прим. 
ред. 
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Обозначим через E* ядро = и зафиксируем элемент u из E, 
такой, что 


с (и) =и®Фи и e(W=|. 


К-модуль Е является прямой суммой ET и подмодуля К.и, сво- 
бодного с базисом и; обозначим через n,: Е> БЕГ un: E>K.u 
проектирования, определенные этим разложением. Имеем 


и: (== e{x). u, leer): (1) 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. Говорят, что элемент x модуля Е и-прими- 
тивен, если 


с (х) = х®и-и®х. (2) 


Все и-примитивные элементы из Е образуют подмодуль 
модуля Е, обозначаемый через P,„(E). | 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Любой и-примитивный элемент из Е принад- 
лежит Е*. 

В самом деле, из (2) следует, что x=—e(x).u+e(u). = 
=es(x).u+x, откуда e(x)=0. 

Замечание. Если x @ Eu если c(x) =x’ @ u + u @ x”, rne x’, x” 

+ j 

принадлежат Е”, To x=e(x’).u+e(u).x” =x”; аналогично 
x=x', т.е. X и-примитивен. 


Для любого хе E* положим 


ct (х) =с(х) —xQu—u@x. (3) 
ПредложеНиЕ 9. Справедливо следующее соотношение: 
(л„®л, ) с ==сЁол,, (4) 


В самом деле, пусть х принадлежит Е; тогда 


(ли © my) (с (x)) = ((1 — ny) ® (1 — n,)) (с (x)) = 
=c(x) — (1 ® ти) (с (x)) — UBS 1) (с (x) + (n, ® n,) (с (x). 
Так как 8 — коединица в E, To 
(1 © 1) (с (х)) =х®и, (1, ® 1)(c(x)) =u @ x, 
откуда 
(ns ® Nu) (с (х)) = (м, ® 1) (1 ® n,) (с (x))) = e (x). и @ и; 
из всего этого получаем, что 


(x, ® m,) (с (х)) =c(x)—xQu—u@x+e(x).u@u. 
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С другой стороны, 
ct (п, (х)) = с (x) -—x @u—u@x+e(x).u@u, 


откуда и следует формула (4). 
Так как Е’ — прямое слагаемое в Е, то можно отожде- 


ствить Е* ® Е" с прямым слагаемым модуля Е ® Е. При таком 
отождествлении л„ © л, является проектированием E @ E на 


E* @ E*. Согласно формуле (4), сё отображает Е* в E* @ Et 
и л, — морфизм коалгебры (Е, с) в koaneeöpy (Е*, ci). 

IIPENJIOXREHHE 3. Если коалгебра (Е, с) коассоциативна (соотв. 
кокоммутативна) (Alg., chap. III, р. 143—144), то такова же u 
коалгебра CE”, ci) 

Это вытекает из следующей леммы: 

Лемма 1. Пусть п: E— Е’ — сюръективный морфизм коалгебр. 
Если Е коассоциативна (соотв. кокоммутативна), то такова же и Е’. 


Пусть В — ассоциативная К-алгебра; тогда отображение 
ft fon является инъективным гомоморфизмом алгебры 
Hom, (E’, В) в алгебру Ношк (E, В). Достаточно поэтому при- 
менить предложение | (соотв. предложение 2) из Alg., chap. III, 
р. 143 (соотв. 144). | 


2. Примитивные элементы биалгебры 


Пусть Е — биалгебра (Alg., chap., Ш, р. 148), с — ее копро- 
изведение, =— ее коединица, | — ее единичный элемент. Так 
как e(l)=1l и с(1) =1®1, то можно применить результаты 
предыдущего пункта при и==1. Назовем просто примитивными 
(см. Alg., chap. III, р. 164) 1-примитивные элементы из E (n° 1, 
определение 1), т. е. элементы X модуля Е, такие, что 


с (х) = x @ 1 +1 @ «x. } 45) 
Будем вместо л,, My, Р, (Е), с! писать просто x, 1, P(E), ct. 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Множество P(E) примитивных элементов в Е 
является подалгеброй Ли алгебры Е. | 
Если x, у— элементы P(E), то 
с (ху) = с(х) с (у) =(х® 1-18 х) (у® 1-18 у) = 
—=ху® 1-1 ® ху ху у®х, 


откуда 
| с ([х, у] ) = [х, у] ® 1 +1 @ [x, 1]. 


FIN 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть |: E— E’ — морфизм биалгебр. Если 
x — примитивный элемент в Е, To f(x) — примитивный элемент 
в Е’ и ограничение | na P(E) является гомоморфизмом алгебр Ли 
РГ): PES PET: 


Пусть с (соотв. с’) — копроизведение в Е (соотв. в Е’). Так 
как f — морфизм коалгебр, то c’of =(f @ f)oc, откуда 
CF x)= FON(CH))=FO/%Ol1+18x)= 
=f (5) @1+1@f(), 


если x примитивен. Поэтому f отображает P(E) в P(E’) и 
Ех, у] ) = ГС), f(y)], так как | — гомоморфизм алгебр. 


Замечания. 1) Пусть р— простое число, такое, что р. 1 —0 
в К. Биномиальная формула и сравнения & ) = 0 (mod p) для 


1<i< p— 1 позволяют утверждать, что P(E) устойчиво отно- 
сительно отображения X X. 
2) По определению диаграмма 


ct 
0— P(E) > Et —> E* @ Et 


является точной последовательностью. Если К” — коммутатив- 
ное кольцо и р: К —> К” — гомоморфизм колец, то о" (Е) = Е @ x K’ 
есть К’”-биалгебра и вложение P(E)—E определяет гомомор- 
физм K’-anreöp Ли a: Р(Е) ®кК’—Р(Е ®кК)). 

Если К’ плоско над К (Комм. алг., гл. [, $ 2, n° 3, определе- 
‚ние 2), то это влечет за собой (см. там же). что диаграмма 


ct &,Idyr 
0 — P(E) ®кК’—> Е" ® g K°— "+ (E* © K) @x(E* ®кК’) 


является точной последовательностью, т. €. а — изоморфизм. 


3. Фильтрованные биалгебры 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть Е — биалгебра с копроизведением с. 
Фильтрацией, совместимой со структурой биалгебры Е, назы- 
вается возрастающая последовательность (Е) о подмодулей Е, 


такая, что 
Ey=K.1, E= UE,, 
п>0 


Бас Бы, FORM 0, п 0; _ (6) 
_с(Е„))= À Im(E8E) для n>0!). 
i+j=n 


1) Если A u B— подмодули в E, то через Im (A & В) обозначается образ 
канонического отображения А©®В > Е ФЕ. 


128 ГЛ. 11. СВОБОДНЫЕ АЛГЕБРЫ ЛИ 4 


Фильтрованной биалгеброй называется биалгебра, обладающая 
некоторой фильтрацией, совместимой со структурой биалгебры. 


Пример. Пусть E — градуированная биалгебра (Alg., chap. III, 
р. 148, definition 3), (E” Jao ee градуировка. Положим 


Ei > Е‘. Последовательность (E,) является фильтрацией, co- 
i=0 ; 


вместимой со структурой биалгебры на E. 


ПрЕдложЕниЕ 6. Пусть Е-— фильтрованная  Guanee6pa, 
so ee фильтрация. Для любого целого п >0 пусть Et == 


—Е,ПЕ*. Тогда Ex == {0} u 
n—1 | 
(ЕЁ) с 2; Im(EF®E;-.) при n>0. (7) 


Так как Е =К.1, то Eo =0. Если xSE,, то л(х) = x — 
—e(x).1 (формула (1)), поэтому л(х) Е Et u n(E,))CE}. Or- 
сюда следует, что x ® л отображает Im(E; ® E;) в Im (ЕЁ QE; 1) 


для любых i>0, j>0. Так как с" =(л®л)ос в E* (n° 1, 
предложение 2), то, согласно (6), имеем 


n n—| 
с+ (ЕЁ) < 2 Im (ЕЁ @ ЕЁ ,) = À 1т (ЕЁ @ EX). 


Следствие. Элементы из ЕЁ примитивны. 
= + 
Ecau x = Ey, toc" (x) = 0 вследствие (7), откуда вытекает (5). 


4. Обертывающая биалгебра алгебры Ли 


Напомним, что 4 обозначает алгебру Ли, U — ее универсаль- 
ную обертывающую алгебру, наделенную канонической филь- 
трацией (U,),> 0. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Существует единственное копроизведение с 
на алгебре U, превращающее ee в биалгебру, в которой элементы 
о (4) примитивны. Биалгебра (И, с) кокоммутативна; ее коеди- 
ница является линейной формой в, такой, что постоянный член 
(гл. I, $ 2, n° 1) любого элемента x алгебры U равен в(х).1. 
Каноническая фильтрация (Up), 9 алгебры U совместима с такой 
структурой биалгебры. 


а) Пусть x € 4; положим си (х) = с (х) ® 1-1®с (хх) ЕП ФИ. 
Если х, y— элементы из 4, то со(х)со(и)== (в (x) в (y)) @ 1 + 
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+18 (o(x)o(y)) HEBEL) + a (y) ® ol), откуда 
[со (х), Co(y)] = со ([х, y]). 


Согласно свойству универсальности алгебры U (гл. I, $ 2, n° 2, 
предложение 1), существует гомоморфизм алгебр с единицей, 
и притом единственный, такой, что 


с: U—UQU 


и с(о (х)) = о (х) ® 1+ 1® в(х) для любого хе 4. Это доказы- 
вает утверждение о единственности в предложении 7. 

6) Покажем, что с коассоциативно. В самом деле, линейные 
отображения с’и с” модуля (в U @ U QU, определенные фор- 
мулами / 

С’ = (с ® эс и с”= (19 ® c)oc, 


являются гомоморфизмами алгебр с единицей, совпадающими 
на о (4), ибо при ае с (4) имеем 


fa) SR DAT 


откуда и следует требуемое. 

в) Покажем, что с кокоммиутативно. Пусть т — автоморфизм 
U®U, такой, что т (а ® 6) =6 ®а для а, 6 из U. Отображения 
оси с модуля U в (И ®ОИ суть гомоморфизмы алгебр с еди- 
ницей, совпадающие на о (9), откуда и следует кокоммутатив- 
НОСТЬ. 

г) Покажем, что в — коедичица для с. В самом деле, OTO- 
бражения (14, ® =) ос и (e ® Idy)oc модуля U в И являются 


гомоморфизмами алгебр с единицей, совпадающими с Id,, на о (4). 
д) Мы знаем, что Up =К. 1, U, CU, 41, U = U 8 Poe ee Pee § pe ca 


п>0 
< Инт (гл. I, $ 2, n° 6). Пусть a, ..., a, — элементы из 6 (4). 
Имеем 
e(a; «++ dn)= Пе (а) = = Це. @1+1@a)= 
2. 2; (A. (1) eee da (0) © (Au (i+1) ++ da nds (8) 


1=0 ali) 


где /(i) обозначает множество перестановок на (1, п}, возра- 
стающих в каждом из интервалов (1, Ли С-+Ьл). Так как U, 
есть К-модуль, порожденный произведениями не более чем n° 
элементов из с (4), формула (8) показывает, что фильтрация (U,) 
является совместимой со структурой биалгебры на (U, с). 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Биалгебра (Ц, с) называется обертывающей 
биалгеброй алгебры „Ли 9. 


5 Н. Бурбаки 
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ПрЕдложениЕ 8. Пусть Е — биалгебра с копроизведением Cr, 
и пусть h— гомоморфизм алгебры Ли 9 в P(E) (n° 2, предложе- 
ние 4). Гомоморфизм алгебр с единицей f: U>E, такой, что 
1 (с (х)) = (х) для любого хе З, является морфизмом биалгебр. 


Покажем, что (f @ FJ)ec=cz°f. Обе части этого равенства 
являются гомоморфизмами алгебр с единицей, причем отобра- 
жают алгебру ПО в Е®ЕЁ, и для каждого аео (4) имеем 


(fF @ f)(c(a)) = (a) @ 1 + 1 ® f (a) =cp(f(a)), 


так как f(a)= P(E). Аналогично, если ex — коединица в E, 
TO &5°j — гомоморфизм алгебр с единицей U—K, нулевой 
на o(g) (n° 1, предложение 1) и, значит, совпадающий с в. 


Из предложений 5 и 8 следует, что отображение fr>foo 
определяет взаимно однозначное соответствие между гомомор- 
физмами биалгебр U(g)—E и гомоморфизмами алгебр Ли 
g— P(E). 


Следствие. Пусть 4; (i=1, 2) — алгебра Ли, U (q;) — ee обер- 
тывающая биалгебра, o;: 4; >U (4:) — каноническое отображение. 
Для любого гомоморфизма алгебр Ли h: 9: —>4› гомоморфизм 
алгебр с единицей U (Ё): U (g,)—>U (42), такой, что И (В) ов, = бой 
(гл. I, $ 2, n° 1), является морфизмом биалгебр. 


5. Структура коалгебры U (8) в случае нулевой характеристики 


В этом пункте К — поле характеристики 0. 

Пусть $ (4) — симметрическая алгебра векторного простран- 
ства 4, Cs — ее копроизведение (Alg., chap. III, р. 139, exemple 6), 
1 — канонический изоморфизм векторного пространства $ (4) на 
векторное пространство U (гл. I, $ 2, n° 7). Напомним, что 


если X], ce) Xn — элементы из $8, TO 
| 
n (x: “89 Xn) == у. о (Xx (1)) see (Km). (9) 
| тЕС, 


В частности, для X=Q uw nO имеем 
n(x”) = о (х)". (10) 


Заметим, что, согласно замечанию 3 из Alg., chap. III, р. 68, 
“N — единственное линейное отображение S(g) в U, удовлетво- 
‘ряющее условию (10). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Для любого целого числа п20 пусть 
U” — подпространство в U, порожденное (с (х))" для любых x == 9. 
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а) Ряд (И”), >, является градуировкой векторного простран- 
ства U, совместимой со структурой коалгебры. 

Наделим U градуировкой (U"). 

6) Каноническое отображение т: $ (8) >И является изомор- 
физмом градуированных коалгебр. 


Пусть xeguneN. Тогда 


os(x") = сз ("= «®1+1® 4)" = (FT) ® и (11) 
| die 


так как Cs — гомоморфизм алгебр. Аналогично, согласно (10), 
с (п (х”)) == с (с (х)") = с (в (х))" = (с (x) ® 1 + 1® с (х))" = 


= у (roue o(x) = = (7 )n@) One), (12) 
i=0 — 


откуда 
(И ® 1) (cs (x) = (n (x")). 


Так как x” при xe&g u пе М порождают векторное простран- 
ство $ (4), то (п ® ос; = сСо\, т. €. Ч — изоморфизм коалгебр. 

Кроме того, формула (10) показывает, что n(S”(g))=U", 
что И завершает доказательство a) и 6), если учесть, что 
градуировка алгебры S (4) совместима со структурой коалгебры 
на ней. | 

Градуировка ("о алгебры U называется канонической 
градуировкой. 

CJIEACTBHE. Каноническое отображение с определяет изомор- 
физм алгебры 9 на алгебру Ли Р(И) примитивных элементов в 0. 


Так как ct — гомоморфизм градуированных алгебр степени 0, 
TO 
PU)= 2 (P(W)NU*). 
n>l | 


Достаточно доказать, что если п > 1 n a = И" примитивен, то 


а=0. Элемент а записывается в виде У, ла", Blei, Slt, 
1 


a; = о (4). Согласно (12), член бистепени (1, п — 1) элемента ct (a) 
равен n La; © at=!. Имеем поэтому Ur ^ а; ® а"! =0. Если 


и: U® U>U — Линейное отображение, определенное умноже- 
нием в U, то 


аа (À a, @ ar-! Jde: 


5* 
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Замечания. 1) И. = DU! (гл. I, § 2, п°7, следствие 4 тео- 
i=0 


ремы 1). 

2) Отображение и — единственный морфизм градуированных 
коалгебр $ (3) в U, при котором n (1) = = и yn(x)=o(x) для 
любого хе 4. В самом деле, если n° удовлетворяет этим усло- 
виям, то индукцией по NM покажем, что N (en ) для xeg 


un> 1. Так как, согласно (3) и (11), cf =) A ) xi @ х"-1, : 


TO (n @ 1) (eg (x")) = (n° ® 1’) (cz (x) по ee В индук- 
ЦИИ. Отсюда. следует тогда, что ct (1 (х”)) = с+ (n’ (x”)); поэтому 
n (x) — n’ (x”) — примитивный элемент степени п, а значит — нуль 
(следствие предложения 9). 

3) Пусть 4 — канонический изоморфизм биалгебры ТЗ (4) на 
биалгебру 3 (4) (Alg., chap. IV, $ 5, corollaire 1 de le proposi- 
tion 12). Отображение 


nop: TS()>U 


называется каноническим. Это единственный морфизм ui градуи- 
рованных коалгебр TS (3) BU, такой, что n° (1) = 1 u w (x) = 0 (x) 
для Любого хе 4. 

4) Пусть У — векторное пространство. Примитивные. эле- 
менты биалгебры S(V) являются элементами первой степени. 
Это вытекает из следствия предложения 9, примененного к KOM- 
мутативной алгебре Ли V. 


Пусть (e;);., — базис векторного пространства над К 


алгебры 4, где множество индексов / вполне упорядочено. Для 
любого a = №) положим 


o(e; | 
eg = I] т iat (13) 


Элементы €, при | «|< п образуют базис векторного простран- 
ства U, над К (гл. I, $ 2, n°7, следствие 3 теоремы 1). Имеем 


=1, e,=o(e;) для любого iel. 


Так как градуированная алгебра, ассоциированная с фильтро- 
ванной алгеброй U, коммутативна (там же, теорема |), то для 
любых a, В из N 


la. ep = ((a, В)) . еа+в mod - И|а 1+1 1-1, (14) 
где 
(a (i) + B())L 
~ ail p(i * 


iel 
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С другой стороны, 
Bde), 846) ==0° для ТЕ (15) 
Наконец, согласно формуле (12), для любого а EN имеем 


с (e,) =o eg @ ey. (16) 


Эта формула позволяет определить алгебру И’ = Hom (0, К), 
дуальную к коалгебре И (Alg., chap. ПТ, р. 143). Пусть 
K[[X,]];- ;, — алгебра формальных степенных рядов от перемен- 
ных (X;),., (см. Alg., chap. III, р. 28); если A EU”, то обо- 
значим через f, формальный ряд 


in cae D (A, 25) ak где x Pr IL X; et 


а индекс суммирования а пробегает множество N), 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 10. Отображение +> |, является изоморфизмом 


алгебры U’ на алгебру формальных степенных рядов К [[X;i]],-< г. 


Так как (e,) — базис U, отображение Ar>f, является 
К-линейным и биективным. С другой стороны, для любых A, U 
из U’ имеем 


ры = (в, ed = IRB в, ce) Х* = 
=) (A Su, 22 ев © ey) X" (по формуле (16)) = 
0. B+y=0. | 
= med ey) XP = fib 
т.е. AH>f, — изоморфизм алгебр, что и требовалось доказать. 


6. Структура фильтрованных биалгебр в случае характери- 
стики 0 


В этом пункте мы продолжаем предполагать, что К — поле 
характеристики 0. 

Если Е — биалгебра, то каноническое вложение P(E)>E 
продолжается до морфизма биалгебр fp: U (Р(Е)) >> Е (n° 4, предло- 
жение 8). 


ТЕОРЕМА 1. Пусть Е — кокоммутативная биалгебра. 

а) Морфизм биалгебр fz: U(P(E))—E инзективен. 

6) Если naE Е фильтрация, совместимая сд CTPYKTY- 
рой биалгебры (n° 2, определение 2), то морфизм [= — изоморфизм. 
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(В случае 6) биалгебра Е отождествляется, следовательно, 
с обертывающей биалгеброй алгебры Ли своих примитивных 
элементов.) 

Пусть Cr (соотв. =) — копроизведение (соотв. коединица} 
биалгебры Е. Положим g = P(E); пусть (e;), _ ‚— базис векторного. 
пространства 4 над полем К, где множество индексов / совершенно 
упорядочено, и пусть (Eu). = tu) — базис в 0 (4), введенный в пред- 


шествующем пункте. Положим X,—=/f,(e,) для любого a = №). 
По формулам (15) и (16) имеем 
вв (Хо) =1, вв (Хо) =0 для | а |721, (17} 


сЕ(Хо) = 2, Х; © À, для aeN”, | (18} 


так как {к — морфизм коалгебр. 
Покажем, что |; UHGEKTUBEH. Это вытекает из следующей 
леммы: 


Лемма 2. Пусть У — векторное пространство, Е — коалгебра, 
f: S(V) > Е — морфизм коалгебр. Если ограничение | на SP(V)+ 
+ S!(V) инзективно, то инзективен и морфизм ]. 


Пусть n>0; положим S,— >, S’(V), с; — копроизведение 
isn 


в S(V), и покажем индукцией по и, что | |S, инъективно. Так как 
утверждение тривиально для n=O и п==|, то предположим, 
что И >2 и что ие $, — элемент, для которого {(и) =0. Имеем 


О— св (1 (и)) = (1 ® f) (cs (и) = 
=f(u) @ 1 + 1 @ F (0) + (FO) (+ w)=( © f) (cz (и). 


Так как ct(u)eS,_, ® S,_,, то no формуле (11) и предположе- 
нию индукции и — примитивный элемент в S(V), т. е. элемент 
степени | (n°5, замечание 4), а значит, — нуль, ибо f|S'(V} 
инъективно. 

Отсюда следует, в частности, что семейство (X,) свободно. 

Покажем, что морфизм |; сюржективен, ссли Е обладает 
фильтрацией, совместимой со структурой биалгебры. Пусть 
(Е), > — такая фильтрация; положим Et = E, [| Кег (eg). Ин- 


дукцией по п покажем, что Ex содержится в образе fr. Так 
как Е =К.1-- U Ex, то из этого будет следовать сюръектив- 
0 


lea 


ность jp. Утверждение тривиально при n=O и вытекает из: 
следствия предложения 6 из n° 3 при п=1; будем предпола- 
гать теперь, что n>2 и что хе Ex. Согласно предложению 6 
из n° 3, 


n—1 
се (x) ed Ey @ Ель. 


$ $ 1. ОБЕРТЫВАЮЩАЯ БИАЛГЕБРА АЛГЕБРЫ ЛИ 135 


По предположению индукции существуют скаляры Аа, в для а, В 
u3 N° равные нулю почти для всех номеров и такие, что 


ct (x) me ho, в Ха ® Xo. (19) 
По формуле (18) имеем: 
(с; ® Id) (сё (*)) = | >25 „Narpıyla @ Xs ®Х,, 
(Id, ® c}) (ch A) 2 ha, pryka ® Xp @ X, 


По предложению 3 n° | и вследствие линейной независимости À, 
имеем 


Nate, y = а, gry ДЛЯ любых а, В, y из № — {0}. (20) 


Кроме того, копроизведение Cr кокоммутативно; рассуждение, 
аналогичное приведенному выше, влечет за собой равенство 


Aa, в = Ав, а Для любых а, В из NY — {0}. (21) 


? 


Предположим, что существует семейство скаляров (из) при 
{а|>2, такое, что 


Ма+в =Лав ДЛЯ любых а, В из № — {0}. (22) 


Тогда вследствие формулы (18) имеем 


с} (=, Hard = De uch (X,), 


поэтому и=х — >, MA примитивен, а значит, принадлежит 
P(E)< Imf;. BEER 
x=y + >; Uyiz (ey) = Im fe. 


1122 


Доказательство будет, таким образом, завершено, если мы 
докажем следующую лемму: 


Лемма 3. Если семейство скаляров (Ag,g) с конечным носите- 
лем (а, В из N° {0}) удовлетворяет условиям (20) u (21), то 
существует семейство (№) «>. скаляров с конечным носителем, 
такое, что Ma+g =, в При a, В, не равных нулю. 

Достаточно доказать, что 


a+ß=y+6 (23) 
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влечет за собой Ag,g—=Ay,5 при а, В, Y, 6, отличных от нуля. 

По лемме Рисса о разложении (Алг., гл. IV, n° 10, теорема 1) 
+ 

существуют л, о, в ит из № ) такие, что 


а=л о, В=о-т, у=л о, б=о-т. 


Предположим, что л5=0; так как о +ß=p- 6, то соотноше- 
ние (20) влечет за собой 


Ла, в = An+o,g == Ал, о+в == Ал, pts == Алор, 6 == №, 5 
Если же л=0, то В = у+тиб=а- т, откуда 
Ma, aes ha, i a: — Aa+z, V— №, у’ 


согласно (20), но так как As, y= Ay,§ ПО формуле (21), то 
ha, в = Ay, 6: | 
$ 2. Свободные алгебры Ли 


1. Напоминание о свободных алгебрах 


Пусть Х — множество. Напомним конструкцию свободного 
группоида M(X) над X (Alg., chap. I, р. 77). Индукцией no n>1 
определим множества X,, полагая À, = Х и беря в качестве X, 
объединение множеств À, X Ay, для р=1, 2, ..., n — 1; если Х 


конечно, то конечно и À, для любого п. Объединение семейства 
(Х„),>, обозначается через М (Х); каждое из множеств X, 


(и, в частности, Х) отождествляется с подмножеством в М(Х). 
Пусть w u w’ — элементы из M (X); обозначим через ри 4 целые 
числа, такие, что WE À, Uw’ =X, и положим п = р- 49; образ 


пары (w, w’) при каноническом вложении X, X X,—p B À, 0603Ha- 
чается через W.w’ и называется произведением w и ш’. Любое 
отображение Х в группоид М продолжается единственным спосо- 
бом до гомоморфизма группоидов М (X) в M. 

Пусть & — элемент из М(Х); единственное целое число п, 
такое, что w = X,, называется длиной w и обозначается через / (w). 
Имеем !(w.w)=I(w) +1(w’) для любых w, w из М (X). Мно- 
жество X является подмножеством в М(Х), состоящим из элемен- 
тов длины 1. Любой элемент & длины > 2 единственным образом 
записывается в виде W =’. м”. | | 

Алгебра группоида М(Х) с коэффициентами в кольце К 060- 
значается через Lib(X), или Libx (X), если есть необходимость 
уточнить кольцо К. Множество М (X) является базисом К-модуля 
Lib(X), и X, таким образом, отождествляется с подмножеством 
в Lib (X). Если А — алгебра, то любое отображение À в А продол- 
жается единственным способом до гомоморфизма Lib(X) в А 
(Alg., chap. III, р. 22, proposition 7). 
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2. Построение свободной алгебры Ли 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. Назовем свободной алгеброй Ли над множе- 
ством X факторалгебру L(X)=Lib(X)/a, где я — двусторонний 
идеал в Lib (X), порожденный элементами вида 


О (а) =а.а для любого а из Lib (X), Be (1) 
J(a, b,c)—a.(b.c)+b.(c.a)+c.(a.b) (2) 
для любых а, b, с, из Lib (X). 


Ясно, что L(X) есть К-алгебра Ли; произведение двух элемен- 
тов и, 9 из L(X) будет обозначаться через [и, vu]. Если есть 
необходимость подчеркнуть основное кольцо К, то пишут Lz (X) 
вместо L(X). 

Следующее предложение оправдывает название „свободная 
алгебра Ли“, присвоенное алгебре L(X). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ |. Пусть ф — каноническое отображение Lib (X) 
на L(X) и ф— ограничение ф на X. Для любого отображения | 
множества X в алгебру Ли q существует единственный гомомор- 
физм Е: L(X)—g, такой, что [=Fog. 


а) Существование F. Пусть В — гомоморфизм Lib (Х) в q, mpo- | 
должающий f (n° №. Для любого a из Lib(X) имеем Ah(Q(a)) = 
= (а.а) = [А (а), h(a)]=0; аналогично выполнение тождества 
Якоби в 4 влечет за собой Й (7 (а, b, с)) = 0 для a,b, c u3 Lib(X). 
Отсюда следует, что Й (а) =0, а это позволяет определить TOMO- 
морфизм F алгебры Г (Х) в q, для которого h == Рот. Беря orpa- 
ничение на Х, получаем } = Роф. 

6) Единственность Е. Пусть F’: Г(Х)—>9— гомоморфизм, 
такой, что [=F’og. Гомоморфизмы Роф и ЁР’оф алгебры 
Lib (X) в { совпадают Ha X, a значит, равны; так как ф сюръ- 
ективен, то F =F’, 


СледствиЕ 1. Семейство (ф(х)),_х свободно над К в L(X). 


Пусть X], Xo,..., X, — различные элементы из À и №,..., An 
из К таковы, что . 


Ars @(%1) +... № PR). (3) 


Пусть 9 — алгебра Ли, порожденная модулем К. Для лю- 
бого i=l, 2,..., п существует гомоморфизм. F; алгебры L(X) 
в 4, такой, что Р; (ф (х;)) —1 и Е; (ф (х)) =0 для xx, (предло- 
жение 1); применяя F; к соотношению (3), получаем À; =0. 


СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть à — алгебра Ли. Любое расширение L(X) 
при помощи я расщепляется (является несущественным). 
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Пусть a—> q—> L(X) — некоторое такое расширение (гл. Г, 
$ 1, n° 7). Так как и сюръективно, то существует отображение f 
множества X в 4, такое, что ф=и о]. Пусть F — гомоморфизм 
L(X) в 9, такой, что |= Еоф (предложение 1). Имеем 
(цоР)оф= о} ==ф, и предложение | доказывает, что uo F — 
тождественный автоморфизм Г (X). Заданное расширение, таким: 
образом, расщепляется (гл. I, $ 1, п°7, предложение 6 и onpe- 
деление 6). 

Так как кольцо К не является нулевым, то следствие 1 
предложения | показывает, что ф инзективно. Можно, таким 
образом, отождествить при помощи ф множество Х и множество 
ф(Х) из L(x); в этом случае X порождает L(X) и любое ото- 
бражение X в некоторую алгебру Ли 9 продолжается до гомо- 
морфизма алгебр Ли L(X) в 9. 


Замечание. Если Х пусто, то М(Х) пусто, следовательно, 
Г (Х) = {0}. Если X состоит из одного элемента X, то подмо- 
дуль К.х алгебры L(X) является в ней подалгеброй; так как X 
порождает L(X), то следствие | предложения 1 показывает, 
что L(X) — свободный модуль с базисом {x}. 


3. Задания алгебры Ли образующими и определяющими 
соотношениями 


Пусть 4— алгебра Ли, а==(а;), _, — некоторое семейство 
элементов из 9. Обозначим через |, гомоморфизм L (1) в 9, ото- 
бражающий любое ie! в a; Образ этого гомоморфизма 


является подалгеброй в 4, порожденной семейством а; элементы 
ядра f, называются определяющими соотношениями семейства а. 


Говорят, что семейство а — система образующих (соотв. сво- 
бодных, базисных образующих), если [, сюръективен (соотв. 
инъективен, биективен). 

Пусть 4 — алгебра Ли. Заданием à образующими и onpede- 
ляющими соотношениями называется пара (a, г), образованная 
системой'образующих а == (а;), _, и системой r=(r;),_, ее опре- 
деляющих соотношений, порождающих как идеал в L(/) ядро 
отображения j,. Говорят также, что 4 задана образующими а, 
связанными определяющими соотношениями г) (ел. 

Пусть Г — множество и Г==(г;), _, — семейство элементов 
свободной алгебры Ли L(/); пусть а, — идеал в L(/), поро- 
жденный г. Факторалгебра Г, (Г, г) = Г. (Г/а; называется алгеб- 
рой Ли, определенной J и семейством определяющих COOTHO- 
шений (r;),.;; Говорят также, что L(/, г) определена заданием 
(1, г), или также (Г; (77 = 0), 1): Если семейство г ris T® 
Li, г) = L(I). 
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Пусть Ги Г имеют TOT же смысл, что и прежде; обозначим 
через £; образ i в Ё (1, г). Семейство образующих &== (E;),_, 
‘и семейство определяющих соотношений Г составляют задание 
алгебры L(/, г). Обратно, если 4— алгебра Ли и (а, г) при 
a= (а;),_‚— задание § образующими и определяющими COOTHO- 
шениями, то существует единственный изоморфизм и: L(I,r)—Q, 
такой, что и(Ё;) =а; для любого iel. 


4. Многочлены Ли и подстановки 


Пусть [— множество. Обозначим через Т; канонический 
образ элемента i множества /[ в алгебре L(/) (которую мы 
будем иногда обозначать также через L((T,),=,)); элементы 


из L (Г) называются лиевыми многочленами от переменных (T;), _ ,. 

Пусть $— алгебра Ли. Если #—(f;),_,— семейство эле- 
ментов из 4, то через |, мы будем обозначать гомоморфизм L (Г) 
Bg, такой, что [,(Т,) =& для любого i= / (n° 2, предложение 1). 
Образ элемента Р алгебры L (J) при гомоморфизме f, мы будем 
обозначать через P((),-,) В частности, P((T;),;.,)=P. 
Иногда говорят, что элемент P ((ti); <7) является элементом 
алгебры 4, полученным подстановкой {; вместо Т; в лиев мно- 
гочлен P((T,),e,)- 

Пусть 0: 4—4’ — гомоморфизм алгебр Ли. Для любого ce- 
мейства & = (¢;),, элементов алгебры g и любого PEL ([) имеем 


0 (P (ti); 27) =P ((o (t;)), ay) | (4) 


_ ибо со}, отображает Т, на o(f,) для любого i=lI. 
Пусть (Q;),=, — семейство элементов из L(I), и пусть 
Ре. (Т). Подставляя Q; вместо T, B P, мы получим многочлен 


Ли R=P(Q);c)SL(N. Имеем 
К (ti); 1) en (9; (4): =1)), 21) (5) 


для любого семейства & == (Ё), _, элементов алгебры Ли 4, что 
легко увидеть, преобразуя при помощи гомоморфизма |, равен®_ 
ство R= P((Q;),<;) и используя (4). 

Пусть 4— алгебра Ли, [ — конечное множество и РЕГ (1). 
Предположим, что 4 — свободный К-модуль. Отображение 


Р: g!—a, 
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определенное формулой Р ((1;), _ 1) = P((é I 1)» является, таким 
образом, полиномиальным '). В самом деле, множество F ото- 
бражений $’ в 4 является алгеброй Ли относительно операции 
коммутирования, определенной формулой 


[p, $1 (4) =[9 (4), PO]; (6) 


подмножество F’ полиномиальных отображений 4’ в À является 
ee подалгеброй Ли вследствие билинейности коммутирования.. 
Наше утверждение следует, таким образом, из того, что ото- 


бражение P-> P — гомоморфизм алгебр Ли u г. = pr,e F° для 
любого i. 


5. Функториальные свойства 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть X и У — два множества. Любое ото- 
бражение и: X—Y продолжается единственным способом до го- 
моморфизма алгебр Ли Г. (и): L(X)— Г (У). Для любого отобра- 
жения 5: У— имеем L(vou)—= [ (0) о [. (и). 


Существование и единственность L(u) следуют из предло- 
жения 1, n°2. Гомоморфизмы L(vou) и L(v)oL(u) имеют оди- 
наковое ограничение на Х, а значит, равны по предложению 1. 


Следствие. Если и инъективно (соотв. сюрбективно, биективно), 
то таково же u L(u). 


Так как утверждение тривиально при À == ©, то предпо- 
ложим, что À == 0. Если и инъективно, то существует отобра- 
жение о множества У в X, такое, что VOU — тождественное 
отображение X; в силу предложения 2 L(v)oL(u) — тожде- 
ственный автоморфизм L(X), так что L(u) инъективно. Так как 
и сюръективно, существует отображение W множества У в MHO- 
жество X, такое, что цой — тождественное отображение У; 
поэтому L (и) ° Г, (№) — тождественное отображение L(Y), что и 
доказывает сюръективность L (и). 


Пусть Х — множество и $ — его подмножество. Предыдущее 
следствие показывает, что каноническое вложение $ в X про- 
должается до изоморфизма a алгебры L(S) на подалгебру L’(S) 


1) Напомним (Alg. chap. IV, $5, n° 10, пе! 64.) определение полино- 
миального отображения свободного модуля М в модуль №: если 9 — целое 
число > 0, то отображение jf: M > М называется однородным полиномиальё- 
ным отображением степени 4, если существует полилинейное отображение и 
модуля МЧ в М, такое, что 


f (x) =и(х;..., x). для любого xe M. 
Отображение М в N называется полиномиальным, если оно является KO- 


нечной суммой однородных. полиномиальных отображений подходящих сте- 
пеней, 
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алгебры L(X), порожденную $; мы будем отождествлять L(S) 
и L’(S) при помощи а. 

Пусть (S,),=, — возрастающее фильтрующееся семейство под- 
множеств множества X с объединением 5. Соотношение $. < $ 
влечет за собой включение L(S)ZL(S,), так что семейство 
подалгебр L(S,) алгебры L(X) является возрастающим филь- 
трующимся семейством. Следовательно, (= U L(S,) — под- 


алгебра Ли алгебры L(X); имеем SEA, BARDS = р) Gq 
так как L(S,)CL(S) для любого nel, то gL (5). Поэтому 


3 (U, Sa) == Ie 2 (Sa) (7 


для любого возрастающего фильтрующегося семейства (S,) 


подмножеств из À. 

Применяя предыдущее к семейству конечных подмножеств 
из X,MO3KHO убедиться в том, что каждый элемент из [, (Х) имеет 
вид P(x,,..., X,), где Р — многочлен Ли от п переменных и 
X1, +++, Хи — элементы из À. 


acl 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть К’ — ненулевое коммутативное кольцо 
u и: К-—>К’— гомоморфизм колец. Для любого множества X 
существует единственный гомоморфизм К’-алгебр Ли 


о: Ly (X)@ K’ > Lx (X), 


такой, что V(x ® 1) =х для любого x= xX. Более того, v — u3o- 
морфизм. 


Применяя предложение 1 к алгебре § = Lx (Х), рассматри- 
ваемой как К-алгебра Ли, и к отображению х->х множе- 
ства X в 9, получим К-гомоморфизм Гк (Х) >> Гк’(Х), индуци- 
рующий К’-гомоморфизм v: Гк(Х)® К” —Гк/(Х). Единствен- 
ность 9 и TO, что U — изоморфизм, следует из того, что пара 
(1к(Х)®К’, х->х®1) является решением той же универ- 
сальной задачи, что и пара (Ёк/(Х), xx). 


Замечание. Пусть b— некоторая К’-алгебра Ли и b— 
К-алгебра Ли, получающаяся из нее сужением кольца скаляров. 


Если РеЕГк(Х), то можно определить Р: }X—> (n° 4). Оче- 
видно тогда, что 


P=(v(P@1)) . 
6. Градуировки 


Пусть А — коммутативный моноид, записываемый аддитивно. 
Обозначим через фо отображение X в A и через ф— гомомор- 
физм свободного группоида М (Х) в A, продолжающий po. Для 
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любого деЛ пусть Lib® (Х) — подмодуль в Lib (X), базисом ко- 
торого является подмножество ф-' (6) группоида М (X). Семей- 
ство (Lib® (Х)), _д является градуировкой алгебры Lib(X), т. е. 


Lib (х) = O Lib’ (X), (8) 
Lib® (X). Lib” (X) = Lib’t® (X) для 6, à из À. (9) 


(Alg., chap. III, p. 31, exemple 3). | 
Лемма 1. Идеал a us определения 1 градуирован. 
Для любых a, 6 из Lib(X) положим В (а, b)=a.b-+b.a. 


Формулы 
В (а, 6) =9 (a+ 5) — Q(a) — Q(d), _ (10) 
Q (М. + ... №.) = > MQ (w;) + 2 A;A;B(w;, w;) (11) 


для любых W,,..., W, из M(X) u Ay, ..., A, из К показывают, 
что семейства (Q(a)),eın nn и (Q(@), В (№, W)),, wr em (x) ПОро- 
ждают один и тот же подмодуль модуля Lib(X). Так как J 
трилинейно, то идеал a порожден однородными элементами С (w), 
Bw, ш’) и J(w, w, w”), где w, ш’, ш” — элементы из М(Х), : 
а значит, градуирован (Alg., chap. ITI, р. 32, proposition 1). 
ЕД. 

Наделим алгебру Ли L(X)=Lib(X)/a факторградуировкой. 
Однородная компонента степени 6 алгебры L(X) обозначается 
через L°(X); это подмодуль в L(X), порожденный образами 
элементов w = М(Х), таких, что ф (1) — à. 

Мы будем использовать обычно два следующих частных 
случая: 

а) Моноградуировка. Положим А =М и g(x) =1 для любого 
xEX, откуда p(w) = [(&), если w лежит в М(Х). Пусть К-мо- 
дуль L"(X) порожден образами элементов длины п в М(Х), 
которые мы будем называть одночленами (или коммутаторами, 
или альтернантами) степени п. Мы увидим позднее, что модуль 
Г (Х) свободен и обладает свободным базисом, состоящим из. 


одночленов степени и (n° 11, теорема 1). Имеем L (X) = ® Г” (Х) 
и L'(X) обладает базисом X (n° 2, следствие | pero et 1). 
По построению М(Х) имеет место равенство 


n—l 


L"(X)= À PARC ba] (12) 


и, в частности, 
PET ОЕ (13) 
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6) Полиградуировка. Выберем в качестве А свободный KOM- 


мутативный моноид N° с множеством свободных образующих X. 
Отображение фо множества X в А определяется формулой 
(Фо (x)) (х”) = Sex, где дхх’ — символ Кронекера. Для любого 
w=M(X) и любого хех целое число (P(w))(x) является 


„числом вхождений буквы x Bw“. Для любого а из М’ положим 
= У, a(x), откуда | p(w) |= 1(&), если w принадлежит М (X). 
хЕХ 


Выводим отсюда, что 
L"(X)= © L*(X); (14) 
| a |=n 


очевидно также, что 


[1°(Х), 18 (Х)| = [°*8(Х) для любых а, В из №. (15) 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть $ — подмножество в X. Если отожде- 
ствить № с его каноническим образом в №) (Alg., chap. I, р. 89), - 
то L(S)= D, L*(X). Более того, для любого ae № одно- 


аеМ 
родная компонента степени а по отношению к полиградуировке 


L(S) равна [/ (Х). 


Пусть a = М”. Модуль L*(S) порожден образами в L(X) 
элементов w из М ($), таких, что ф (1) = а, т. e. (Alg., chap. I, 
р. 91, formules (23) et (24)) множеством элементов w из М (X), 


таких, что p(w)—a. Следовательно, [^ ($) = [^(Х). Отсюда 
и из соотношения L(S)= У, L*(S) вытекает наше пред- 


QeN 
ложение. 


СЛЕДСТВИЕ. Для любого семейства подмножеств (S;),-; мно- 
жества Х выполняется соотношение 


L(NS)= UL). (16) 
ie] ie] 
Это вытекает из предложения 4 и очевидной формулы 
№’ — a N(Si), | (17} 
iel | | 


в которой нужно положить 


$= [] $.. 
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7. Нижний центральный ряд 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть 4 — алгебра Ли и Р — подмодуль в 4. 
Определим подмодули P, модуля à формулами Py = P u P,+= 
Ab, PA nou n > Е Тогоя 


F4 at — Fit (18) 
nt 
P,= 2 [Po Prop] при n>2. (19) 
p= 


‚ Докажем (18) индукцией по т. Случай m=| очевиден. 
Согласно тождеству Якоби, имеем 


ПР, Pm], Pal [Pm LP, Pall + [Р, [Pms Pall, 


[Pati PA 2 В Pa+ıl +[P, [P», PET 


По предположению индукции [Ри, P,+1l = Patnzı # [Ри, Pa] < 
Pain откуда 


Pre Ps] < Patch fr IP; Point Рина: 


n-l 


По формуле (18) имеем P, = > [Pp Р-Р Pol =P 
p= 


T. e. BepHo (19). 

В случае когда P=g, последовательность (P,) является 
нижним центральным рядом (®”"3) алгебры gq (гл. I, $1, n° 5). 
Поэтому имеет место 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть § — алгебра Ли и (E"Y),>ı — ее нижний 
центральный ряд. Тогда 


[&"a, Fol GS" для m>lun>l. 


Обобщая определение I гл. I, $ 4, n°l, назовем алгебру Ли g 
нильпотентной, если ®"4 = {0} для достаточно большого п. Ha- 
зовем классом нильпотентности нильпотентной алгебры Ли 4g 


1 
наименьшее целое п, такое, что ©" g = {0}. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Пусть X — множество, и пусть п — целое 
число > 1. 

а) L"*'(X)=[L'(X), 1" (Х)]. 

6) Модуль L"(X) порожден элементами [ж, [X -- -, [Хи-ь 
Xn]... ||, ede (X, ..., x,) пробегает множество последователь- 
ностей из п элементов множества X. 

в) Нижний центральный ряд алгебры Г (Х) задается форму- 


лами ®" (L (Х)) = >. PPARs. 
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а) Будем применять предложение 5 с 4=Ё(Х) и P=L!(X). 
Индукцией по п выводим из (12) (n°6) и (19) равенство P, = 
= L"(X). Искомое соотношение эквивалентно тогда определе- 
нию [P, Pal = Ра. 

6) Это следует из а) индукцией по и. 

в) Положим g=L(X) и 9, = D LP(X). Имеем g—9g, и фор- 

p>n 


мула (13) из n°6 влечет за собой включение [q,, 4] © дит; 
в частности, [9, 9,] 9+. Индукцией по п получаем, что 
ch. Kpome того, из а) индукцией по M выводим, что 
[Л (Х) < @"q. Так как $” {< — идеал в 4, то вследствие a) соотно- 
шение L’(X) <q влечет за собой равенство 


LP (X)=[L (X), 17 (Х] = e's. 
Имеем, следовательно, Г? (Х) <= ®"4 для p>n, так что <". 


Следствие. Пусть 4 — алгебра Ли и (x;);,— ee система обра- 
зующих. В качестве системы образующих п-го члена ©”g ее 
нижнего центрального ряда как модуля можно выбрать систему’ 
Heep = вида [x:, [Xi,, ..., [р Xi, ] ... |], 20 p>nu 
а — индексы из [. 


ne f — томоморфизм L(I) в 9, такой, что f(i)—x; для 
любого i= 1. Так как (x;),=, порождают g, то g=f(L(T)), от- 
куда ®"4 =} (®" (Е. (1))) в силу предложения 4 гл. I, $ 1, n°5. 
Следствие вытекает, таким образом, из утверждений 6) и в) 
предложения 7. 


8. Дифференцирования свободных алгебр Ли 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Пусть X — множество, М — произвольный 
L(X)- модуль и 4 — отображение X в М. Существует единствен- 
ное линейное отображение D алгебры L(X) в M, продолжаю- 
щее d и удовлетворяющее соотношению 


О ([а, a’])=a.D(a’)—a’.D(a) для любых a, a’ us L(X). (20) 


Определим структуру алгебры Ли $ на модуле MXL(X) 


введением коммутатора по формуле : 
[(т, а), (m’, а’) =(а.т’ — a’m, [a, a’]), (21) 


где a, а’ из L(X) ит, m’ из М (гл. I, § 1, n°8). Пусть f — ro- 
моморфизм L(X) в q, такой, что f(x) = (а (х), x) для любого x 
из X; положим [(а)= (О (а), u(a)) для любого а из L(X). По 
формуле (21) и является гомоморфизмом L(X) в себя; так как 
u(x)=x для x us X, то и(а)=а для любого а из L(x), откуда 


Г (а) = (О (а), а). (22) 
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Согласно формулам (21) и (22), соотношение (20) вытекает из 
того, что f([a, a])=[f(a), [(а’)]. 

Обратно, пусть О” — отображение L(X) в М, удовлетворяю- 
ee соотношению (20’), аналогичному (20), и продолжающее 4. 
Положим f’ (а) = (0’ (a), a) для любого a = L(X); по формулам 
(20°) и (21) Г — гомоморфизм L(X) в $8, совпадающий cf на X, 
откуда jf = ff" u D’ =D. 


Следствие. Любое отображение X в L(X) продолжается един- | 
ственным образом до дифференцирования алгебры L(X). 


В случае, когда М совпадает с модулем L(X) относительно 
присоединенного представления, соотношение (20) означает, что 
D — дифференцирование. 


9. Теорема об исключении 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Пусть $, u $› — два непересекающихся под- 
множества и d— отображение $ XS, в L(S,). Пусть 4 — anee- 
бра Ли, являющаяся факторалгеброй алгебры L(S,US:) no 
идеалу, порожденному элементами [51, So] — 4 ($1, So), где s,; ES), 
52 Е Sy; Пусть ~— каноническое отображение L(S,US,) на 4. 

а) При i= 1, 2 ограничение ф; отображения ф на $; продол- 
жается до изоморфизма алгебры L(S;) на подалгебру à; алгебры 4. 

6) д=а, + а, A, Па. = {0} и а. — идеал в fg. 

При 1 = 1, 2 обозначим через %, гомоморфизм алгебры L ($;) 
в 4, продолжающий ф;, и через а; — его образ. Ясно, что $; ($; } 
порождают Qj. 

Пусть $1 = S,; положим D = а4дф, ($1). Вследствие соотноше- 
НИЯ 


[pi ($1), Pa (52)] = br (4 ($1, S2)) для любого SE S; 


дифференцирование D алгебры 4 отображает ф›($5) в Au; так 
как подалгебра A, алгебры 4 порождена (Soi), то D(a) = ао. 
Множество хе, обладающих тем свойством, что M устой- 
чива относительно ad x, является подалгеброй в 4, содержащей 
по предыдущему ф, ($1), а значит, и а. Таким образом, 


[а1, A] € My. (23) 
Поэтому 4, -+ я› — подалгебра BQ, и так как она содержит 
множество образующих mp ($1) |] ф>($.), то | 

A + AA. = (24) 


Для любого $, =5$, существует дифференцирование Ds, ал- 
гебры [ ($2), такое, что Оз ($2) = ($1, So) для любого Sy из $2 
(n°8, следствие предложения 8). Отображение $, =-> Ds, продол- 


9 $ 2. СВОБОДНЫЕ АЛГЕБРЫ ЛИ. 147 


жается до гомоморфизма D алгебры L(S;) в алгебру Ли диф- 
ференцирований алгебры Г. ($5). Пусть В — ee произве- 


nenne L(S,) и [($5), соответствующее D (гл. I, $ 1, n°8). Как 
модуль b равен L(S,)@L(S,) и, в частности, 
[(51, 0), (0, S2)] = (0, 4 (51, S2)) (25) 


для любых SES, и SHE So. 
Из (25) следует существование гомоморфизма { алгебры 
в В, такого, что } (ф, ($1)) == ($1, 0) и [(ф2(52)) = (0, So) для лю- 
ae ses и 55 Е S,. Отсюда немедленно выводится COOTHO- 


шение 
Г (ap, (а,) + $. (а2)) = (а, as) (26) 


для любого a = L(S,) и любого а = L ($5). 


Соотношение (26) показывает, что 1, и ‘ba инъективны и что 
a Па = {0}. Наше предложение следует тогда из формул (23) 
и (24). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 10 (теорема об исключении). Пусть Х — мно- 
жество, S — подмножество в X и T — множество последователь- 
постей (Sr, Suns М), еде. в BO, Fr, 5, — элементы US %. 
а х— элемент из X —S!). 

а) Модуль L(X) является прямой суммой подалгебры L ($) 
алгебры L(X) и идеала a алгебры L (X), порожденного множе- 
ством X —S. 


6) Существует изоморфное отображение ф алгебры Ли L(T) 
на a, переводящее ($1, ..., Sn, X) в (ads,o ... oads,)(x). 


Пусть 4 — алгебра Ли, построенная так же, как и в пред- 
ложении 9, причем 


о вет, а Ее, THES TCL 
для любого Ё= ($1, ..., 5, x) из TuseS,. Отождествим L ($) 
и L(T) с их каноническими образами в 9 (предложение 9, a)). 
Пусть  — отображение ($1, ..., S,, х) => (а4 $, °...°эа4 $, (x) 


множества Г в L(X). Очевидно, что 1 (а ($, И) =[$, p(t)] для 
любых 55, Ёе Т, так что существует гомоморфизм a: 9>L{(X), 
ограничение которого на S тождественно, а на Т равно 1. 
Имеем X—SCT, откуда следует существование гомомор- 
физма В: L(X)—g, ограничение которого на X=SU(X—S) 
тождественно. | 
Покажем, что @— изоморфизм и что В — обратный к нему. 
Так как p(x)=x для любого x из X—S, то понятно, что 
acf совпадает с тождественным отображением на X, откуда 
ао В = Ч; x). Имеем, кроме, того, [5, | =а ($, #) в 9 для $ =5, 


1) При п =0 получаем элементы из À — $, откуда Х— $ Г. 
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{= T по построению; выводим отсюда, что #= ($1, ..., S,, x) 
равно в 4 элементу (а $: о... cads,)(x), откуда Ё==В (а (1)). 
Так как В (а (5)) =$ для любого s]@S и так как SUT поро- 
ждает 4, то Воа = [4.. 

Так как а — изоморфизм алгебры 4 на L(X), то предложе- 
ние 9 показывает, что ограничение а на L(T)— изоморфизм ф 
алгебры L(T) на идеал В алгебры L(X), такой, что модуль L(X) 
равен прямой сумме [ ($) и В. Ясно также, что 


ela sot se Xe fad s,0 a ads h(x) 


HAT MOORE (3..9 Е 

Таким образом, ф(Т) < а, откуда bCa, так как ф(Т) поро- 
ждает подалгебру В алгебры L(X). Однако В — идеал и X—Sc 
co(T)cb, откуда ach. 


СлеЕдствиЕ. Пусть y=EX. Свободная алгебра Ли L(X) яв- 
ISLET CA прямой суммой свободного подмодуля K.y u подалгебры 
Ли, системой свободных образующих:которой является семейство 
элементов ((ady)".z), где п >00 игеЕеХ-— {у}. 


Достаточно положить $ = {у} в предложении 10. 


10. Семейства Холла в свободном группоиде 


Пусть Х — множество, М (Х) — свободный группоид над. À 

и M"(X) для любого ne N* — множество элементов из М (X) 
длины п (1п°1). Если we М(Х) и !(w)>2, то через a(w) u B(w) 
обозначим элементы из M(X), определенные DABEHCTBOM W = 
— а (и) В (&); имеем !(a(w)) <I(w), I(B(w)) <I(w). Наконец, 060- 
значим через и”о элемент, определенный по индукции для любого 
целого m >> 0 равенствами wv = v u u"tlu = и (итд), и, ve M (X). 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Семейством Холла над множеством X назо- 
sem любое подмножество Н группоида M(X), наделенное неко- 
торым отношением совершенного порядка, удовлетворяющее сле- 
дующим условиям: 

(А) Если u= H, ve Au Ки) < Ц), то u <v. 

(Б) Хе Ни HNM?(X) состоит из произведений xy, где x, 
у — элементы À u X < y. 

(В) Элемент w группоида М(Х) длины >3 принадлежит H 
тогда и только тогда, когда он имеет вид a(bc), где а, 6, с —эле- 
менты из Н, СЕН, bSa<bce ub<ce. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 11. Семейство Холла над X существует. 


Будем индукцией по целому п >| строить множества H, C 
cz М" (Х) и отношение совершенного порядка на каждом из этих 
множеств, 
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a) Положим H, = X и наделим его любым отношением совер- 
шенного порядка. 

6) Множество Но состоит из произведений ху, где x, y из X 
и x < y. Наделим его структурой совершенного порядка. 

в) Пусть n > 3, так что совершенно упорядоченные множества 
Hi, :.., H, уже’ определены. Тогда Ha /H; 1 = Ну)... Н,— 
имеется отношение совершенного порядка, совпадающее в Ha Fly, + > 

.., H„-ı © заданными на них порядками и такое, что ш < w’ » 
если I(w) <I(w’). Определим H, как множество произведений 
а (bc) = М"(Х), где а, 6, с — элементы из Н»-1 удовлетворяю- 
щие условиям be =Н’_ 1, bxa<be, b<c, u зададим на A, 
структуру совершенного порядка. 

Положим Н = U H,; зададим Ha Н структуру совершенного. 


n= 


порядка следующим образом: положим & < и’ тогда и только 
тогда, когда либо 1(w) <1(w’), либо l(w) = Ци’ )=nuw<sw 
в множестве H,. Очевидно, что Н — семейство Холла над X, 


Для каждого подмножества $ множества X отождествим 
свободный группоид М ($) с его каноническим образом в М(Х), 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 12. Пусть Н — семейство Холла над X u x, 
у — элементы из X. 

a) НПМ ({x}) = {x}. 

6) Пусть х<у и 4, — гомоморфизм М(Х) в М, такой, что: 
а, (у) =1 и 4, (2) =0 для любых ze Х, 27 у. Множество эле- 
ментов w = НПМ ({x, y}), таких, что а, (®) =1, состоит из эле- 
ментов х”у, где п — целое число > 0. 


Согласно определению 2(B), имеем x € H u HAN M? a 
Если w&@ HM ({x}), причем п=[(&) >3, то элементы a 
и B(w) также принадлежат НПМ ({х}), согласно определе- 
нию 2(В). Отсюда индукцией по и немедленно получаем, что 
НПМ”" ({x}) = @ при любом n>2, что и доказывает а). 

Докажем теперь 6). Согласно определению 2(Б), y=H nu 
xy=H. Покажем индукцией по и, что x"y = H для любого 
целого п>2. Имеем x"y =x (x (x"-2y)) и по предположению ин- 
дукции ху ЕН. Далее, L(x) < 1(х"-?у) при n>2 ux<y, 
откуда x < х”-?у во всех случаях; условие (В) определения 2 
показывает поэтому, что X"y = H. Кроме того, понятно, что 
d,(x"y) = 1. Обратно, пусть w = НИМ ({x, y}), причем а, (&)=1. 
Если l(w)—1, то w=y; если lw)=2, то ш =ху по опреде- 
лению 2 (Б). Если !(w) >3, то ш =а(6с), где а, b, с, bc — эле- 
менты из НИМ ({x, y}) (определение 2(В)). Невозможно, чтобы 
4,(5с) =0, так как тогда bc = M({x}), чего не может быть. 
в силу а). Поэтому d,(bc)=1 и а,(а) =0, откуда a=x, 
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согласно a). Отсюда индукцией по п =/(w) немедленно получаем, 
что w=x"-ly, а это и доказывает 6). 


Следствие. Если Сага Х >2, ro НПМ"(Х)  @ при любом 
целом n > 1. - 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 13. Пусть X — конечное множество, состоящее 
не менее чем из двух элементов. ‘Обозначим через Н семейство 
Холла над X. Тогда существует строго возрастающая биекция 
pi w, множества N на Н и последовательность (P,) под- 
множеств в Н со следующими свойствами: 

а) Ре = . = 

6) Для любого целого p 20 имеет место включение w, = P,. 

в) Для любого целого n>| существует целое число р (п), 
такое, что любой элемент из Р, имеет длину > й, как только 


p>p(n). 
г) Для любого целого p20 множество Py, состоит из эле- 


ментов вида ww, где WE P,, 120 и w£Æw,. 


p=N 


Так как X конечно, TO конечно и каждое из множеств М” (X). 
Положим H„=HNM"(X) при любом n>1. Следствие пред- 
ложения 12 показывает, что множество À, не пусто. Пусть 
Un — число элементов в Ни; положим Up =0 и =U, +... и, 
при n>1. Так как H,— конечное совершенно упорядоченное 
множество, существует строго возрастающая биекция p> W, 


‘интервала (5„-!, v, — 1) множества М на H,. Отсюда сразу же 
<ледует, что р-> и, — строго возрастающая биекция N Ha M. 
Положим Ру = X, и для любого целого р >> 1 пусть P, — мно- 


жество элементов W из Н, таких, что W>W, и либо wel, 
либо а (и) < в, (заметим, что если W — элемент длины —>2, то 


из того, что we Н, следует, что a(w)E H по условию (В) 
определения 2). Имеем w,= P,, это очевидно, если WEN, и 


следует из неравенства /(a(w,)) <I(w,) и условия (А) опреде- 
ления 2 в случае, когда W, EX. | 
Условия a) и 6), таким образом, выполняются. 


Пусть и — целое число >|, и пусть P>v,. Для любого 
we P, имеет место неравенство /(w)>/(w,) >n по самому 


определению отображения р--> W,. Это доказывает в). 

Покажем, что любой элемент вида и = w,w npni>0, weP, 
и и = w, принадлежит P,41. Если i #0, то 1 (и) > l(w,), откуда 
u>w, и U>W,+1, имеем UGX и a(u)—w, <W,+, так что 
ueP,+. Если i=0, то иеЕР, и u#w, поэтому u > w,, 
откуда uU>w,+; если и не принадлежит À, то а (2) < Wp, 
так что a(W) << W,+,; снова u € P,+#1. 
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Обратно, пусть uE P,+ı. Будем различать два случая: 

a) Не существует элемента v из М(Х), такого, что u = w,v0. 
По определению P,,, имеем u > w,. Более того, если u EX, 
то а(и) == WwW, по сделанному предположению, и а (и) < №, +1, 
так как UE P,+4,; поэтому a(u) <w,. Следовательно, UE P, и 
UF Wp. 

6) Существует элемент о в M(X), такой, что u=w,v. Co- 
гласно определению 2, необходимо, чтобы или wei, veX 
ии, <и, или VEX un a(v) <, < v. В обоих случаях ЕР, +1. 

Итак, существуют целое число #20 и элемент w из М (X), 
такие, что U=Ww и либо weX, либо wEX и а (8) #w,. 
Если i=0, то мы находимся в условиях случая a), откуда 
weP, и ww, Если i>0, то доказательство В), проведен- 
ное выше, показывает индукцией по 7, что WEP, и W Æ W,. 
Предположим, что WEX; поскольку WE P,+, то a(w) < w,, 
а так как a(W) # W,, то можно заключить, что шеР,. Таким 
образом, мы доказали г). 


Пример. Пусть Х состоит из двух элементов х, и; упорядо- 
чим X так, чтобы х<у. Построение, проведенное в доказа- 
тельстве предложения 11, дает множество H, 14 элементов. 
длины <5 которого выписаны в следующей таблице: 


Hy, w=Xx Wr — 

Hy w= (ху) 

Нз и. == (x (xy)) w; = (y (xy)) 

H Ш = (х (x (xy))) W7 = (y (x (ху))) шв = (y (y (xy))) 


Hs Wy = (x (x(x (ху)))) Wyo == (и (х (x (ху)))) чи = (y (y (x (xy)))} 
и = (у (и (и (ху)))) виз = (xy) (x (ху))) ша = (xy) (у (xy) 


(Элементы из Н занумерованы в соответствии с отношением 
совершенной упорядоченности в каждом Hz.) 


11. Базис Холла свободной алгебры Ли 


Сохраним обозначения предыдущего пункта. 


ТЕОРЕМА |. Пусть H — семейство Холла над X и Ч — кано- 
ническое отображение М(Х) в свободную алгебру Ли L(X). 
Ограничение Ч на Н является базисом модуля L(X). 


Лля любого элемента w из Н положим à = Y (w). 
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А) Случай конечного X. 

Если X пусто, то пусто и М(Х), а значит, и Н, так что 
L(X) — нулевая алгебра. Если X состоит из одного элемента, 
to НПМ"(Х) пусто при любом n>2 (предложение 12a)). Сле- 
довательно, Н = {x}; известно также, что’ L(X) — свободный 
модуль с базисом {X} (замечание, n° 2). Теорема верна, таким 
образом, если Х состоит не более чем из одного элемента. 

Будем предполагать поэтому, что. Х содержит не менее 
двух элементов; выберем последовательности (w,) и (P,), обла- 
дающие свойствами, описанными в формулировке предложе- 
ния 13. Для любого целого р 0 обозначим через L, подмодуль 
модуля L(X), порожденный элементами @, при OSi<p и 
через 4, — подалгебру Ли алгебры L(X), порожденную семей- 


ством (i), р. 
р 


Лемма 2. Для любого целого p20 модуль L, является сво- 
бодным модулем с базисом (W;),<;< pr алгебра Ли 9, свободна 


с системой свободных образующих (ü),-p и модуль L(X) 
И: | 


является прямой суммой L, и Gp. 


Имеем Ly = {0} и q = (Х), так что лемма верна при р =0. 
Будем вести доказательство индукцией по р. Предположим 
поэтому, что лемма верна при некотором p>0. Положим 


Ui, и = (ad @,)'- d= V (рю) для #20, шеЕР, w#w,. По 
следствию предложения 10 из n° 9 свободная алгебра Ли 9, 
является прямой суммой модуля T, с базисом {W,} и под- 


алгебры Ли }В,, системой свободных образующих которой 


является F = (Uj, ш); 0 WEP, шт" Согласно предложению 13 г), 


семейство (i) равно ¥, а значит, совпадает с систе- 


KP 
мой свободных haare для 9,=4p+.. Поэтому L(X)= 
=L,OT,O G41, и так как Ги =L,+T,, то L(X)= 
= [+1 Ф4р+ь а (Wo, Di, ..., Di, Wp) — базис модуля Lori: 
НИЕ 


Пусть п — положительное целое число. Согласно предло- 
жению 13в), существует целое p(n), такое, что длина всех эле- 
ментов, входящих в P,, строго больше п, как только р2ри(п). 
При p>p(n) подалгебра 4, алгебры L(X) порождена элемен- 
тами степени > п, поэтому [/ (Х) П 4, = {0}. Кроме того, эле- 
менты ©; из L(X) однородны и семейство (W,)o<i<p— базис 
модуля, дополнительного к 4). Отсюда немедленно следует, 
что семейство элементов W; степени и является базисом мо- 
дуля L"(X), а последовательность (@;); > о — базисом Mo- 
дуля L(X). 
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Б) Общий случай 

Напомним, что если $ — подмножество в X, то М ($) отож- 
дествляется с подгруппоидом группоида М (Х), порожденным $5, 
а L(S) отождествляется с подалгеброй алгебры Ли L (X), поро- 
жденной $; мы видели, что если ш = М($) имеет длину > 2, 
то a(w) = M ($) и B(w) = M (5). Отсюда немедленно следует, 
что НПМ ($) — семейство Холла над $. 

Для любого конечного подмножества Ф множества Н 
существует конечное подмножество SC X, такое, что DCM ($). 
Случай А) показывает тогда, что элементы W при w = D ли- 
нейно независимы в L(S), а значит, и в L(X). Следовательно, 
семейство (W)w = H Свободно. 

Для любого элемента а из L(X) существует конечное под- 
множество $ множества X, такое, что ае [ ($). Согласно 
случаю А), подмножество W(HNM(S)) множества W(H) no- 
рождает модуль L(S), следовательно, а является линейной 
комбинацией элементов из W(H). Поэтому W(H) порождает 
модуль L(X), что и требовалось доказать. 


CAEICTBHE. Модуль L(X), так же, как и каждый из nod- 
модулей [^(Х) при aeN®% и L'(X) при neN, свободен. Мо- 
дули L"(X) имеют конечный ранг и таковы же модули [Л (Х), 
если Х конечно. 


Над Х существует семейство Холла Н (предложение 11). 
Для любого we H элемент Ч (w) алгебры, L(X) принадлежит 
одному из подмодулей В. (Х) (где а= М“ ) и. модуль L(X) 
равен прямой сумме подмодулей L’(X). Более ‘того, для любого 
oa = №*) множество элементов из М(Х), канонический образ 
которых в N(X) равен a, конечно; это доказывает, что каждый 
из модулей [/^(Х) свободен и имеет конечный ранг и что L(X) 
свободен. Имеем L”(X) = 2 [Г (Х), поэтому L”(X) свободен; 


| a [= 
если X конечно, то множество a @N®), таких, что |a|=n, 
конечно; поэтому и L”(X) имеет конечный ранг. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Назовем базисом Холла свободной алгебры 
Ли L(X) любой базис этой алгебры, являющийся каноническим 
образом семейства Холла над X. 


Замечание. Предположим, что Х состоит из двух различных 
элементов x и у. Пусть LUD — подмодуль в L(X), равный 
сумме тех L*(X), у которых а= N° са(у) =1. Из теоремы ; 
и предложения 12 n° 10 нетрудно вывести, что элементы (ad x)”. 
при целом n>0 образуют базис подмодуля L(:), ion 
следует, что ограничение на ['? отображения ad x инзективно. 
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$ 3. Универсальная обертывающая алгебра 
свободной алгебры Ли 


В этом а символом А(Х) = Ак(Х) будем обозначать 
свободную ассоциативную алгебру Libas (X) с системой сво- 
бодных образующих X над кольцом К (Alg., chap. Ш, р. 21, 
défintion 2). Отождествим X с его каноническим образом 
в A(X); напомним, что в качестве базиса в А(Х) можно выбрать 


свободный моноид Мо(Х) на X; обозначим через A*(X) под- 
модуль в А(Х), порожденный непустыми словами. 


1. Универсальная обертывающая алгебра алгебры Г. (Х) 


ТЕОРЕМА 1. Пусть a: L(X)— A(X) — единственный гомомор- 
usm алгебр Ли, продолжающий каноническое вложение X 
в A(X) ($ 2, n° 2, предложение 1). Пусть в: L(X)>U(L(X)) — 
‘каноническое отображение L(X) в ее универсальную обертываю- 
щую алгебру и В: U(L(X)) > A(X) — единственный гомоморфизм 
ассоциативных алгебр с единицей, такой, что Вов =а (гл. I, 
‘§ 2, n° |, предложение 1). Гогда: 

а) гомоморфизм а инжективен и a(L(X)) — прямое слагаемое 
а. ДС = 

6) гомоморфизм В биективен. 

Пусть В — произвольная К-алгебра с 1 и ф— отображение X 
‘в В; согласно предложению 1 из $ 2, n° 2, существует TOMO- — 
‘морфизм алгебр Ли 1: Г(Х)- В, такой, что ф|Х = ф; согласно 
‘предложению 1 гл. I, $ 2, n°1, существует гомоморфизм 
‚алгебр с единицей 0: U(L(X))—B, такой, что 800 = \, и, 
следовательно, (8°0)|X —q. Так как o(X) порождает алгебру 
‚с единицей И (2 (Х)), To гомоморфизм 0 является единственным 
томоморфизмом алгебр с единицей, удовлетворяющим этому 
последнему условию. Это показывает, что пара (U(L(X)), в |Х) 
является решением универсальной проблемы точно так же, 
‘как алгебра A(X); беря в качестве ф каноническое вложение X 
вА(Х), легко вывести, что В — изоморфизм, а это и доказывает 6). 

Наконец, так как L(X)— свободный К-модуль ($ 2, n° 11, 
следствие теоремы 1), то с инъективно и с (L(X)) — прямое 
слагаемое в U(L(X)) (ra. Г, $ 2, n°7, следствие 3 теоремы 1). 
В силу 6) это доказывает а). 


СлеЕдствиЕ 1. На алгебре A(X) существует единственное 
‚Konpoussedenue, наделяющее A(X) структурой биалгебры и такое, 
что элементы из Х примитивны. Более того, BE изоморфизм би- 
алгебры U(L(X)) на A(X), ern этой структурой биал- 
‚гебры. 
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Это следует из утверждения 6) теоремы и H3 того, что X 
порождает А(Х) как алгебру с единицей. 


Будем теперь считать А(Х) наделенной этой структурой 
биалгебры и будем отождествлять L(X) с ее образом при a, 
т. е. с подалгеброй Ли алгебры A(X), порожденной множеством X. 


Следствие 2. Если К — поле характеристики 0, то L(X) — 
алгебра Ли примитивных элементов в А(Х). 


Это следует из следствия | и следствия предложения 9, 
$1; n°5. 


Замечания. 1) Пусть К’ — коммутативное кольцо, содер- 
жащее К. Если отождествить A(X), L(X) u Le (X) с подмно- 
жествами в Ак/(Х), то из части а) теоремы | следует соот- 


ношение 
L(X) = Lrr (X) NN À (X). (1} 


2) Следствие 2 теоремы 1 остается верным, если предпола-- 
гать, что аддитивная группа кольца К — группа без кручения, 
В самом деле, предположим сначала, что К =; любой прими- 
тивный элемент из А(Х) является примитивным элементом 
в Ао(Х), а значит, лежит в [о (Х)ПА(Х) = [(Х) (следствие 2 
и формула (1)). В общем случае К плоско над Z и можно при- 
менить замечание 2 из § 1, n° 2, и предложение 3 из $ 2, n° 5. 

3) Пусть А — коммутативный моноид, фо — отображение X 
вл, ф: Mo(X)— А — ассоциированный с ним гомоморфизм монои- 


дов; если наделить A(X) градуировкой (4° (2): a» определенной 
в Alg., chap. III, р. 31, exemple 3, а L(X) — градуировкой 
(LI), - a определенной в $ 2, n°6, To очевидно, что для. 
любого бе А будет выполняться L°(X) = L(X)N A (X). Так 
как [, является прямой суммой [5 (Х) при 6@A и так как 
сумма подмодулей L(X)Q 4° (X) при 6@A является прямой, To 


РР (X) = L (X)N A(X). (2) 


4) Пусть À — ассоциативная алгебра с единицей и t = (t;)ier — 
семейство элементов из А. Имеет место диаграмма 


f 
Eis 


x и 
IN ие 
A(l) 
где i — каноническое вложение, |, — гомоморфизм алгебры Ли, 
определенный при помощи ft, и &, — гомоморфизм алгебр с 
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единицей, такой, что Q, (1) — {, для любого i & I. Диаграмма ком- 
MYTATHBHA, так как g,oi u |, совпадают на J. Отсюда следует, 
что если РЕГ (Г), то-элемент P((ti); = т), определенный в $ 2, 
n°4, совпадает с элементом P((é;), = ;), определенным в Alg., 
chap. III, р. 24, ехетр 2. 


2. Проектирование A°(X) na L(X) 


Пусть л — линейное отображение А* (Х) в L(X), определен- 
ное равенством 


nt... Xq) = (ад (xo... oad(x,))(x,) (3) 
для любых n>0, X, ..., X, из À. | 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ |. а) Ограничение п, отображения x на ал- 
гебру L(X) является ее дифференцированием. 

6) Для любого целого n>1 и любого u из L"(X) выпол- 
няется соотношение п (и) =п.и. 

а) Пусть Е — алгебра эндоморфизмов модуля L(X) u 0 — го- 
моморфизм алгебры A(X) BE, такой, что 0 (x) = ad x для любого 
x = X. Ограничение 6 на L(X) является гомоморфизмом алгебр 
Ли Г. (Х) в Е, совпадающим на X с присоединенным представ- 
лением алгебры L(X), так что 


90 (и). = [и, v] для любых и, v из L(X). (4) 

Пусть а — элемент из A(X) и b— элемент из A” (X); тогда 

п (a.b) =0(а).лх (5). (5) 

В самом деле, достаточно рассмотреть случай, когда а = Xi... X,, 
Bt 5: Loto. te. pO gel, и Хы ть, Korg 7 MIEMEHTE 


из X; но тогда (5) сразу же следует из (3), так как 0 (x) = ad x 
для любого x= À. 
Пусть и и о— элементы из L(X); вследствие (4) и (5) 
Ho ([u, 9] ) = л (uv — vu) =0 (и). л (5) — O(v). wm (u) = 
= [u, м (0)] —[v, л (и)] = lu, ло (0)] + [ло (и), v], 
так что ло — дифференцирование L (X). 

6) Пусть x, — эндоморфизм модуля L(X), совпадающий на 
L'(X) с умножением на целое число n>1. Формула [L"(X), 
Le CET ON) показывает, что Ni — дифференцирование 
(Alg., chap. III, р. 119. exemple 6). Дифференцирование 7; — ло 
алгебры L(X) обращается в нуль на X, и так как À порож- 
дает L(X), то mn, откуда и вытекает 6). 
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СлЕДСТВИЕ. Предположим, что К является @-алгеброй. Пусть 
P — линейное отображение А* (X) в себя, такое, что 


PS hgh = £ (ad x;o ... oadx„-ı) (X,) (6) 


для любых n>1, х,..., x, из Х. Тогда P — проектирование 
At (X) на L(X). 

Образ Р содержится в L(X). Более того, для любого n > 1 
и любого и из [/(Х) имеем Р(и) = — x (и), откуда Р(и)=и 
вследствие предложения 1. Так как L(X)= 2 L"(X),: To:n0-= 


HATHO, что ограничение Р Ha (Х) — тождественно отобра- 
жение. 


Замечание. Предположим, что К — поле характеристики 0, 
‚и пусть Q — проектирование алгебры А(Х)= И (Е (Х)) на L(X), 
ассоциированное с канонической фильтрацией на U(L(X)) (см. 
$ 1, n°5). Тогда для любого a = N° имеем Q(A"(X)) CL" (X). 
В самом деле, достаточно проверить, что ядро`и образ @ являются 
градуированными подмодулями в А(Х) относительно градуи- 
ровки типа NX), Это очевидно для образа, который равен L (Х). 
С другой стороны, пусть n — целое число 21. Векторное под- 
пространство в A(X), порожденное элементом y”, где y = L(X), 
равно векторному подпространству в A(X), порожденному эле- 
ментом ake Ус (1)Yo (2) +++ Yo(n)> THE Yi, Yo, «++, Yn — OAHOPOA- 
n 

ные элементы из L(X); поэтому оно и является градуирован- 
ным подмодулем в А(Х). 

(Заметим, что если Сага (Х) 2, то проектирования Ри Q 
не совпадают на А" (X). В самом деле, если x, у— элементы 
из X, такие, что x == у, то положим 


z=x[x, у] + [х, у] x = х?у — yx’. 


Тогда @ (г) =0, a Р(а=- И, [x, y]] ==0; см. $ 2, n° 10, при- 
мер, и n° 11, теорема 1.) 


3. Размерность однородных компонент алгебры Ли L(X) 


‚Пусть X — множество, © — элемент из N‘*) и 4 — целое чи- 
сло > 0. Будем писать dla, если существует элемент В = NX, 
такой, что а = 4В. Элемент В, являющийся единственным, обо- 
значим через a/d. 
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Лемма 1. Пусть п — целое число >0, T,, ..., T, — перемен- 


ные U Uy, ..., и, — элементы из Z. Пусть (с (a)), = кп о, — семей- 
ство элементов из Z, таких, что 


У шт, = ЕР. (7) 
Тогда для любого psa верно следующее равенство: 


! 
21 (d) on и | (8) 


= ra 
где и — функция Мёбиуса (дополнение). 


Логарифмируя обе части равенства (7), получим эквива- 
лентное ему равенство (Alg., chap. IV, n°9, nile &d.]: 


log (1 — 2 шт.) = 2, с (а) log (1 — T°). (9) 


В то же время 


С другой стороны, 


— 3 En ei > —c (a) T= 


a0 lal>0,k> 


l 
= BAT RTS 
= У #е(+) т. (11) 
IBI>0, k\ß 
Поэтому (7) эквивалентно 


Del? (+ ) = a и для любого B = N° — {0}. (12) 


Пусть A— множество наборов (Ay, Ay ..., An) = N°— {0}, та- 
ких, что наибольший общий делитель чисел Ay, Ao, ce, An 
равен 1. Любой элемент № — {0} единственным образом запи- 
сывается в виде mA, где т— целое >Т и AGA. Условие (12) 
эквивалентно равенству 


IS le(F)= versie um для любых AEAum>|. (13) 


ETF 
ae 
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По формуле обращения Мёбиуса (см. дополнение) условие (13) 


эквивалентно 
ae 


=: 


Imlc(m)= ), u (d) I — (14) 


pee (SE) = 
для любого AGA и любого m>1. Ч. Т. Д. 


ТЕОРЕМА 2. Пусть X — конечное множество и п == СагА (Х). 

a) Для любого целого r>1 К-модуль L'(X) — свободный 
модуль ранга 

an 1 r/d 
с()=- Уи (а) тг, (15) 
dir | 

где u — функция Мёбиуса. 

6) Для любого a = М” — {0} К-модуль L" (X) ($ Я oa 6} — 
свободный модуль ранга 


(= Tat 2 (a) eer. (16) 


Мы уже знаем, что модули ie (X) для любого reN и модули 
17 (Х) для любого ae N™ свободны ($ 2, n° 11, следствие Teo- 
ремы 1). Рассмотрим полиградуировку (4° (X)) on ®) алгебры 
A(X), определенную каноническим гомоморфизмом ф моноида 
Mo(X) в N” (Alg., chap. III, р. 31, exemple 3); имеем A" (X)N 
NL(X)=L”(X) согласно замечанию 3 после теоремы 1 из п 1. 


Для любого a = N™ базисом К-модуля A°(X) является множе- 
ство слов, в которых буква х из Х встречается a(x) раз. Пусть 


4 (о) — количество этих слов, т.е. ранг A(X); мы вычислим 
двумя способами формальный ряд P((T;),2x) € Z[[(Tx eax], 
определенный формулой 


P(T)= У. G(a)T". (17) 
ae N(X 
D) Pw) a gio & a aus Le A 5 т (2, г, ? 
откуда = 
P (T) = (1 — 2 Ts) (18) 


2) Пусть для любого a = NX — {0} семейство (eu, jh <; <е (a) 


является базисом в L"(X), и пусть множество J пар (a, J), 
в которых а= М — {0} и 1<]<с(а), некоторым образом 
совершенно упорядочено. По теореме 1 из n° 1 H по теореме 
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Пуанкаре — Биркгофа — Butta (гл. I, $ 2, n° 7, следствие 3 Teo- 


ремы 1) элементы г 
т (а, j) 
у. = Il (eu, 1) 
(a, el 
при индексе m, пробегающем NU), образуют базис в A(X), 


Каждый элемент y, имеет полистепень, равную EI т (a, ра. 
a, 1) = 


Обозначим эту полистепень через и (т). Тогда 
Р (Т) = >, pin} = > IL т" (a, Ла — 


ment! men) (gel 
— FE ore er), 
| | (а, EI r=0 (а, jel 
откуда окончательно получаем, что 
Pn= I G-r)°". (19) 
a æ NX) {0} 
Сравнивая (18) и (19), получаем 


[У г.= ПО Ra a (20) 


аем(Х) {0} 


Применяя лемму 1, получаем утверждение 6). 
Подставляя одну и ту же переменную U вместо T, для 
всех x =X в формулу (20), получаем 


1—nu= ПП (1-9 = aL Chir rn. 


a =N(X)—(0} 
Снова применяя лемму 1, получаем также утверждение а). 


Примеры. При п = 1, 2, 3, 4, 5, 6 имеем 
с(Й =n, с = (п), с) = (8 —n), 


с (4) = + (ni — п2), с(5) = + (nn), с (6) = (n° — n° — и? п). 
Замечание. Пусть X — множество и a = N; ранг свободного 
К-модуля L*(X) задается формулой (16). Это очевидным образом 
‘следует из теоремы 2 6) и предложения 4 из $ 2, n° 6 
$ 4. Центральные фильтрации 
1. Вещественные фильтрации 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. Лусть G — группа. Вещественной фильтрацией 
на С называется семейство (Со), ER подгрупп в G, таких, что 


С. = LE G, для любых ER. (1) 


—- 
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Из формулы (1) следует, что G,C=G, как только В < а, 
так что семейство (G,) является убывающим. Фильтрация (G,) 
называется отделимой, если Г С. равно единичной подгруппе, и 

es 


исчерпывающей, если G= ge 
a 


— 


Замечание. Пусть (Gy), 7 — убывающее семейство подгрупп 


в С. Оно является убывающей фильтрацией в смысле определе- 
ния | из Комм. алг., гл. Ш, $ 2, n° 1. Для любого целого n 
и любого а из интервала Jn—1, n) множества R положим 
H,=Gn, откуда, в частности, H,=G,. Понятно, что таким 
образом мы получаем вещественную фильтрацию Paar BE 


будем называть такую фильтрацию целочисленной. Можно, 
таким образом, отождествить убывающие фильтрации в смысле 
Комм. алг., гл. Ш, $ 2, с целочисленными фильтрациями. 


Пусть А — алгебра; вещественная фильтрация (Аз) на адди- 
тивной группе А называется совместимой со структурой алгебры, 
если Аз. A, Аа+в для любых a, В из Ru К.А СА, для 


любого ае=В. Если фильтрация является исчерпывающей, то 
(A,) — фундаментальная система окрестностей 0 в некоторой 
топологии A, совместимой со структурой алгебры. Пусть 
В — алгебра с единицей; вещественная фильтрация (B,) на адди- 
тивной группе В называется совместимой со структурой алгебры 
с единицей, если она совместима со структурой алгебры и 
если 1 & Bo. 


2. Функция порядка 


Пусть G — группа с единичным элементом е. Пусть (С). — Be- 
щественная фильтрация на G. Для любого x из С обозначим 
через 7, множество вещественных чисел а, таких, что XE G,. 
Если acl, и В<а, то Bel, так что [, — интервал (Общ. 
топ., 1969, гл. IV, $ 2, n° 4, предложение 1). Используя соотно- 
шение (1), нетрудно убедиться в том, что [, содержит свою 
точную верхнюю грань, если последняя конечна. Следова- 
тельно, J, имеет вид J— <, 9(х)] ПВ, где о(х) ЕВ; здесь 
v(x) = sup {а| хе G,}. 


Отображение v группы G в В называется функцией порядка, 
связанной с вещественной фильтрацией (G,), a v(x) — порядком 
элемента х. Это отображение обладает следующими свойствами: 

а) Для любых хеЕС иае В соотношения <=G,uv(x)>a 
эквивалентны. 


6 Н. Бурбаки 
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6) Для любых x, у из G имеют место соотношения 


0(х- = v(x), v(e)=+0, (2) 
о (ху) > inf (v(x), v(y)). (3) 


Более того, в (3) выполняется равенство, если v(x) > v (y). 
в) Для любого а <= В обозначим через Ga множество x EG, 
таких, что v(x) > a. Тогда Gt = |) Св u, в частности, GE — под- 
B>a 


группа в CG. 


Обратно, пусть U — отображение группы С в В, удовлетво- 
ряющее соотношениям (2) и (3). Для любого ае= В пусть 
‘Gq — множество хе G, таких, что U(x) >> а. Тогда (Gy), в — ве- 
шщественная фильтрация на С и о — функция порядка, связанная 
с этой фильтрацией. Для того чтобы фильтрация (G,) была 
целочисленной, необходимо и достаточно, чтобы v отображала G 
в ZU{+ ©, — co}, Для того чтобы она была исчерпывающей 
(соотв. отделимой), необходимо и достаточно, чтобы ``! (— 00) = @ 
(соотв. v—!(-+ oo) = {e}). | 

Пусть А — произвольная К-алгебра (соотв. К-алгебра с еди- 
ницей). Согласно предыдущему, соотношение 


„хе А. > v(x) >а для любых x= An ae В“ 


определяет биекцию множества исчерпывающих вещественных 
фильтраций (A,), pr совместимых со структурой алгебры (соотв. 


алгебры с единицей) Ha A, на множество отображений v: A> В, 
‚не принимающих значения — 00 и удовлетворяющих аксиомам 
(4) — (7) (соотв. (4) — (8)), выписанным ниже: 


v(x + у) > Ш (о (х), ч(у)) (x, у из A), (4) 
о (— x) =о(х) (x = À), (5) 

9 (Ах) D> v(x) VERF x= A), (6) 
о (ху) 2vu(x)+o(y) (x, y us A), (7) 
eg, 2. (8) 


Замечание. Если u(x) не равно тождественно — со, TO усло- 
вия (7) и (8) влекут за собой 9(1) =0. 


4 $ 4. ЦЕНТРАЛЬНЫЕ ФИЛЬТРАЦИИ 163 
3. Градуированная алгебра, sty fed 8 sic с фильтрованной 
алгеброй 


Пусть G — коммутативная группа, наделенная вещественной 
фильтрацией (G,) Положим, как и прежде, 


= UG. (9) 


аеВ* 


Ясно, что Са — подгруппа в G,. Положим gr, (G)=G G,/Gt И 
gr G=e ст. ((). Назовем градуированной группой, accoyuupo- 


ванной с `фильтрованной группой G, группу gr(G), наделенную 
естественной градуировкой типа В. 


Замечание. Если фильтрация (G,) целочисленна, то gr, (G)={0} 
для нецелых а и gr,(G)—G,/G,—, для любого целого числа п. 
Определение градуированной группы, ассоциированной с филь- 
трованной, совпадает поэтому с определением, данным в Комм. 
алг., TRO ПЕ 2, n°6. : 

Пусть А — алгебра (соотв. алгебра с единицей) и (Аз), в — 


вещественная фильтрация, совместимая со структурой алгебры 
(соотв. алгебры с единицей) (n° 1). Тогда 


Аа. A8 € Ав, Ad «Ag+ Ав. Ap Ав, 


и билинейное отображение À, Х А, > Agig, являющееся огра- 
ничением умножения в A, определяет посредством факториза- 


ции билинейное отображение 
gra (4) Ж ст, (А) > gta+, (A). 


Отсюда мы получаем билинейное отображение от (A) X gr(A) 
в gr(A), превращающее группу gr (А) в градуированную. 
алгебру (соотв. алгебру с единицей) типа В. Если À — acco- 
циативная алгебра, то такова же и gr(A). 


4. Центральные фильтрации на группе 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть @ — группа. Говорят, что вещественная 


фильтрация (Gy) на G центральна, ‘если G = U Gau коммутатор 
a> 
(x, y) = x y" ху элементов x из G, и y из С, принадлежит Со+в- 


На языке функции порядка v предыдущее определение фор- 
мулируется в виде соотношений 


9(х) > 0, о((х, у) >95()- (№ для любых x, у из G. (10) 
6* a 
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Нетрудно вывести отсюда, что о ((х, y)) > u(x), если v(x) + 00; 
если положить x’=—y-'xy (ср. с Alg., chap. I, р. 66), то 
ges x (x, 9), так что 

HAE) (11) 


Это соотношение выражает тот факт, что все подгруппы G, 
группы G являются нормальными nodepynnamu. Подгруппы G, 
образуют фундаментальную систему окрестностей е для неко- 
торой топологии, совместимой со структурой группы G (Общ. 
ron., 1968, ru. II, $ 1, n° 2, пример) и называемой ‘гопологией, 
определенной фильтрацией (G,). 

В этом пункте @ — группа, наделенная центральной филь- 
трацией (G,). Для любого а=В определим подгруппу Ga группы С 
формулой _ 


Gi = |} 6.. (12) 
B> a 
В частности, Gi — Gi —=G при a< 0. Напомним, что если 


Аи В— подгруппы в С, то (А, В) — подгруппа в G, порожден- 
ная коммутаторами (а, 65), где а=Аи OSB. В этих обозначениях 


(С, Св) < Ga+p (13) 
(Ga, бв) < Garp, / (3) 
(G, де Ga. (14) 


Согласно формуле (14), Ст — нормальная подгруппа в Ga 
при любом a=R, а факторгруппа gr, (G) =G,/G¢ коммута- 
тивна. Положим gr(G) = ©, gr, (@) и наделим группу gr (G) гра- 


дуировкой типа В, в er. gr, que состоит из элементов сте- 
пени a. При a 0 имеем gr, (6) = {0 


IIPEXIOKEHHE |. (i). Пусть a, В взяты из В. T беда суще- 
ствует биаддитивное отображение 


Paz: Sta (G) X Bt, (6) > gta, (6), 


переводящее (xGa, yG (x, У) Gasp. | 

ii) TT sets a, 908) в (И отображение  gr(G) X gr(G) 
в gr(G), ана которого на вт. (@)Ж ст, (@) равно Pap OAR 
‘любой пары (a, és Тогда ф. наделяет gr(G) структурой Z-aa- 
гебры Ли. 


(1) Напомним тождество 
(xx, DHE OOD, . 3.204518) 


р 
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где x, x’, у — произвольные элементы из С (Alg., chap. I, р. 66, 
formule (4)). 

Будем обозначать символом f (x, y) класс по модулю Gasp 
элемента (x, у) из подгруппы Gers, где XXE G, и y=G,. Для 
любого а из Go+g M x’ из С имеем а .a* =(, x’) Е Gas; 
в частности, f (x, y) совпадает с классом (x, у)’ по модулю Gais 
Из формулы (15) следует поэтому 


(хх, у) =F (x, y) F(x", y). (16) 
Так как, далее, (у, x) = (x, ) то 
Fy, = И, D. (17) 

Из (16) и (17) выводим также 
Rx, уу) Е, Di N. (18) 


Нам нужно проверить, что отображение f: GX Gs -> ETa+g (G) 
посредством факторизации определяет отображение Pag: STa (@)Ж 
X эт, (G) > gro+s (G). Согласно (16) и (18), достаточно проверить, 
что F (x, y)=0, если хе GS или же ye СВ, а это следует 
из (13 

D ie Kak (x, x) =e, To из (17) вытекает, что ф является 
7-билинейным знакопеременным отображением. Остается по- 
этому доказать, что если и © gr, (G), vE gra (С) u w & gr, (С), To 


ф(и, p(v, w)) + pl, p(w, u))+q(w, E(u, v))=0. (19) 


Пусть хеС., y=EG, и 2е=0(,— элементы, представляющие 
соответственно классы и, v 4 w. Мы знаем, что x’ m x — эле- 
менты из G,, сравнимые по модулю Са, поэтому x” — предста- 
витель и в G,; так как (у, г) — представитель ф_(о, w) в Gary 
то (х”, (у, 2)) — представитель P(u, @(v, w)) в Gargı+y: Приме- 
няя циклическую перестановку, мы убеждаемся в том, что 
(y?, (2, х)) и (2*, (x, y)) представляют соответственно классы 
Ф(9, p(w, u)) и o (w, ф(и, v)) в Ga+g+y- Соотношение (19) выте- 
кает, таким образом; из следующего тождества (Alg., chap. Г, 
р. 66, formula (15);. cm. также упражнение 26 6) гл. Т) 


(х”, (и, г)). (и, (2, x). (=, (x, у)==е. (20) 
| 9. 78 


Алгебра Ли gr(G) над Z, определенная в предложении 1, 
называется градуированной алгеброй Ли, ассоциированной 
€ фильтрованной группой G. 
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5. Пример центральной фильтрации 


Пусть А — ассоциативная алгебра с единицей, наделенная 
фильтрацией алгебры с единицей (Аз), такой, что Ау = А; тогда 
A, при любом a=R является двусторонним идеалом в À. Обо- 
значим через A” мультипликативную группу обратимых элемен- 
тов из А. Для любого «> 0 обозначим через Г. множество 


хе А", таких, что х—1е= Да; положим Г = u I, » P= 


при p< 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Множество Г — подгруппа в А u (T,)— 
центральная фильтрация на Г. 
По построению Г = U Г, так что соотношение Г, = my 
a>0 


следует из A, = a Ав. Покажем, что Г. — подгруппа в A*. 
B<a 
Имеем | ET,; пусть x, y — элементы из Ге, т. e. x —1LEA,, 


у—1е= A,. Поскольку A, — двусторонний идеал в A, формулы 


y- TSO — YY — Nt e Dr), (21) 
x-'}— 1 = — x7! (x — 1) (22) 
влекут за. собой ху—1еЕ АД их-!' — 1 A), так что xy. Г и 


xe Ty. 
Так как Г= |) Г., то Г — подгруппа в А*. 
а>0 


Пусть, наконец, а> 0, В>0, хеГ nyse l'a. Положим 
х—1=&ёии—1=1\. Тогда | 
(x, y)—1= x" у (En — né). _ (23) 
По предположению &= À, и че Ag, откуда En — чЕ < Ау в- 
Так как Aa+g — двусторонний идеал в A, To (x, y) — I = Agig, 
так что. V)Eelci Т.Д. 


Замечание. Пусть a>0, В >0 их=Г,, ye Гь. По форму- 
лам (21), (22) и (23) имеем , | 


x7 — 1 = —(«e — 1) mod Az, (24) 
xy—1=(x—1)+(y—1) mod Ач, (25) 
(x, yy —1=[%—1), (y—D] mod Ao+p+int ca, 6). (26) 


Докажем, например, (26). Если х—1=ёЁ и y—1=n, то 
по (23) имеем 


(x, yy—1—[E, 1] = (1) + (yu) + («Dy '— I LE, nl. 
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В то же время [& п] Е 444, (x —1)€ 4, (у — 1) = Ag, 
откуда и следует (26). 

Пусть С@ — группа и р: G—T— гомоморфизм. Для любого 
вещественного а положим С. ==0о`" (Г.). Так как (T,) — цент- 
ральная фильтрация на Г, то понятно, что (G,) — центральная 
фильтрация на G. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. (i) Для любого aER существует единствен- 
ный гомоморфизм групп By: эт. (@) > сг.(А), отображающий 
класс элемента а= С. по модулю Су на класс элемента о (а)—1 
по модулю Aq. 

(ii) Пусть g — гомоморфизм gr(G) в gr(A), ограничение кото- 
рого на gr,(G) равно gy для любого a. Тогда в — инъективный 
гомоморфизм Z-aneeöp Ли. 


(i) Пусть a > 0. По предположению для любого а из G, 
верно р (а) — 1e Аз; обозначим через p,(a) класс элемента 
о (а) — 1 по модулю Ag. Так как Ал < Ad, то соотношение (25) 
влечет за собой ру (а5) = р. (а) + р. (5). Далее, a=G% тогда u 
только тогда, когда о (а) —1е Ad; следовательно, GE — ядро 
гомоморфизма p, подгруппы G, в gr,(A). При факториза- 
ции р. определяет, следовательно, инъективный гомоморфизм 
Ga: Ta (@) > gra (A). 

При а<0 имеем ог. (С) = {0}, и у нас не остается иного 
выхода, кроме как положить 2, =0. 

(ii) Так как g, инъективен для любого вещественного а, 
то g инъективен. Покажем, что 5 — гомоморфизм алгебр Ли. 
Так как gr,(G) = {0} при а < 0, то достаточно доказать формулу 


Pats ((a, b)) xe [Pa (a), Рв (b)], (27) 


где a>0, В>0, а=С(. и bEG,, кодорая, однако, следует 
из (26). 


6. Целочисленные центральные фильтрации 


Напомним (n° 1, замечание), что фильтрация (G,) группы G 
называется целочисленной, если G,=—G, для любого целого п 
и любого а= ) п — 1, п). Задание целочисленной центральной 
фильтрации на группе С эквивалентно заданию ряда (G,),5, 


подгрупп группы G, удовлетворяющих условиям 
G=G, (i) 
GD Gr для любого нЕ (11) 
(Ge, для. ШЕИ A: (111) 
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Для любого целого п > 1 подгруппа G, нормальна в С и фактор- 
группа ог, (@) = GIG... коммутативна. Отображение (x, и) --> 
> x, y)=x уу из Си X Gr в Gin позволяет посредством 


факторизации определить на QT (@) = = cB OT, (G) структуру гра- 
n >| 


дуированной алгебры Ли Tuna М над кольцом Z. 

Напомним (Alg., chap. I, р. 68, definition 5), что нижним цен- 
тральным рядом группы G называется последовательность под- 
групп, определенная формулами 


C'G=G, ce =(G, C"G) для любого п>1. (28) 


Соответствующая ему beset elec называется нижней централь- 
ной фильтрацией группы G. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. (i) Нижняя центральная фильтрация G является 
целочисленной центральной фильтрацией на G. 
(ii) Если (Gr), ene целочисленная центральная фильтрация 


на С, то C"GCG, при любом целом пе= №. 


Утверждение (i) доказано в кн. Alg., chap. I, р. 68, formule (7). 
Утверждение (ii) доказывается индукцией по п; CG=G=G; 
при n> 1 имеем С”@ = (в, C"'G) = (6, G,-) <=G,. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть G — группа, и пусть gr (G) — градуиро- 
ванная Z-aneeOpa Ли, ассоциированная с нижней центральной 
фильтрацией С. Тогда алгебра gr(G) порождается множеством 
gr, (G) = G/(G, G). | 


Пусть. L — подалгебра Ли алгебры gr (G), порожденная gr, (С); 
индукцией по n докажем включение L > gr,(G), причем утвер- 
ждение тривиально при n=1. Предположим, что п > Ти LD 


о > er,-,(G). Так как С”С = (с, C”"'G), то процесс построения 
умножения в алгебре Ли на gr(G) показывает, что gr,(G)— 
— [gr (G), en (@)] < Г. 

Только что приведенное доказательство показывает, что 
нижний центральный ряд алгебры Ли gr(G) ($ 2, n°7) задается 


формулой 
@" (er (0)) = 2, вт» (0). 


Замечание. Пусть À — кольцо, п — целое число > 0, À — мно- 
жество матриц с п столбцами и п строками с элементами из к, 
являющихся нижними треугольными. Для любого р0 пусть 
A, — множество (x;;) = А, таких, что X; =0 при i—j < р. Тогда 
4 = À u А, А, < A4. Пусть Г, =1- A,. Тогда Г, — подгруппа 
в СЕ (п, Е), называемая группой унитреугольных матриц по- 


1 $ 5. АЛГЕБРЫ МАГНУСА 169 


ряэка п над k. Согласно предложению 2 из n°9, (Г,) — цело- 
численная фильтрация на Ty. Так как Г, = {1}, то Г, — нильпо- 
тентная группа (Alg., chap. I, р. 60, definition 6). 


$ 5. Алгебры Магнуса 


В этом параграфе X — множество, Е(Х) — свободная группа 
над X (Alg., chap. I, р. 84, n°5) и А(Х) — свободная ассоциа- 
тивная алгебра над X, наделенная моноградуировкой (А" (X)),o 


(Alg., chap. Ш, р. 31, exemple 3). Множество X отождествляется 
co своими образами в F(X) и А(Х). 


1. Алгебры Магнуса 
Пусть А(Х) — произведение модулей [I A? (2). Определим 
п>0 


в A(X) умножение правилом 
(ab), = Py ad 


rıe a=(a,) ub=(b, = элементы из А(Х). Известно, что А(Х) 
является ассоциативной алгеброй и что А(Х) отождествляется 
< подалгеброй в А(Х), состоящей из последовательностей, в ко- 
торых равны нулю все члены, за исключением конечного их числа 
(Komm. алг., гл. Ш, $ 2, n° 12, пример 1). 

Наделим А(Х) топологией произведения дискретных тополо- 


гических пространств A”(X); эта топология превращает A(X) 
в полную отделимую топологическую алгебру, причем К наде- 


лено дискретной топологией и А(Х) плотно в A(X). Пусть 
а = (а,) = A(X); семейство (a,),.. суммируемо и a = Е. 


п>0 
Для любого целого m>0 обозначим через A„(X) идеал, 


состоящий из рядов вида a= >, a, таких, что a, = А" (Х), 
nzm 


где п— любое целое 2m. Эта последовательность идеалов 
является фундаментальной системой окрестностей 0 в А(Х) и 


целочисленной фильтрацией на А(Х). Функция порядка, ассо- 
циированная с этой фильтрацией, обозначается через в; имеем © 


тогда © (0) = + oo и ® (а) = т, если a= », a, THE a = А"(Х) 


для любого п>т и a, 5-0 (6 4, n°1 aD. 

Говорят, что А (X) — алгебра Магнуса множества À с коэф- 
фициентами в К. Если есть неясность в употреблении К, то 
можно также писать Ак (X). 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ |. Лусть В — ассоциативная алгебра с единицей, 
наделенная вещественной фильтрацией (By), 2p, относительно ко- 


торой В отделима и полна ') ($ 4, n° 1 n 2). Пусть | — отображе- 
ние множества X в В, такое, что существует À > 0, для кото- 
рого (X) В,. Тогда | продолжается единственным образом до 


непрерывного гомоморфизма алгебр с единицей f алгебры A(X) в В. 

Пусть  — единственный гомоморфизм алгебр с единицей 
алгебры A(X) в В, продолжающий f (Alg., chap. Ш, р. 22, propo- 
sition 7). Покажем, что р’ непрерывен: в самом деле, |’ (А" (Х)) = 
< By, так что [ (А, (Х)ПА(Х)) CB,,. Поэтому | продолжается 
единственным способом по непрерывности до гомоморфизма 
f: A(X)— В. 

Сохраним предположения и обозначения предыдущего пред- 


ложения 1; пусть ие A(X). Элемент f (4) обозначается через 
u((f (X)). x) и называется результатом подстановки |(х) вместо x 
в и. В частности, и ((х),_х)==и. Пусть теперь и = (uy), y = 
семейство элементов из А, (Х) u ve A(X). Сказанное выше по- 
зволяет определить элемент 0 ((uy)y cy) Е A(X). Обозначим его 
через vou. Так как u,((f (х))) = В), то можно подставить эле- 
менты и, ((7 (х))) вместо y в 9. Отображения vr> (vou) ((f(x))) 
и v—>v((u,((f (х))))) — это непрерывные гомоморфизмы алгебр 


с единицей А (У) > В, принимающие одинаковые значения и, ((f (x))) 
на элементах y = Ÿ. Следовательно (предложение 1), 


Wu) ER) = 0 (uy RAM (2) 


для любого ve À (Ÿ). 


2. Группа Магнуса 


Если а = (An), 59 — произвольный элемент из A(X), то эле- 


мент do из К мы будем называть свободным членом а и обозна- 
чать через (а). Формула (1) показывает, что & — гомоморфизм 


алгебры А(Х) в К. = 
Лемма 1. Элемент a us А(Х) обратим тогда и только тогда, 
когда его свободный член обратим в К. 


Если а обратим в A(X), то e(a) обратим в К. Обратно, 
если e(a) обратим в К, то существует u = А, (Х), такой, что 
а = = (а) (1 — и); положим 6 = ( 2: и") в (а) '. Тогда ab = фа = 1, 

n20 


и, значит, а обратим. 


1) Как топологическая алгебра. — Прим. перев. 
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Множество элементов в А(Х) со свободным членом, равным 1, 
образует, таким образом, подгруппу мультипликативного мо- 


ноида A(X), называемую группой Магнуса над X (относи- 
тельно К). В этой главе мы будем обозначать ее через T (X) 
или просто Г. Для любого целого п >1 обозначим через I, 


множество ае= Г, таких, что ®(а— 1)>n. Согласно предло- 
жению 2 из $ 4, n°5, последовательность (T,),-, является це- 


лочисленной центральной фильтрацией на Г. 


3. Группа Магнуса и свободная группа 


ТЕОРЕМА 1. Пусть г — отображение множества X в A(X), такое, 
что © (г(х)) >2 для любого x = X. Единственный гомоморфизм 8 
свободной группы F(X) в группу Магнуса Г(Х), для которого 
g(x) =1-х-г(х) при любом хе X, инъзективен. 


Докажем сначала три леммы. 


Лемма2. Пусть п — целое рациональное число, не равное нулю 
В кольце формальных степенных рядов К [[f]] положим (1 + 8" = 


— D, с, ntl. Тогда существует целое j > 1, такое, что С, п 5-0. 
120 


Если п > 0, то по формуле бинома c, „=1. 
Пусть п < 0, и положим т = — п. Если бы с; „==0 при mo- 


бом j>1, то (1+f) = 1, т. е. 1-8" =1, что противоречит 
формуле ст, m = 1. | 
Лемма 3. Пусть X, ..., X — элементы us X, такие, что $> 1 
ux; 5х: При 1<1<3$—1; пусть Ni ..., п, — ненулевые целые 
$ 


рациональные числа. Тогда элемент |] (1 + x;)" алгебры A(X) 
; i=l 


отличен от единицы. 


Пусть м — максимальный идеал в Ки k— поле K/m; пусть 


р: Ак (Х)-> A, (X) — единственный гомоморфизм алгебр с еди- 
ницей, такой, что р(х) =х для любого x] X (n° 1, предложе- 


ние 1). Достаточно доказать, что pI[(1+x;) 1, и поэтому 
можно считать, что К — поле. 
В обозначениях леммы 2 


5 b b 
[la +x) = У Con... 6, n À NOUS 
il b; 20 


По лемме 2 существуют целые a; > 0, такие, что Са, п; F0 
(1<7=<$). Согласно предложению 6 из Alg., chap. I, р. 84, 
ни один из одночленов xi! BE 0 erh) 
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a 
Æ (а1,..., Gs) не может равняться X!...x,°. Отсюда следует, 


5 
2 а а п 
что коэффициент при x,!... x5 в Па + x;) ! равен Can, ++ 
. Can, #0, что и влечет за собой утверждение леммы. 


Лемма 4. Пусть с — непрерывный эндоморфизм А(Х), такой, 
что o(x)=x-+r(x) для любого x =X (n° 1, предложение 1). 
Тогда с — автоморфизм и 0 (A„(A)) = À,,(X) для любого MEN. 


Имеем о (х) = тоа А. (Х) для любого хех, откуда при 
пил, -.:, I из. А выполняется © 


or)... (ин) =... x, mod А, (X); 


отсюда по линейности следует, что с (а) = а по модулю Я (X) 
для любого ae А"(Х) и, в частности, в (А"(Х)) = A,(X). Or- 


сюда легко выводим, что о (А" (Х)) = À, (X) при т > п, так что 
с (A, (Х)) = A„(X). Иначе говоря, о совместим с фильтрацией 


(A,,(X)) алгебры A(X) и его ограничение на ассоциированную 
градуированную алгебру тождественно. Следовательно, с биек- 
тивен (Ком. алг., гл. Ш, $ 2, n° 8, следствие 3 теоремы 1). 

Докажем теперь теорему 1. Пусть w— элемент из F(X). 
По предложению 7 из Alg., chap. I, р. 84, существуют 
х,..., №» Из X и целые рациональные п, ..., fl, не равные 
нулю, такие, что $21, x, A м: (ISiISs—|) u 


D —Х, eee X. 
В обозначениях леммы 4 имеем 


g (и) = ПА + 0 (x))"= 0 ([T (1 + x”), 


откуда g(w) #1 по леммам 3 u 4. 


4. Нижний центральный ряд свободной группы 
Мы собираемся доказать следующие две теоремы. 


ТЕОРЕМА 2. Гредположим, что в кольце К соотношение n.1 =O 
влечет за собой п = 0 для любого целого п. Пусть г — отобра- 
жение множества X в A(X), такое, что w(r(x))>2 для любого 
xe X, и пусть в — гомоморфизм группы F(X) в группу Магнуса 
T(X), такой, что g(x)=1+x<+r(x) при хеХ. Для любого 
n > 1 подгруппа C"F(X) является полным прообразом подгруппы 
1+ А,(Х) группы Г(Х) при отображении в. 


_ ТЕОРЕМА 3. Для любого хеХ пусть c(x) — канонический 
‚ образ x в F(X)/(F (X), Е(Х)). Пусть g — градуированная Z-aneeöpa 
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Ли, ассоциированная с фильтрацией (C"F(X)),=, группы F (X) 
($ 4, n°6). Единственный гомоморфизм Z-aneeöp Ли свободной 
алгебры Lz(X) в 4, продолжающий с, является изоморфизмом. 


В терминах образов градуированная Й-алгебра Ли, ассоции- 
рованная со свободной группой F(X) (относительно нижнего 
центрального ряда), является свободной Z-anre6poñ Ли Lz (X). 

Положим Р(Х)= Е, Г(Х)=Г, A(X)=A, À, (X) = Ap, 
C'F(X)=C", Г, =1- А, (Х); пусть, далее, a: Lz(X) — 9 — ro- 
моморфизм, введенный в формулировке теоремы 3. 


А) Предварительные редукции 
Обозначим через у гомоморфизм группы F в Г, определен- 


‘ный правилом \ (x) = 1 + x для любого x = À. По лемме 4 cy- 


ществует автоморфизм с алгебры А, сохраняющий ee фильтрацию 
и такой, что в (1+ х) = 5 (х) для любого хе X; имеем o(T,)= 
—= Г, для любого п. Так как гомоморфизмы £ и ooYy группы F 
в Г совпадают на X, то g=oocy, так что в (Г) = у (Г,). 
В предположениях теоремы 2 можно отождествить Z с NON- 
кольцом в К; алгебра Магнуса Az отождествляется тогда 
с TIOAKOJIbIIOM В А, причем фильтрация на Az индуцируется филь- 
трацией на A. Так как y отображает F в Az, то понятно, что 


достаточно доказать теоремы 2 и 3 при дополнительных пред- 
положениях К = и г=0, т.е. в==у, которых мы и будем 
придерживаться в дальнейшем. 


Б) Сюржективность а 

Так как X порождает группу Е=С'!, то множество c(X} 
порождает Й-модуль g = С'/С?. Но q' порождает Z-anreöpy Ли g 
($ 4, n°6, предложение 5), следовательно, c(X) порождает ц, 
что и доказывает сюръективность 9. 


В) Отождествим градуированную алгебру gr(A) с A(X) при 
помощи канонических изоморфизмов А” (Х)-> A,/A,+,. Для лю- 
бого целого п > | положим Е" = y" (Г„); известно, что (F°), =, — 
целочисленная центральная фильтрация F ($ 4, n° 5). Обозначим 
через $’ градуированную -алгебру Ли, ассоциированную с этой 
фильтрацией ($ 4, n° 4). Пусть | — гомоморфизм алгебры Ли $ 
в A(X), ассоциированный с y ($ 4, n° 5, предложение 3). В то же 
время C” CF” для любого целого п >1 ($ 4, n°6, предложе- 
ние 4), так что имеется канонический гомоморфизм = алгебры 


д = Occ! в g =@ РЕ": 
n>| п>! 


12) — 9-9’ —+ A(A). 
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Положим В=|оа; гомоморфизм В можно определить словами 
следующим образом: если и — класс по модулю Cc"! некото- 
рого элемента w из С”, то \(&) — 1 — элемент порядка Sn 


в À и В(и) — однородная компонента степени п элемента 
y(w)— 1. В частности, 


В (с (х)) =х для любого xe X. (9) 


Г) Доказательство теорем 2 u 3. 

В силу (3) ограничение гомоморфизма алгебр Ли Boa: 
Lz(X)— A(X) на X тождественно, поэтому В © а — каноническая 
инъекция ($3, n° 1). Поэтому а инъективен, а следовательно, 
и биективен в силу Б); это доказывает теорему 3. Поскольку 
Во а=—=]о=оа инъективен, а а биективен, то & инъективен. Для 
любого целого n >| 


1 1 

=, : ea ere 
инъективен, поэтому 
С" N pH! ie ont 


Имеем C1=F=F'; если C"=F", то СТП Е"! = Ft откуда 


ei: 
C"* =F", что после применения индукции по n > 1 доказы- 
вает теорему 2. 


СЛЕДСТВИЕ. 


( С"Е(Х) = {e}. 
п>! 

В самом деле, применяя теорему 2 при K=Z и г=0, 
получим 


QO crx) = 0 = + 4.) = 
=e'( Q 9+4.0))) == = Ee}. 


Замечание. Пусть Н — семейство Холла над X ($2, n° 10). 
Пусть М — группоид, умножение в котором определено прави- 
лом (x, y) (x, )=х уху, и пусть ф — гомоморфизм М (X) 
в М, ограничение которого на Х тождественно. Элементы из 
Ф(Н) называются базисными коммутаторами группы F(X), свя- 
занными с семейством Холла Н. Для любого целого n >| 
пусть H, — подмножество в À, состоящее из элементов длины N; 
известно ($2, n° 11, теорема 1), что каноническое отображе- 
ние H, в Lz(X) является базисом свободной абелевой группы 


17 (Х). Более того, ф(Н„) < С"; поэтому можно через ф„ (т) 
обозначить класс той С"*' элемента Ф(т) © С” для любого 
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m = H,. Из теоремы 3 видно тогда, что Q, — биекция множе- 
u u 1 
ства H, на базис свободной абелевой группы C"/C"t'. Отсюда 


легко вывести, что для любого WEF(X) и любого i > | суще- 
© Н © 

ствует единственный элемент @а; из Zi), такой, что, каково 

бы ни было M21, верно равенство 


n 


v=]I II P(m)* "mod С"*", (4) 


где произведение вычисляется согласно совершенной упорядо- 
ченности на Н. 


Пример. Предположим, что Х — множество, состоящее из 
двух элементов X, Y, и положим Hı={x, y}, Н.= {xy}. Любой 
элемент w группы F(X) может быть записан в виде 


ш = ху? (x, y} mod C3, где а, 6, cer. 


Если w= (ху), tma=b=nuc=n(l —n)/2 (см. упражнение 9), 
откуда 
(xy)” = x"y" (x, у)" "то С°, 


5. р-Фильтрация в свободных группах 


В этом пункте р — простое число, а К =Е,. Пусть y—romo- 
морфизм группы F(X) в Г(Х), такой, что у(х) =1-Ёх для 
любого x из X; положим FP(X)=y (1+ А, (Х)). Последова- 
тельность (Е (X)) 1 является IeJIOUHCJICHHOH центральной 
фильтрацией на F(X), причем она отделима, так как Y инъек- 
тивен (n° 3, теорема 1). Назовем ee р-фильтрацией F(X). 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Предположим, что Х конечно. Для любого 
целого n >| группа F (X)/JFIP’(X)— конечная p-epynna класса 
HUAbNOTEHTHOCTU, не превосходящего п. 

Доказываем индукцией по п. Достаточно показать, что 
Е) (Х)/Е®} (X) — коммутативная конечная р-группа при любом 
целом п2|1. При любом we Fi?) (Xx) элемент y(w)—1 из 
A(X) имеет порядок > п; обозначим через 6,(w) однородную 
компоненту y(w)—1 степени п. Отображение 6,: PRÉ 


—> A"(X) является гомоморфизмом с ядром Е (Х) ($ 4, n°5, 


предложение 3), поэтому FP (XF (X) изоморфна подгруппе 


в А"(Х). Так как X конечно, то A” (Х) — векторное пространство 
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конечной размерности над F,, т. е. конечная коммутативная 
р-группа, а поэтому такова же и Fi’ (X)/FPL (X). 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Для любого wAl1 из F(X) существует 
конечная р-группа G и гомоморфизм | группы F(X) в G, такой, 
что | (8) #l. 
Существуют элементы X], ..., Xr множества X и целые числа 
Anse: Me; Tage, чм... Петь У = {Хх}. 
Каноническое вложение множества У в Х продолжается до 
гомоморфизма a: Е (У) —> 2(Х); кроме того, пусть В — гомомор- 
физм группы F(X) в F(Y), ограничение которого на У тожде- 
ственно и который отображает X — У в {1}. Имеем В (а (и)) = y 
для любого Y=EY, поэтому Boa — тождественный автоморфизм 
группы Р(У). Очевидно, существует w в F(Y), такой, что 
w — a(w'); тогда В (&) = w’ #1; однако Q F7 (У) = {1}, и зна- 
nz 


чит, существует целое число п >|, такое, что B(w) & Fi? (Y). 
По предложению 2 группа @ = Е(У)/Е (У) — конечная р-группа. 


Если ] — композиция В и канонического гомоморфизма группы 
FiY) на G,-to. Flo) AL. 


СлЕеДдствиЕ. Пересечение нормальных подгрупп конечного 
индекса в F(X) Tpusuanono. 


$ 6. Ряд Хаусдорфа 


В этом параграфе мы предполагаем, что К — поле характе- 
ристики 0. | 


1. Экспонента и логарифм в фильтрованных алгебрах 


Пусть А — ассоциативная алгебра с единицей, отделимая и 
полная относительно вещественной фильтрации (A,). Положим 
m= Ау = |) Aj. 

a >0 = 

Для любого хеш семейство (x"/n!), 


J10KHM 


=n СУммируемо. По- 


ей —ехрх = >, x"/n! (1) 


п>0 
Тогда ехр (х) Е 1 + m, и отображение exp: m— 1 + м называется 
экспоненциальным отображением алгебры А. 


Для любого y=1- m семейство ((— 2 (y—1)"/n)n>1 сум- 
мируемо. Положим 


log y= 2 (- 0" 1m. (2) 


nz 
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Тогда exp (x) Е 1 + m, и отображение log: 1 + m—>m называется 
логарифмическим отображением алгебры А. 


ПрРЕдложЕНИЕ |. Экспоненциальное отображение является. 


гомеоморфизмом m на || m, а логарифмическое отображение— 
обратным к нему гомеоморфизмом. 


x" 
Для любого x = A, выполняется a = Ang. Отсюда следует, 
что ряд, определяющий экспоненту, равномерно сходится 


в каждом из множеств A, при а >> 0; так как A, открыта в M 


И М — U Ag; TO экспоненциальное отображение непрерывно. 
a >0 


Аналогично показывается, что непрерывно и логарифмическое: 


отображение. 
Пусть еи 1— формальные ряды без свободного члена 


=), цю У (HT Xa. 


n>| Fr si 


Известно, что е(1(Х)) = Ке(Х)) =Х в A({X})=K][X]]. (Alg., 
chap. IV, $6, n°9, п" еа). Используя подстановку ($ 5, n° 1), 
получаем, что е ([(х)) = [(е (х)) =x для любого x = M; так как 


exp (x) =е(х) +1, log (1 + x) =1(x), 
TO 


log exp x =x, exp log (1 + x) = 1 + x 


для любого хеш, откуда и следует предложение. 
Замечания. 1) Если x E и y EM и если x, у коммутируют, 
le 
TO exp(x + у) =ехр (х)ехр (у) и семейство [= =) сумми- 
» JEN 
pyemo (Alg., chap. IV, § 6, proposition 11). 

2) Tak Kak e и [— ряды без свободного члена и так как 
А, — замкнутый идеал в А, то ехр Ад = 1 -+ Ани log (1-- А.)< Аа, 
откуда exp А, = 1 + À, и 105 (1 + Al) = Аз для любого а > 0. 

3) Пусть В — ассоциативная фильтрованная алгебра с еди- 
ницей, отделимая и полная, и и= |) Ва. Пусть f — непрерыв- 

a>0 


ный гомоморфизм алгебр с единицей А в В, такой, что | (m). 
Тогда f (exp x) — exp f (x) для любого хеши f(logy)=logf(y) 


для любого y=l+M; докажем, например, первую из этих 


формул: 
Кехрх) = 2. (хи = 2 (хи = exp |). 
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4) Пусть E —‚ассоциативная алгебра с единицей. Если а — 


нильпотентный элемент из Е, то семейство (= г) обладает 
nen 


конечным носителем и можно положить ехра = », a"/n! Гово- 
п>20 
PAT, что элемент D унипотентен, если 6 — | нильпотентен; поло- 


жим тогда logb= Sr a (=e 1)"/n. Из соотношений 


e(1(X)) =1(e(X)) =X er вывести, что отображение а—>ехр а 
множества нильпотентных элементов из Е на множество уни- 


потентных элементов из Е биективно и что D+ >logd является 
обратным к нему отображением. 


2. Группа Хаусдорфа 


Пусть X — множество. Будем использовать обозначения 
$5, n° 1 x 2. Отождествим свободную алгебру Ли L(X) с ee 
каноническим образом в А(Х) ($ 3, n° 1, теорема 1). Обозначим 


через L(X) замыкание L(X) в А(Х), т. е. множество элементов 
H3 A (x) вида a= > a, где a, = L"(X) для любого n>0; это 
> 1 


he 


фильтрованная подалгебра Ли алгебры A (X). 


ТЕОРЕМА 1. Ограничение экспоненциального отображения 


A(X) на Г(Х) является биекцией Г(Х) на замкнутую nodepynny 
группы Магнуса T (X). 


Положим A(X)=A, A" (X)= A", A(X)=A, L'(X)=L", L(X)=L, 
T(X)=T. Пусть В — алгебра A® A, наделенная градуировкой 
типа N, которая определена формулой В"= >, А'®А.. 

i 


+j=n 


Пусть B= >) В" — полная фильтрованная алгебра, ассоции- 
п>0 


рованная с В (Комм. ane., гл. Ш, § 2, n° 12, пример 1). Копро- 
изведение с: A>A® А, определенное в $3, п?1, следствие | 
теоремы 1, является градуированным степени 0 и поэтому про- 


должается непрерывным образом до гомоморфизма с: A>B, 
задаваемого формулой 


6 ( > an) = D c(a,), где a,€ А". 
n 20 п>0 


Определим также непрерывные гомоморфизмы 6° u 6” из A 
в В формулами 


0; (2 an) = 2 (an 2 D, у (,2,%) = À (I к an), 


где a, € A”. 
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Согласно следствию 2 теоремы 1 из $3, n° 1, L” есть множе- 
ство a, = A", таких, что с (а,) =а, ® 1+ 1®а,. Отсюда сле- 
дует, что L есть множество ае А, таких, что 


6 (a) = 6° (a) 5” (a). (3) 


Пусть А — множество b & А со свободным членом, равным 1, 
таких, что 


(0) == 6° (5): 8" (5), (4) 
или, иначе говоря, множество b= ), b,, таких, что В, © A" 
п>0 
для любого n>0, bb =1ис(Ь,) = = b;, @ b;. Эта последняя 
i+j=n 


характеризация показывает, что А является замкнутым подмно- 


жеством в Г; так как 6, 6’ u 6” — гомоморфизмы колец и так 
как любой элемент из Ô (A) коммутирует с любым элементом 


из 6”(A), то ограничения на Г отображений ¢ и 66” являются 
гомоморфизмами групп, а А — подгруппой в Г. 
По предложению 1 n°l экспоненциальное отображение 


алгебры A является биекцией множества A* элементов из A 


без свободного члена на Г. Пусть a@ А+ ub—expa. Так как 
$ — непрерывный гомоморфизм колец, TO 


é(b) = 6 ( 2, a"/n!) = dé (a)"/n! = exp é (a). 


Аналогично доказываются соотношения 
6’ (b) =ехр 6’ (a), 6” (6) =ехр 6” (a), 


и так как Ö’ (a) коммутирует с 6” (а), To (n° 1, замечание 1) 
ö (6) 5” (5) = exp (ö (a) + 6” (а)). 


Следовательно, а удовлетворяет (3) тогда и только тогда, 
когда b удовлетворяет (4), что и доказывает теорему. 


Замечание. Предыдущее доказательство показывает, что 
ехр (Г) — подгруппа А группы Г, состоящая из таких 6, кото- 
рые удовлетворяют соотношению (4). 

Таким образом, посредством экспоненциального отображения 
можно перенести групповое умножение из группы A на Е: 


Иначе говоря, Г, является полной топологической группой OTHO- 
сительно закона композиции (а, 6) ->ан+ь, задаваемого фор- 
мулой 

arb = log (exp a.exp b), 
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Таким образом определенная топологическая группа называется 
группой `Хаусдорфа (над X относительно К). 

Пусть & — гомоморфизм свободной группы Ё = Е(Х) в Г, 
такой, что g(x) =ехрх для любого x = X. Так kak exp x—1—x= 


— >> x"/n! имеет порядок 22, то © инъективен по теореме | 
n22 =. 
из $65, n° 3. Поэтому отображение log og является инъективным 


гомоморфизмом группы F в группу Хаусдорфа, продолжающим 
каноническое вложение X — Г. 

Для любого целого m>| обозначим через Г» множество 
элементов порядка 2m из L и через Г„ — множество элемен- 


тов иЕГ, таких, что и — | имеет порядок >т. Имеем Ги = 
—ехр-'(Г„) по замечанию 2 из n°1; так как (Ги), — цен- 


тральная фильтрация на Г ($ 4, n°5, предложение 2), то 
(т) ты — целочисленная центральная фильтрация на группе [.. 


3. Формальные ряды Ли 


Лемма 1. Пусть 9 — фильтрованная алгебра Ли ($ 4, n°1), 
(QWaer— 2e Фильтрация, и пусть ASR. Если Р — однородный 


многочлен Ли степени п от переменных (T;), =, ($2, n° 4), то 
Р((а;)) = na Оля любого семейства (a;), =, элементов из 9. 


Любой многочлен Ли степени п 22 является конечной сум- 
мой членов степени й, имеющих вид [Q, R], где О и В имеют 
степень < п ($ 2, n°7, предложение 7). Отсюда лемма следует 
индукцией по п. 

Назовем формальным рядом Ли’) (с коэффициентами из К) 


от переменных (T;),=, любой элемент алгебры Ли [Г ((Т;),_‚)= 
— [. (Г). Любой такой элемент единственным образом предста- 
вляется в виде суммы суммируемого семейства (Wy), yi), где 
V 
и, = L (1. 
Предположим, что [ конечно. Пусть § — фильтрованная 
алгебра Ли, полная и отделимая, причем g= U de; пусть 
a>0 


t = (1), <, — семейство элементов 9. 


ПрЕдложЕНИЕ 2. Гомоморфизм |: L(M)—g, такой, что 
fe(Ti) =ti ($ 2, n°4), продолжается до единственного непрерыв- 


ного гомоморфизма fr алгебры L(I) в 9. 


I) Формальный ряд Ли не является, вообще говоря, формальным рядом 
в смысле определения из Алг., гл. IV, $ 5. 
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В самом деле, существует а > 0, такое, что 1 е 4 для лю- 
бого i= [; тогда Ark ET для любого v (лемма 1), что 
и доказывает непрерывность f,. Ч. Т. JI. 


Если ueL(l), то положим и ((1,)) = Г (и). В частности, беря 


а=(1, получим и==и ((Т;)); в общем случае говорят, что 
u, )) является результатом подстановки & вместо Т; в фор- 


мальный ряд Ли и((Т;)). Если и = “+ Ш где У (X), To 


vent) 
семейство (ty ((t;))),, env) суммируемо и 
u(t) = 2, м»). (5) 


VEN 
Пусть о — непрерывный гомоморфизм 4 в фильтрованную ал- 
гебру Ли 9°, полную, отделимую и такую, что 4’ = U ga. Для 
а > 0 


любого конечного семейства t = (f;) элементов 4 и любого» 


ie] 
u & L(I) имеем 
о (и ((¢;))) = и ((o (1;))), (6) 
так как гомоморфизм O° г непрерывен и отображает Т; на с (t,) 
для любого ic [. | 
Пусть и == (и), _, — конечное семейство элементов из L(D, и 
пусть VE L(J); подставляя U; вместо Г, в 9, получим элемент 
w—u((u;);,=;) алгебры L(I), обозначаемый через vou. Тогда 


в (her) = == v((u; (ier)),er) (7h 


для любого конечного семейства t = (f;), _, элементов 4, в чем. 
легко убедиться, преобразуя непрерывным гомоморфизмом = 
равенство w —U((u;), 1): 

Пусть u = 2,4 = Lay причем и, &L" (1). Отображение 


ii: (ti) >u((t; )) тары 4’ в 9 непрерывно: в самом деле, в ка- 
ждом из открытых множеств 4 при любом а > 0 семейство iy, 
равномерно суммируемо, так что достаточно показать, что 


каждое й., непрерывно, что непосредственно доказывается индук- 
цией по |v. 


‚ ЧЕ 


4. Ряд Хаусдорфа 


Пусть {U, У} — множество, состоящее из двух элементов. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Элемент H=U-HV = log (expU.expV) (n° 2) 


алгебры Ли 27 ({U, V}) называется рядом on OT nepe- 
менных UuV. 
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Обозначим через H, (соотв. H,,,) компоненту полной сте- 
пени И (соотв. полистепени (г, s)) ряда Н. Имеем: 


Н = 2H are da Не Ни wee He (8) 
Е r,s>0 


TEOPEMA 2. Если г и $ — два положительных целых числа, 
таких, что г $ >11, то Hr,s— Hi, s + НУ, s, где 


{г + $) Н+, s = 


m—1 г. 5. 
ры au) (ad v)"*) (ad оу" 
re 2 (I rl $: he ee LE 
m>]| r + eee +r =F. i= 


$1 вое +s,,—,;=s—! | (9) 
rts ai, Tm—itSm-121 
ar + $) Hr, s = 
EI eames Cdt ae Zi 
PER 2; m 3 Ра (U). (10) 
т>! rites tr, ar i=l : 
5 Sn 
Pytsy 2b on Py ip tSm—1 2! 


B ‘Ag QU, у ь верно равенство ехрИехрУ =1-+ , где 


W — y= ——-т, откуда H=), (—1)" W/m (n°2), т. е. 
r+s>1 m>l | 
—1)"7! г | 
=r OZ TH (11) 
m>l Lite Ги ==] 
Site +Sm=S 
r,+s,2| reg om, 


Линейное отображение P,, р лоно формулой 
Pakt bir kp +(i] (ad x) (x) 
i=l 


для любых nl u x, ..., x, из {U, У}, является проектиро- 
званием Ag({U, V}) на La({U, У}) ($ 3, n°2, следствие предло- 


жения 1); так как H,,, принадлежит Lo (U, V}), то Н,.;= 
== P,,,(H,,;). В то же время 


т Г $; 
Ui Vi 
Pres (II rls )- 


i=l 


es s; r Sn! 
Fd (ad U)! (ad У)“ \ (ad U)'™ (аа V)™ 
ser gree (( Ir, $ ) F4 sl Jo (12) 
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y‘ Е (ad U)'i ci я (ad U)" m 
2 dec (CI =] iR en ) Tm! [о 
(13) 


если fm l21 и s„=0. Более того, очевидно, что (adt)?— .t=0, 
если p>2 и (.91°.1=1. Поэтому обе части равенства (12) 
равны нулю, если $„ 22, и TO же верно для (13), если r, > 2. 
Отсюда следует теорема, ибо H;, ; равно сумме членов типа (12), 
а Hr, ‹ — сумме членов типа (13). Ч. Т. Д. 


если Sm 


rol 


Замечания. | 

1) Мы определили ($ 3, n°2, замечание) проектирование Q 
модуля A(X) Ha L(X), такое, что Q (а”) = 0 для любого a = L(x) 
и любого тео. и. 9 = 0. Tora: H = О ен) 
— Q(expU.expV), откуда немедленно следует, что 


H,,=Q(7 7), если r+s>1. (14) 
2) В частности, 
HU, V)=U+V + LIU, V1+-LIU, LU, VI + 
+5 IV; iv, ul, LU, IV, WU, VII (15) 


по модулю 2 L'(U, V}). 
3) Ho „= Ano =O0 для любого целого п |, так что 


HG, BHA, 1) VU. (16) 
С другой стороны, Tak как [U, —U]=0, то 
H(U, — 0) =0. (17% 


5. Подстановки в ряд Хаусдорфа 


Так как К — поле, содержащее ©, то ряд Хаусдорфа можно» 
рассматривать как формальный ряд Ли с коэффициентами в К. 
Следовательно, если 4 — фильтрованная алгебра Ли, полная, 


отделимая и такая, что 4 = U Qu TO любые а, В из $9 можно». 
а>0 | 

подставить вместо И и У BH (см. n°3 n § 2, n°5, замечание). - 
В частности, пусть А — ассоциативная фильтрованная алгебра 

с единицей, отделимая и полная. Положим m— |) Ад № 
a>0 
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] 


зи, = А.П м для любого а = В; имеем M, = A, npna>0um,—=m 
при a< 0. Относительно операции коммутирования [а, 6] = 
—=ab— ба M является фильтрованной алгеброй Ли, полной и 
отделимой, к которой можно применить предыдущее. В этих 
обозначениях имеем следующий результат, дополняющий пред- 
ложение | из ml. 


TIPEMIOKEHHE 3. Если acm, bem, то ехрН (а, 5) = 
== expa.exp b. 


Пусть a, b— элементы M; существует a > 0, такое, что 
ae À, и BEA; Следовательно, существует непрерывный гомо- 


морфизм 0 алгебры Магнуса A({U, У} в А, отображающий U 
на а и V на 6 ($5, п?1, предложение |). 


Ограничение 0 на Lau, V}) является непрерывным гомомор- 


«busMoM алгебры Ли L ({U, У)ви, ‚отображающим U (соотв. И) 
на а (соотв. 6). По формуле (6) из n°3 получаем 0 (Н) = Н (а, 6). 
Достаточно теперь применить гомоморфизм 0 к обеим частям 
равенства exp A (0, V)=expU.expV и принять во внимание 
замечание 3 из n 1. 


Замечание 1. Если аи b коммутируют, то Н,. ‚ (а, 6) =0 при 
4 +S>2, так как однородный многочлен Ли степени —2 pa- 
вен нулю на (а, 6). Следовательно, Н (а, b)=a+b, так что 
‘предложение 3 позволяет еще раз получить формулу exp(a+b) = 
—=expa.expb. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть 9 — фильтрованная алгебра Ли, пол- 

чая и отделимая, причем 9 = U Qu. Отображение (а, b)->H(a, b) 
а>0 

является групповым законом на 4, совместимым с топологией 

ча 48, относительно которого 0 — единичный элемент, а —а— 
обратный к а при любом a =. 

Отображение (а, 6) ->Н (а, 6) множества GX 4 в g Henpe- 


фывно (n°3); так как отображение а+--—> — а, очевидно, непре- 
фывно, то достаточно проверить соотношения 


Н(Н (a, 6), с) =Н (a, Н (0, c)), (18) 
H (a, — а) =0, (19) 
Ha; 0} =H (0, a} =— a, | (20) 


тде а, b, с — произвольные элементы из 9. По формуле (7) из 
n°3 достаточно показать справедливость этих формул в слу- 


чае, когда а, 6, с — переменные, а g=L ({a, 5, c}). Однако огра- 
ничение экспоненциального отображения на L (fa, 6, c}) является 
инъекцией в алгебру Магнуса Alfa, 6, c}) и по предложению 3 
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‘имеем 
exp H (H (а, 6), с) =ехрН (а, 65) .ехрс =ехра.ехрб.ехрс, 
exp H (а, Н (6, с)) =ехра.ехрН (6, с) =expa.expb.expc, 
exp H (a, — а) =ехра.ехр (— а) =ехр (а — а) —exp0, 
exp H (a, 0) =ехра.ехр0 —expa, 
exp Н (0, а) =ехр0 .ехра ==ехра. 
Это доказывает соотношения с (18) до (20). 


Замечания. 

2. Возьмем в качестве 4 алгебру Ли L(X). Групповой закон, 
вводимый на ней предыдущим предложением, совпадает с груп- 
повым законом, определенным в n°2. Иначе говоря, 

ан-ь = Н (а, 6) для любых а, bus Г (Х), (21} 
т. е. умножение в группе Хаусдорфа задается рядом Хаус- 


дорфа. 
3. Пусть 4 — алгебра Ли, наделенная Целочисленной филь- 


трацией, определенной нижним центральным рядом (@"q). Пред- 
положим, что существует m >|, такое, что ®" д = {0}. В то- 
пологии, определенной этой фильтрацией (&'9),=1, алгебра Ли 9 


отделима, полна, а также дискретна. Имеем P (a, ..., а,) =0 
для любых а, ..., а, из 4 и любого однородного “многочлена 
Ли Р степени >m; в частности, H, ; (а, 6) =0 при r+s>m 


и ряд H (a,b) = D H,.,(a, 6) состоит лишь из конечного числа 


ненулевых Лено, Групповой закон (а, b):— Н (а, b) на q яв- 
ляется, таким образом, полиномиальным ($ 2, n° 4), 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть K, ; — компонента полистепени (т, $) 
ряда H(UU+V, —U). nn 


K.ı(U, V)J)=- TEE Hy (adU)"(V) для любого п>0. 


В самом деле, положим К (0, У) = H(U +V,—U), K, (U, У)= 
— >, К, 1 (И, У). Обозначим через L (соотв. R) левое (соотв. 
п>0 Е 


правое) умножение на U в A({U, V}). 
Можно записать 


=Ù UP (— U)? 
eUVe = РГ V gl = 
р, 9 
“ei eee sar (LC К)". и) = | 
n >0 p+q=n 


=) (LR). 
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и, следовательно, 
eUVe- ss y= (ad U)"V (22) 


n>0 


Будем далее производить вычисления по модулю идеала 
=o >. А” " ({U, V}) алгебры АСИ, V}). Для любого n>1 по- 
am n> 
лучим 
n—] 
(U+V)=U"+ D UiVUr-i-1, 


откуда 


| 


n—l 
вау" =(L-R)DLR').v 
— IE AE, R°) x V == 
=U"V — VU". 
«Следовательно, суммированием по п получаем 
(adU).e+V=elV — Ve. (23) 
Кроме того, K, (U, V)=K(U, У) и ek WNW=]+K,(U,V), 
так что по предложению 3 
K, =еК — 1 =е0+Уе-И — |. 
«Этсюда, далее, BbIBOAHM 
(adU)K, =Uel+Ve-U — N = (Uel+V — eU+VU)e-U0 == 
=(e!V —VeY)e-Y по (23) = 
=elVyer’—V= 
=) (аа 0)"У по (22) = 


п>1 


D (ad U)" 
= 40) (2 en у). 


п>0 


Теперь остается применить замечание из $ 2, n°11. 


$ 7. Сходимость ряда Хаусдорфа (вещественный или 
комплексный случай) 


В этом параграфе мы будем предполагать, что К — одно из 
полей R или С, наделенное обычным абсолютным значением. 
Напомним, что нормируемой алгеброй над К называется 
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алгебра A (He обязательно ассоциативная) над К, наделенная’ 
топологией J, обладающей следующими свойствами: 

1) Я может быть определена при помощи нормы; 

2) отображение (x, у) => ху пространства АХ À в À непре- 
рывно. 

Нормированной алгеброй над К называется алгебра A над K, 
в которой введена норма, такая, что |хиу|<|х|-|и|] для лю- 
бых х, и из А. 

Обозначим через 4 полную нормируемую алгебру над К. 
Выберем в 4 некоторую норму и число М > 0, такое, что 


Is, у |< М]х у] для любых x, y из 9. (I> 


1. Непрерывные многочлены со значениями в à 


Пусть [— конечное множество, и пусть P(q/; 9) (соотв. 


Р (47; 9)) — векторное пространство. непрерывных многочленов: 
(соотв. формальных рядов с непрерывными составляющими) на gf 
со значениями в 4. Напомним (Мн. Ce. pes., приложение), что 


P(g/; 9) наделено градуировкой типа N° и что P(g’; 9) отожде- 
ствляется с пополнением векторного пространства Р (47; 9) от- 
носительно топологии, определенной фильтрацией, ассоциирован- 
ной с этой градуировкой P(g/; 4). Более того, P(g’; 4) является 
градуированной алгеброй Ли относительно коммутирования, 
определенного формулой [f, 8] (х) = [[(х), g(x)] для любых f, 
g из P(g’; 9), хе 9’; эта структура алгебры Ли по непрерыв- 
ности переносится на P(g/; 4) и превращает ee в:фильтрован- 
ную алгебру Ли, полную и отделимую. 

По предложению 2 из $ 6, п °3, существует единственный 
непрерывный гомоморфизм ф/: ин-->й алгебры Ли L(I) в P(g/; 9), 
отображающий переменную с индексом i для любого i е= [ на pr;, 
так как pr, EP(g; 9). Отсюда следует, что üePl(g; q) для 
любого u = Г (1); более точно, если ие= [. (1), то й есть не что 
иное, как полиномиальное отображение (f,)->u((t,)) из $ 2, 
n° 4. С другой стороны, ясно, что y совместимо с полиградуи- 
ровкой Г (Г) и P(g/; 9). Если и= D, u, Me u,=L’(N) для 

VEN 
любого v = N/, то 


i= Zs iy, где ity = P,(9'; 9). 
ven! 


Пусть и=(и;),_; — конечное семейство элементов Е, 
v&el(l) и w=uou ($ 6, n°3). Положим u= (ä;)ier. Тогда 


ÿou—(vou), | (2) 
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Это следует продолжением по непрерывности формулы (7) 
из n°3 $ би (Mn. Ce. рез., приложение, n° 6). 


2. Групускула, определенная полной нормированной алгеб- 
рой Ли 


Пусть Н = 2 H, ЕЁСО, У) — ряд Хаусдорфа ($ 6, 
Г, $ >0 


n° 4,. определение 1). Покажем, что соответствующий формаль- 
‚ный ряд 


À = >. Hrs PX 8 9) 409) 


сходится (Мн. Ce. рез., 3.1.1). 
Введем следующий формальный ряд n = Я ГТО, У]: 


n'U, У) = — log (2 —ехр(И + V)) = (4) 
1 
== у. == (ехр (И + У) — 1)" = (5) 
m>!1 
1 vıy'ı y” yom 
=) = У ВЫ. АЕ ВЕ? (6) 
г, Le 
Sp за Sm 
r;+s; 21 
Отсюда 
п: И) = Ху mn HV! (7) 
Г, $ >0 
где 
fes 1 
м Se > REF Е a Be (8) 
т>1 rt... +r,=r 
hs. +$т=$ 
м 


fects u H — два вещественных положительных числа, таких, 
что u+v<log2; имеем 0<exp(u-+v)—1< 1; ряды, полу- 
чающиеся из (5) и (6) подстановкой и вместо U и v вместо V, 
сходятся, и из предыдущих вычислений следует, что 


2, nu = — 108 (2 — ехр(и + vu) < + ®. (9 


r,s>0 


Пусть г, $ >0, u пусть 17 3 s || — норма непрерывного MHOTO- 
члена Н, ; (Мн. Св. pe3., приложение, n° 2). 
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Mir 


Лемма 1. | Hy, |< Nr, 5. 


Пусть r;, seEN для 1<i<m, причем s,,—1; положим 
r= У г, $ =), 5; U рассмотрим следующий элемент из L({U,V}): 
= : 


= (п ad.) Had vy") (ad uy) (У). 


Имеем 7 = ор, где f есть (г + $)-линейное отображение 47+ в 4: 
(X, er, Ar, У, se, у;) => 
=> (ad(x,)° ... oead(x,)ead(y,)e.... ead (4,,) > ad CARE 


. oad (х,)) (Ys), 
а р— отображение 4? в Ql ts: 
Не RER TEE) 
Е r 5 
поэтому < More (Мн. Св. рез., приложение). Приме- 


няя эту eae к различным членам правой части Формулы (9) 
из n°4 $ 4, получим 


mM'+s-! 1 l | 
(Ar, s) IS I, m à ity ates Slee ЕВ (10) 
т>1 nit. +0 =P Ä 
Site. +5 ,-,=5-1 
Г +5121  Tm—1tSm—121 


Рассуждая аналогичным образом, приходим к неравенству 
(\(Hr,s) IS 


a Set ER EEE 
r+s т lil sf man 7 Sn 
m>| Tite. + „ar! 
s,+ ... wu 


откуда, согласно (8) 
r+s—l ree—l 
’ 


M 
| IH, |< N. —— Ber < Mr, M 
что и доказывает лемму. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Формальный pad Н является сходящимся 
(Мн. Св. pes., 3.1.1), его область 'абсолютной сходимости (Мн. 
Св. рез., 3.1.4) содержит открытое множество 


={(«, дез и < 02]. 
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В самом деле, пусть U, U — вещественные числа > 0, такие, 
что u+v< =, log 2; по лемме 1 


М Be. ‚IA, su’ < De. Mr Mo = 
— log (2 — exp M(u + v)) < + oo, (12) 


причем последнее неравенство следует из (9). 
Обозначим через A: @—>4 аналитическую функцию (Мн. 


Св. рез., 3.2.9), определенную при помощи Н, т. е. формулой 
h(x, y= > HG Y= 2 Ars (%, y) для (x, y)EQ. (13) 
Г, $20 ?. 8 20 


Эта функция называется функцией Хаусдорфа алгебры 9 относи- 
тельно М (или просто функцией Хаусдорфа, если это не может 
привести к недоразумению). Заметим, что H,,,(U, — И) =0 для 
любых r+s>2, так что 


h(x, —x)=0 при |х| <-> 1052. (14) 


Аналогично 


AD, = hi; dar пи хо + log 2. (15) 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть 


= {(‹, у, 2eaXoXglllxltiyl+izi< logs}. 


Если (x, y, 2) = Q’, то | 
(x, y)EQ, (A(x, y), Е 9, (де, (x, Aly, 2) Е © (16) 
и 

h(h(x, y), )=h(x, h(y, 2). (17) 


Пусть (x, у, 2) = ©”; ясно, что (x, y)=Q и что (y,2)eQ. 
Более того, | 


Ih(x, /) |< 2.1 A,, Их, 


поэтому вследствие (13) 


A(x, DIS — - log (2 — exp М (11-191). 
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Однако М (| х1-Н и) < log + — М2; положим и==ехр(М|2 |); 


3 
тогда 1<и<5 И 


M (Ii h(x, 1-12 < —log (2— exp (log 5 — М!21)) + Mlzi= 


3 | Au? 
— — log (2-5) +logu = log — 


oe 


=log (2 + À) < log 2. 


Аналогично убеждаемся в том, что (X, в (у, 2)) =. 


Докажем теперь (17). В алгебре Ли L({U, V, W}) выпол- 
няется равенство 


H(H(U, У), М) =Н (О, H(V, W)) 


вследствие предложения 4 из n°5 $ 6. По формуле (2) из n° 1 
получаем, что в P(AX 4 X 4; 9) выполняется соотношение 


Но(НХ 14.) = Яо (Id, X À). 


Согласно п. 3.1.9 из Mn. Св. рез., существует число e > 0, 
такое, что формула (17) верна, как только || xl, [ly |] a |2] <. 
Однако функции (x, y, г) => (Й (х, и), 2) u(x, у, 2) (х, В (у, 2)) — 
аналитические функции на ©” со значениями в 9 (Mn. Ce. рез., 
3.2.7). Так как ©” связно и так как они совпадают в окрест- 
ности нуля, то они равны (Мн. Св. рез., 3.2.5). 

Из полученных результатов вытекает следующее. 

Пусть а — вещественное число, такое, что 0 < “<3м M log 3 
Пусть @={хез|х|< а}, O={(x, y)eEGXGIA(x, y) HG} 
и m: 9—>С — ограничение A на ©. Тогда: 

1) 9 открыто в GXG и m аналитично; 

2) хе С влечет за собой (0, x) = 6, (x, 0) Е 6 и т(0, x)= 
=a Mix, О 

3) хе влечет за собой — хеС, (x, —х)е 6, (— x, x) EO 
и т(х, — х) = т(—х, x) =0; 

4) пусть x, у, 2— элементы С, такие, что (x, у) = 6, 
(т (x, у), 2) Е 6, (у, г) Е Ou (x, т (у, 2))=0. Тогда т (т (х, и), г) = 
=m (х, Е ). 


* Иначе говоря (гл. Ш, $ 1), если положить —x=0(X), то 
четверка (С, 0, 0, т) является групускулой Ли над К. x 
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3. Экспоненциальное отображение в полных нормированных 
ассоциативных алгебрах 


В этом пункте А — полная нормированная ассоциативная 
алгебра с единицей (Общ. топ., гл. IX, $3, n°7). Поэтому 
| ху |S x Шу для любых x, у из А. 

Пусть / — конечное множество и P(A!; А) — векторное про- 
странство формальных степенных рядов с непрерывными членами 
на A’ со значениями B À (Mn. Ce. рез., приложение, n° 5), наде- 
ленное структурой алгебры по правилу j.g=me(f,g) для 
любых f, © из P(A’, A), где m: AX A—A обозначает умноже- 
ние в А. Рассуждая как в "Ти используя предложение 1 
из n° 1 $ 5, можно определить непрерывный гомоморфизм алгебр 
с единицей ur>ü из А(Г) В P(A’; A), отображая переменную 
с индексом i на рг;; этот гомоморфизм продолжает гомоморфизм 


алгебры Ли L (1) B P (47; A), определенный в n° 1. Если и = 3.0 
V 


где и, = А”(Г) для любого ve №, то i=») fy, где y — поли- 
= | 


номиальное отображение (é;),-,+>u((#i)).. 


Пусть и=(и;),_,— конечное семейство элементов A(l), 


ve A(J) и w=vou ($ 5, n° 1). Тогда 
(vou) = бои. (18) 


Это следует, из продолжения по непрерывности формулы (2) 
из $ 5, n° 1, и кн. Mn. Ce. pe3., приложение, n° 6. 


Положим, в частности, [ = {0}, отождествим Аи Аи рас- 
смотрим образы @ и [ рядов e(U)= У U"/n! и КО) = 
n>| 


= à (— 1)?" U"/n 8 P(A; А). Имеем |0” |<I1, так как || х!...Хи |< 


1, |... lx, || для любых х,..., x, из А. Следовательно, 


радиус абсолютной сходимости ряда ё (соотв. Ll) бесконечен 
(соотв. 21). 

Обозначим через ед (соотв. [4) аналитическое отображение А 
в А (соотв. В в A, rie В — открытый единичный шар в А), 
определенное сходящимся рядом ё (соотв. [), и положим exp, (x)= 
= | +e,(x) (для любого x € А) и log, (x) = [14 (x — 1) (для любого 
x =A, |х—1|< 1). Тогда 


expax= Ÿ Sr (EA), ao) 
n>0 
| ER n—| (x — 1)” 
оба — 7 Il > SA fx 1). - (20) 


n>l 


HER 
don eee 


3 _ &8 УЛЬТРАМЕТРИЧЕСКИЙ СЛУЧАИ — SA ee 


Так как (eo 1) (Ц) = (1°е) (И) =U (см. $6, n°1), то, согласно (18), 
éol —= [об = 4. Следовательно (Мн. Св. рез., 3.1.9), 


expa(loga(x))=x (хе А,|хЬ—11< 1,’ (21) 
108 д (ехрд (х)) =х (xe À, |х| < 1052), (22) 


ибо если |х|| < log 2, то |ехрд(х) — 1 |<ехр|х|—1<1. 

Рассмотрим, наконец, алгебру А как полную нормированную ~ 
алгебру Ли. Имеем |[х, у] |= xy — ух|<2|х |. Согласно 
предложению 1 из n 2, область абсолютной сходимости фор- 


мального ряда Н содержит множество. 


O={(x, SAX Alle +g < 052 }. 


~~ 


Следовательно, Н`определяет аналитическую функцию h: Q— A: 
Тогда A(x, y) = 235 H,, s(x, y) (см. $ 3, n° 1, замечание 4). 
Г, 52 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Если IxI+11yI<z log 2, TO 


eXpax.expay =expyh(x, y). (23) 
В самом деле, из (18) и соотношения еЧе’==еН «И, У) следует, что. 
то(1-+ а, 1+ 2) =(1-+ 4). Я 


в P(AX À; А). Поэтому из Mn. Св. рез., 3.1.9, можно вывести, 
что (23) верно для (X, y), достаточно близких к (0, 0); в свою 
очередь, отсюда требуемый результат получается с помощью 
аналитического продолжения (Mn. Св. рез., 3.2.5). 


-§ 8. Сходимость ряда Хаусдорфа (ультраметрический случай) 


В этом параграфе мы будем предполагать, что К — полное 
нормированное недискретное поле характеристики нуль, наделен- 
ное ультраметрическим абсолютным значением. Пусть р — харак- 
теристика поля вычетов К (Комм. алг., $ 3, n° 2). 

Если р 520, то положим а=|р|; известно, что 0 <а<1 
(Комм. алг., гл. 6, $ 3, n° 2) и что существует нормирование о 
поля К со значениями в В, притом единственное, такое, что 
его ограничение на © является р-адическим нормированием JV, 
и |х| = а?°® для любого хеК. Положим, с другой стороны, 

> 1 
ет ом 

Если р — 0, то обозначим через а вещественное число, такое, 

что 0 <а< 1, и через о — нормирование К co значениями в В, 


7 Н. Бурбаки 
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такое, что |х|=а°® при любом хеК (см. там же). Тогда 
N * $ © 
v(x) =0 для любого хе ©". С другой стороны, положим 


md ee (2) 


1. р-адическая оценка рядов exp, log и H 
Будем предполагать в этом пункте, что р Æ 0. 


Лемма 1. Пусть п— целое число >Oun=n+tnpt+... 


... np", где Oo<n,<p-— 1, есть р-адическое разложение п. 
Пусть 5 (п) =n +n, + ... +1». Тогда 


— в- $ (п) | 

Up (п!) — DT a (3) 

. n h ` 

В самом деле, о, (и!) = 2 v,(i), а число целых i, содержа- 
i= 


щихся между Ти п, для которых vp (i) > j, равно целой части 
[п/р] числа п/р’. Поэтому. 


Vp (п!) = 2 jap] — np) = % In/pl]. | 
_ 120 121 
Так как [n/pi] = & n,;p'—!, то отсюда следует утверждение леммы. 


Лемма 2. (п) < (п!) <(п—1)6 u v(n)<(logn)/(log р) для 
любых целых n >|. | 

В самом деле, vln!)=v,(n!)=(n — S(n))dS(n— 1)8 вслед- 
ствие леммы | 

С другой стороны, и >> р? ®, откуда э (п) < (log n)/(log р). 

Пусть J = (0, У} — множество, состоящее из двух элемен- 
тов, и пусть 

Н= % H,,sU, У) е La) 
Г, $>0 

— ряд Хаусдорфа ($ 6, n° 4, определение 1). Пусть Zip) — лока- 
лизация кольца Z по простому идеалу (р) и (еь), _в — базис 
Lz (I) над Zip) ($ 2, n° 11, теорема 1). Он является также 
базисом Го (1) над Q. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Пусть г и $— целые числа DO. Если 
H,s= „% №6ь, где Ay =Q — разложение H,,, по базису (€s),23, TO 
beB ; 


Up (An) = —(r+s—1)0 для любого be В. (4) 
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Кольцо Az, D (1) совпадает с Zip) подмодулем Ао (I), поро- 
жденным словами we Мо (Г). Так как Lip nz ‘прямое слагае-_ 
мое в Az, (Г); TO 


Le D = An ALGO. _ ©) 


Пусть f — целое число, такое, что f<(r+s— 1) 0 < f +1. 
Соотношение (4) эквивалентно U, ass — f для любого фе В, 


т. е. соотношению Hr,s& p” Lz, р) (1). science же, согласно (5), 
эквивалентно включению Н„, = p~lAz,, (). 

Согласно формулам (11) из n° 4 $ 6, достаточно доказать, что 
для любого целого m 2 1 И HOOMM ЦЕЛЫХ Fig). +, + Tins Sis es. Ses 
таких, что 


м... +tr.=rn Sst... +5. =5, (6) 
r,+s;21 при Isism, 

выполняется неравенство 

| Op Te rm! si! ss. би ee (N 
Однако по лемме 2 v,(r;! s;!)<(r; de s;—1)0 un v,(m) <э, (т!) < 
<(m— 1) 69, поэтому левая часть в (7) мажорируется выраже- 
нием o(m- 1+ À (r;, + s; — о) ви + s— 1); так как это, 
однако, целое ES то оно < р, что и завершает доказательство. 


2. Нормированные алгебры Ли 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. Нормированной алгеброй Ли над: полем К 


называется алгебра Ли, наделенная нормой || |, такой, что 
lx + yll<sup (||, yl), _ (8) 
Ix, gx y (9) 


для любых X, y из ц. 
В ard aor части этого параграфа 9 — nonnaa нор мирован- 
ная алгебра Ли. 


Для любого конечного множества [ определим, как и в N° | 

$ 7, непрерывный гомоморфизм и => й алгебры Ли [. (1) 8 P (gl; 9). 

Как ив $7, можно убедиться в TOM, что если и =}. uy, где 
V 
У ; ” k Rider 

и, Е [^ (Г) для любого vEN’, ro й= D ay, где à, — полино- 

V 
миальное отображение (f;), _,+>u, ((;)), определенное в $2, n° 4. 
Остается справедливой и формула композиции (2) из $ 7, n° 1. 


7* 
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8. Группа, определенная полной нормированной алгеброй Ли 
Пусть Н = 2, H,s = L ({U, V}) — ряд Хаусдорфа ($ 6, n° 4, 


определение |. "Покажем, что формальный ряд с непрерывными 
членами 


~ 


Н = Е. Hrs = PX 9) (10) 
является сходящимся (Мн. Ce. рез., 4.1.1). 
Пусть r 20, $0 таковы, что г- $ 5 0, и пусть || Я. 


норма непрерывного многочлена Hrs (Мн. Св. pes., приложе- 
une, n° 2). 


Лемма 3. || H, He TACEREIE, 
Пусть В — семейство Холла над / и H,,, = E Льёь — разло- 


жение Н,; по базису, соответствующему о семейству 
в алгебре LAU, V}). Тогда 


LES re, en ke) 


В самом деле, это тривиально при р==0, ибо тогда A, = Q, и 
следует из предложения I n°1, если р  (. 
Более того, 


|2, |< 1, если beB. 412) 


Действительно, установим, далее, более общий факт: для любого 


коммутатора 6 степени п от двух переменных U u V ($ 2, n° 6)b 
‚ имеет норму, не превосходящую 1. Используем индукцию по п. 
Если п =1, то 6 — проекция 9X 9 Ha 4, поэтому его норма < 1; 
если п > 1, то существуют два коммутатора 6, и by степеней < п, 
такие, что b=|b,, 65|. Так-как билинейное отображение у: (x,y)-> 
+> [x, y] множества q Х q —> 4 имеет норму < 1, то (Мн. Ce. рез., 
приложение, n° 4 


6 == [уе 6, 5.) |<] B; 1-1 1< 1. __ (3) 


Теперь из соотношений (11) и (12) извлекаем утверждение леммы. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Формальный ряд Н является сходящимся 
(Ma. Св. рез., 4.1.1). Если @ — шар {x = g||| x | < а}, то область 


абсолютной сходимости ряда Н (Мн. Св. рез., 4.1.3) содержит 
GXG. 

В самом деле, если и и U — вещественные числа > 0, такие, 
что u<a®uv < а8, то (лемма 3) 


ИН, з |u'v° < ав (ua”°)" (var) (14) 
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a || H,,,||u’v” стремится к нулю, когда г + $ стремится к беско- 
нечности. | 
Обозначим через h: GX С -> 9 аналитическую функцию (Мн. 


Св. рез., 4.2.4), определенную при помощи Н, т.е. формулой 
A(x, у) = 2 „Hr s(%, y) = 
nn Mrs (x, y) для любых (X, y) EGXG. (15) 


Эта функция называется функцией Хаусдорфа алгебры 4. 
Пусть (x, у) ЕС Ж С. Тогда 


I H,,s(&, у) | <sup (Их, ly I), (16) 
A(x, у) [5 зир (1х1, 1711). (17) 


Действительно, (17) тривиально следует из (16), а (16) очевидно 
при г=$==0; если r21, то 


ИЯ, в (х, и) АН, Их 


<) (< 
SII x lh 


аналогично рассуждаем при s> 1. 
В частности, |1 (х, y) | < а для любых (x, у) СХ (0. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть @ — шар {хе ух |< а}. Аналити- 
ческое отображение h: GX С —> СЦ превращает G в группу, в кото- 
‚ рой 0 является единичным элементом, а — X обратным K x для 
любого x =G. Кроме того, если R — вещественное число, такое, 
- что O<R<aP, то шар {хезх|< В} (соотв. {хех |< В} 
является открытой (соотв. замкнутой) подгруппой в G 


Так как и —0) =0ин (0, U)=H (U, 0)=U, то A(x, Là =f) 
и A(O, x)=hA(x, 0) =х для любого хе С. Остается доказать 
только тождество ассоциативности 
й (В (х, y), г) = В (х, В (у, 2)) для любых x,y, 2 из G. (18) 
Так как 
H(H(U, V), W)= AH (U, HV, У) 
в L({U, У, W}) ($ 6, n° 5, предложение 4), то 
Но(НХ Id) = À ° (Idy X À) (19) 


B P(IXgX g; 9) (n°2) и (19) влечет за собой (18) согласно (16) - 
и Mn. Ce. рез., 4.1.5. 

* Иначе говоря (гл. Ш, $ 1), группа С, наделенная функцией 
Хаусдорфа, является группой Ли. , 
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4. Экспоненциальное отображение в полных нормированных 
ассоциативных алгебрах 


В этом пункте А — ассоциативная алгебра с единицей, наде- 
ленная нормой x+>|| x ||, удовлетворяющей условиям 


ху] < зир (> ||, Ig |), 
ley | SX 11° 1 7 1, 
I1j=]1 


для любых X, у из А'и полная относительно этой нормы. Резуль- 
таты второго и третьего абзацев $ 7, n° 3, остаются в силе. 


Положим /={U} и рассмотрим образы & и | рядов е(И) = 


= D rm (U)— > (— en А). Тогда 


n>i  n>l 
(GY ce on 
лк ay 


согласно лемме 2 n 1. Поэтому радиус абсолютной сходимости 
ряда ё (соотв. /) больше или равен a® (соотв. больше или равен |) 
(Мн. Св. рез., 4.1.3). При R>O пусть Ср = {хе А||]х| < В}, 
и положим G=G,e. Ряд & (соотв. Г) определяет аналитическое: 
отображение ед (соотв. [4) из С (соотв. G,) в А. Положим 


exp, (x) = 1 Нед (x) = >: =. для любого xEG, (22) 


n>0 


log 4 (x) = la (x — 1) = » Cay 5 DT для любого х—1= С, 
n>1 x 


(23) 


(будем опускать индекс А, если из-за этого не могут возникнуть 
недоразумения). Для хе Ср и п>1 получим 


n | п-1 
= < R'a- "Pe R(+) (24) 


хп 


< 


так что ед (Св) GR; la(Gr) € Gr, если R< а 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть R— вещественное число, такое, что 
0 < R< a. Отображение exp, определяет аналитический изомор- 
физм Gr на 1-+Gp, причем обратным к нему изоморфизмом: 
является ограничение log, na 1- Ср. - 
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Имеем e(l(X)) = I(e(X))= X. Согласно (20), (21) и Mn. Ce. pes., 
4.1.5, из этого следует, что ед (/4 (x)) = 1, (ел (х)) для любого x € Gp. 
Поэтому. 


ехрд (log x) =x для любого уе! +Gp, 
log à (expax) =х для любого хе Gp, 


что и завершает доказательство. 


Если рассматривать А с операцией коммутирования [х, y] == 
—=ху — yx, то А превращается в полную нормированную алгебру 


Ли, ибо | ху — ух ISsup (| ху |, yx ll) x: 1 y 11 
Из предложения 2 n°3 следует, что область абсолютной CXO- 


JIMMOCTH H sad tare G XG, так что. À определяет аналитиче- 
скую функцию h: GX G— À; тогда 


h(x, = 2, Hs y). (25) 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Для любых x, у из С выполняется равенство 
EXP 4 X * ехрду = ехрдй (х, и). (26) 
В самом деле, ее" = еН\И, У), так что 
тэ (1+, 1-2) =(1-+2)°Н 


8 À (A X A; А) (если через т обозначить умножение в A). Доказы- 
ваемое предложение следует теперь из предложения 2, леммы 3 
и Mn. Ce. рез., 4.1.5. | 


ДОПОЛНЕНИЕ 


Функция Мёбиуса 


Пусть n — целое число 21. Если п делится на квадрат про- 
TOPO числа, то положим p(n) — 0. Если п не ‘делится на квадрат 
никакого простого числа, то положим в (п) = (— 1)*, где k — 
число простых делителей п. Таким образом определенная функ- 
ция u: №-{— 1,0, 1} называется функцией Мёбиуса. 

Напомним, что если даны два целых числа A >1lum>|, 
TO запись и} у означает, что п, делит fo. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ. (i) Функция 1 является единственным отобра- 
экением № в Z, таким, что D u 


BET. 0 | (1) 
din 


Эля любого целого n>1. 


LE EEE ch Ри ЧЕН 
+ FE го 
A: 4 
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(ii) ZI усть s ut— два отображения N° в коммутативную группу, 
записываемую аддитивно. Для того, чтобы 


s(n) = pt) при любом целом n > |, (2) 
n 
_ необходимо и достаточно, чтобы 
t (п) =. (4) при любом целом n >|. (3) 
din 


Утверждение единственности в (1) очевидно, ибо из (1) можно 
определить в (п) BEY SORE по п. Покажем, что функция u 
удовлетворяет (1). самом деле, пусть n — целое число > 1. 


Пусть een простых делителей n и n= |] pr” — 
peP 
разложение n на простые множители. Если 4 — делитель п, то 


u (4) =0, кроме того случая, когда 4 имеет вид I] р, где Н — 
реН 
подмножество в Р. Тогда 
rl) 2 (er — 
` ап HcP 
CardP 


Уса nm 


те s u { — отображения N° в некоторую коммутативную 
группу, TERROR аддитивно. Пусть n = N°. Если справед- 
ливо (2), т 


gewiß )= Zu 2. 1) = Y TCIICE 


dö|n 
= 110) 5 ud) = #0) 
: a2 


Обратно, если верно (3), то 


а) = 2 Le@s(s)= Док 


din din 6 


что и ео доказать. 
‘Формула (3) называется формулой обращения Мёбиуса. 


УПРАЖНЕНИЯ 


§ 1 


_1) Предположим, что К — поле характеристики 0. Пусть Е — биалгебра 
конечного ранга над К, являющаяся кокоммутативной. Доказать, что P(E) = 
== {0} (применить теорему 1 из n° 6). 


2) Пусть Е — биалгебра, такая, что Р (Е) = {0}, и (En) ,>0 — фильтрация 
на Е, совместимая со структурой биалгебры. Индукцией по п показать, что 
Et — {0} для любого n>0, и вывести отсюда, что ET = {0}, т.е. что Е = К. 


3) Пусть @ — моноид, а Е = K[G] —его алгебра (Alg., chap. III, р. 19). 

а) Показать, что Е обладает единственной структурой биалгебры, такой, 
что с (5) = g © в для любого ge G; эта структура совместима со структу- 
рой алгебры на E и превращает E в кокоммутативную биалгебру, коединицей 
которой является отображение в, такое, что € (5) — 1 для любого ge G. 

6) Показать, что любой примитивный элемент биалгебры Е равен нулю. 
Вывести отсюда, что если G = {e}, то Е не обладает фильтрацией, совмести- 
мой со структурой биалгебры (применить упражнение 2). 

в) Пусть К — целостное кольцо. Показать, что ненулевыми элементами 
x © E, обладающими тем свойством, что с (x) = x ® X, являются элементы из G, 
и только они. Показать, что Е обладает инверсией i (см. Alg., chap. Ш, р. 198, 
ехегс. 4) тогда и только тогда, когда G — einen, и что в этом RER i(g)= 


=g —! для любого Е ЗС. 


_ 4) Пусть Е — кокоммутативная биалгебра и @ — множество & & Е, таких, 
что e(g)= 1 u c(g) = g © в. Показать, что С замкнуто относительно умно- 
жения и является группой тогда и только тогда, когда. Е обладает инверсией. 
Показать, что если К — поле, то элементы из С линейно независимы над К. 


5) Пусть Е — биалгебра, а Е” = Hom (E, К) — дуальное к ней простран- 
ство, наделенное структурой алгебры, дуальной к структуре коалгебры на Е 
(Alg., chap. III, р. 141). Пусть mt — ядро гомоморфизма и => и (1) алгебры Б” 
на К; оно является идеалом в Е”. Показать, что если ие un? ихеР (ЕЁ), то 
и (x) =0. Если же К — поле, то показать, что Р (E) является rien 
дополнением к Ni? B Е*, вывести отсюда, что dim P(E)< dim m/m?, причем 
в случае когда Е конечномерна над К, имеет место равенство. 


6) Пусть Е — биалгебра и и = Е” = Hom (Ё, К) (см. упражнение 5). Пусть 
элемент g@ ЕЁ таков, что (2) =1 и с (5) = g © в. Показать, что отображе- 
ние ин->и (5) является гомоморфизмом алгебры Е’ в К и что отображение 
y— gy является эндоморфизмом коалгебры Е; показать, что этот эндоморфизм 
является автоморфизмом, если Е обладает инверсией. 


7) Предположим, что К — поле. Пусть E — биалгебра, удовлетворяющая 
следующим условиям: | 
_(1) Е кокоммутативна; 
(ii) Е обладает инверсией (Alg., chap. III, р. 198, ехегс. 4); 
Gi) P(E) = {0}; 


(iv) Е конечномерна над К. 


\ 
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Обозначим через Е” К-алгебру, дуальную к коалгебре Е. Обозначим Takxe- 
через С множество элементов `& & E, таких, что e (6) =Т1ис (g) = g © с; это. 
группа (см. упражнение 4). 

а) Пусть gEG и Mg — ядро гомоморфизма ин-> и (=) алгебры Е” в К. 
Показать, что I, = ше (свести к случаю, когда g =, и использовать упраж- 


нение 6, затем применить упражнение 5). 
6) Предположим, что К алгебраически замкнуто. Показать, что един- 
ственными максимальными идеалами в Е’ являются идеалы ши; вывести 


отсюда, что их пересечение равно 0 и что E’ можно отождествить 
с произведением KY, à Be биалгеброй K[G] конечной группы С (см. 
упражнение 3). | 


8) Показать, что обертывающая биалгебра алгебры Ли g обладает не-- 
которой инверсией i и что i(x)=— x для любого x Ga (g). 


9) Пусть К является О-алгеброй. Пусть 8 — алгебра Ли, обладающая; 
К-базисом, U — ее обертывающая биалгебра, наделенная канонической филь- 
трацией (Un)n>o. Пусть x ŒUŸ и п— целое число D1. Показать, что x 


принадлежит us тогда и только тогда, когда ct(x) принадлежит: 


10) Предположим, что К — произвольная @-алгебра. Пусть Е — коком- 
мутативная К-биалгебра, обладающая фильтрацией, совместимой со структу- 
рой биалгебры. Показать, что морфизм | 


Г: U(P(E)) > Е, 


определенный в n°4, предложение 8, является изоморфизмом, если предпо- 
ложить дополнительно, что Р (Е) — свободный К-модуль (то же доказатель- 
ство, что и в теореме 1). 

Ч 11) Пусть Е — биалгебра и J — конечное множество, Задидимся бази- 
сом (ea) биалгебры Е, занумерованным элементами % из N°, таким, что 


(1) ep = 1; 


(ii) с (ey) = > ex @ eg для любого уе М. 
a+ß=Yy 
Условие (11) влечет за собой, что Е как коалгебра изоморфна коалгебре 
TS (K’) симметрических тензоров на К” (cm .Alg., chap. IV, $ 5, n°7, пе! éd). 
а) Пусть E’=Hom (E, К)—алгебра, дуальная к Е и A=K [[(Xi);</]]— 


алгебра формальных степенных рядов от переменных Х;, занумерованных. 
элементами множества J, Для любого и & Е” пусть фи — формальный ряд 


>> u (ea) x", 
a 
где =] KIN | 
iel 
Показать, что u > фи — изоморфизм алгебры E’ Ha À и что этот изо- 
морфизм переводит топологию простой сходимости на Е” в топологию про- 
изведения на Л. : 
6) Пусть саву — структурные‘ константы алгебры E в базисе (eq). Тогда 


боев —- + yCapye- 
Y 
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Напишем x вместо (Х;); | и y вместо (У;); <}, где У; — некоторые 
новые переменные. Показать, что существует семейство f (x, y)=(}; (x, y)) 
формальных рядов от переменных х, у, такое, что 


f(x, y) = >: Copy 9" при любом уе NI, 
a, В 


iel 


для чего, как и выше, положить x" = | | xe и TO же самое для yP 


и f (x, y). 

Показать, что f(x, у) является формальным групповым законом над К 
размерности n=Card/ в смысле гл. I, $ 1, упражнение 241); определить 
изоморфизм алгебры Ли этой формальной группы на алгебру Ли P(E), 
‘базис которой составляют eu с |а@|=1. 

в) Обратно, показать, что любой групповой закон формальной группы 
над К от хиу может быть получен только что описанным способом един- 
<ственным образом с точностью до изоморфизма. 

г) Если К есть О-алгебра, применить только что полученные результаты 
к обертывающей биалгебре алгебры. Ли 8, обладающей конечным базисом 


над К. Вывести отсюда существование (и единственность с точностью до 
изоморфизма) группового закона формальной группы, алгеброй Ли которой 
является 9. 

д) Найти в явном виде биалгебру, соответствующую групповому закону 
®однопараметрической формальной группы f (x, y) =x ty (соотв. f(x, y) = 
ÆX + y + xy). 

4 12) Предположим, что К — поле характеристики р > 0. 

а) Пусть 8 — произвольная р-алгебра Ли (гл. I, $ 2, упражнение 20), H 


пусть U — ее ограниченная Универсальная обертывающая алгебра (гл. I, 
$ 2, упражнение 6). Показать, что существует, и притом единственная, 


структура биалгебры на U, совместимая со структурой алгебры и такая, 
что все элементы из 8 относительно этой структуры примитивны. Показать, 


что U кокоммутативна и что Р (0) =g. 
‚6) Если п — целое число >0, то через U, обозначим векторное под- 
пространство в 0, порожденное произведениями Xi... x» Где x, eg для 


любого i. Показать, что (Un), >0— Фильтрация, совместимая со структурой’ 


биалгебры на 0. 

в) Пусть Е — биалгебра и g =Р (Е) — алгебра Ли ее примитивных элемен- 
тов. Отображение x+>x? оставляет на месте g и наделяет Q структурой 
р-алгебры Ли. Показать, что каноническое вложение g ->E продолжается 


единственным способом до морфизма биалгебр UÜ>E и что этот морфизм 
инъективен (использовать, что если (X;); = ‚совершенно упорядоченный базис 
в 9, TO одночлены REA 1(0<и; < р) образуют базис U (см. там же), и рас- 
суждать, как и при доказательстве леммы 2). 


$2 


1) Пусть 8 — свободная алгебра Ли со свободными образующими 
(X1, ..., Xn, ...). Обозначим через Gy подалгебру в 9, порожденную элемен- 
тами (xX), ..., Xn), и через by — наименьший идеал в Gn, содержащий Xp. 


1) В этом упражнении предполагается, что К — поле, но ничего не 
меняется, если отказаться от этого предположения. 


Ze 
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_ а) Показать, что by— подмодуль В Qn, порожденный элементами 
(ad (x: ore oad (x x) Хи где k>0 ui, <n для любого A. 
6) Показать, что Tn =9n-1QD by; вывести отсюда, что 8 является пря- 
мой суммой by при n >|. 
в) Используя a) и 6), показать, что К-модуль $ порождается элементами 


BER [ Xi, ER [*i,_, » X; .| |b rmek>0-ui nSir если h < k. 


4 2) Пусть X счетное не менее чем двуэлементное множество, и пусть 
$ — множество подмножеств в М(Х), являющихся семействами Холла 


(см. определение 2). Показать, что Card $ == 2%. 


3) Пусть Х — совершенно упорядоченное множество. Показать, что суще- 
ствует семейство Холла над X, такое, что A [| МЗ (Х) состоит из произведе- 
ний 2 (ух), rune у < x, ysz,a НПМ* (X) | состоит из произведений w (2 (ух)), 
где w>2>y, y< x, и произведений (ab) (cd), где a<b, c<d и если 
ах с, To вси ра. 


4) а) Показать, что алгебра Ли, заданная в терминах образующих и 


определяющих соотношений следующим образом: 


ix, у; [x Lx, УП = Tv [x yl] = 0}, 


обладает базисом (x, y, [x, y]). Представить ее матрицами. 
6) Те же вопросы относительно алгебры Ли, заданной так: 


{x, y; [x, [x, y]] — 2х = [у, [x, У] + 2y = 0}. 
в) Показать, что алгебра Ли 


{x, y, 2; [x, у] — х= 9, 2] — у= [3 x] — 2=0} 
является нулевой. | 


5) Пусть 8 — свободная алгебра Ли и $ — идеал в 9. Предположим, что 
+ ==[9, x]. Показать, что т = {0} (Essen равенство a 9-9). 
Sas n >0 
6) Пусть Е — некоторый модуль. Пусть МЕ — свободная алгебра мо- 
дуля Е (Alg., chap. Ш, р. 181, ехегс. 13). Напомним, что ME = ER En, где 
` п>0 


Е = Е, Е = © E,®E, если n>2, 
p+q=n 


причем структура алгебры Ha ME задается каноническими отображениями 
п 69 Em > En+m. 

a) Пусть 7 — наименьший двусторонний идеал в ME, содержащий эле- 
менты вида хх и (ху) 2- (уг) x + (2х) y, где x, у, 2 лежат в Е. Положим 
LE = ME]. Показать, что J — градуированный идеал в ME; получить отсюда 
градуировку (L” E)„>ı алгебры LE, 

6) Показать, что LE — алгебра Ли, она называется свободной алгеброй 
Ли модуля Е. Показать, что для любой алгебры Ли 9 и для любого линейного. 
отображения |: Е > 9 существует единственный гомоморфизм алгебр Ли 


Е: LE = 4, продолжающий f 


в) Определить изоморфизмы E>LIE и Л2Е = [2Е. Показать, что L°E 
совпадает с фактормодулем Е © Л?Е по подмодулю, порожденному эле- 
ментами 


х Q(y Az) + у® (2 Л х) 2 (x À y) для любых x, у, 2 из Е. 
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г) Показать, что если Е — свободный модуль с базисом X, то LE coBna- 
дает со свободной алгеброй Ли Ё (X), определенной в n°2. 

д) Показать, что каноническое отображение Е в универсальную обер- 
тывающую sareeey U (LE) алгебры LE продолжается до изоморфизма тен- 
зорной алгебры TE на U (LE). | 

е) Пусть с — линейное отображение A?E в T?E, такое, что © (x À у) = 
=x®y—y®x. Построить модуль Е, для которого O не инъективно. 
Вывести отсюда, что для этого модуля каноническое отображение [Е 
в U(LE) не инъективно (сравнить с упражнением 9 из $ 2 гл. Г). 


7) Предположим, что К — поле. Пусть [— свободная алгебра Ли над 
множеством (х;); =» и пусть М — некоторый {-модуль. | 

а) Показать, что Н? (1, М) =0; см. гл. I, $ 3, упражнение 12. (Исполь- 
зовать следствие 2 предложения |, а также пункт (i) цитированного упраж- 
нения.) 

6) Показать, что для любого семейства (mi); = 1 элементов М суще- 
ствует коцикл @: [-> М степени 1, удовлетворяющий условию ф(х;) =ть и 
что такой коцикл единствен. Получить отсюда точную последовательность 


0—> Н® (1, М) > М -—> М! -> Н"(Ь М) > 0. 


Если J конечно и М — модуль конечного ранга над К, To 
rg Н! (lt, М) — ге Н® (1, М) = (п -— 1) rg M, 


где и — мощность J, 


8) Предположим, что К — поле. Пусть [— алгебра Ли, свободная над 
семейством (X;);=y, пусть $ — идеал |, содержащийся в [1 |, и в= Их; 
обозначим через x; образы X; в 4. 

Доказать эквивалентность следующих свойств: 

(i) g свободная' алгебра Ли; 

(ii) g свободная над (x;) (т. е. t= {0}); 

(iii) для любого в9-модуля выполняется H? (a, М) = {0}; 

(iv) если 9 действует на К тривиально, то H? (8, К) = {0}. 

(Импликации (ii) => (i) и (iii) = (iv) очевидны, а (i) => (iii) следует 
из упражнения 7. Для того чтобы доказать, что (iv) => (ii), достаточно 
показать, что + == [1, r], см. упражнение 5; если это не так, выбрать гипер- 
плоскость № идеала vt, содержащую [1 r], и заметить, что расширение 
1/5 > 1/6 > [Л =g существенно (не расщепляется).) 


4 9) Пусть g= & 9, — градуированная алгебра Ли. Показать, что если 

n >l 
D — градуированная подалгебра в 4, такая, что Я = +[g, gl то D=g. . 
Показать, что если (х;) — семейство однородных элементов из 9, TO (X;) — 
семейство, порождающее G, тогда и только тогда, когда образы x; в 8/16, 9] 


порождают g/[g, 3]. Е 
Показать, что если К — поле, на котором 4 действует тривиально, и если 


Н? (в, К) = {0}, то семейство (х;) является семейством свободных образую- 
щих тогда и только тогда, когда образы x; в g/[g, 9] составляют базис 
этого векторного пространства. (Использовать упражнение 8.) !) 


10) Пусть 1— свободная алгебра Ли над множеством из N элементов и 
и — ее сюръективный эндоморфизм. Показать, что и — изоморфизм. (Положить 


1) Если алгебра g не градуированная, то неизвестно, влечет ли за собой 
условие „Н? (8, М) ={0} дла любого 9-модуля М“ свойство алгебры Ли g 
быть свободной. £ 


‘ 
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п : 4 
gr” (1) = @'/@"*! 1 и обозначить через gr” (и) -эндоморфизм gr” (1), инду- 
цируемый эндоморфизмом U; заметить, что gr”(u) сюръективен, так как. 
эт" (Г) — свободный К-модуль конечного ранга, и‘вывести отсюда, что gr” (u) | 


биективен, а затем, что ядро и содержится в R €" |, равном нулю.) 


n : 

Показать, что если (Yı, ..., Ут) — система образующих алгебры |, то 

mn, причем равенство имеет место тогда и только тогда, когда 
(и, ..., Ym) — система свободных образующих. 


9 11) Пусть У и Й-— два непересекающихся множества (причем У 
совершенно упорядоченно), Х =У 2 и | == [ (Х). Пусть а» — подмодуль в |, 
порожденный 2 и [l, |]; он является двусторонним идеалом алгебры Ли I. 
Построим в явном виде систему свободных образующих для “у. 

Пусть М — множество функций на Y с конечным носителем и натураль- 
ными значениями. Если те=М, то через 0” обозначим эндоморфизм алгебры I, 
задаваемой формулой 


Е | 6" = II (ady)™™, 
уЕУ 


причем произведение берется в заданном Ha множестве У порядке. Обозна- 
чим через © подмножество в УЖМ, состоящее из пар (u, m), таких, что 
существует y = Ÿ, для которого y>u и т (у) >|. Показать, что элементы 


09” (u) при (и, т) +Е би 0" (2) при (2, m)SZKM 


образуют систему свободных образующих алгебры Ли ay. 

(Свести задачу к случаю ` конечного У и рассуждать индукцией по 
Card (У). Использовать следствие предложения 10, примененное к наиболь- 
шему элементу у множества У, и применить предположение индукции 
k Y — {y}.) - | 

12) Пусть X= {х, y} — двуэлементное множество. Показать, что произ- 
водная алгебра алгебры L (X) свободна, причем системой ее свободных обра- 
зующих является система элементов вида ((ad у)То (аа x)”) (y) для р >|, 
4—0. (Использовать упражнение 11.) 


4 13) (В этом упражнении предполагается, что любой проективный модуль 
над К свободен; это, например, верно, когда К — кольцо главных идеалов.) 
со 


Пусть [= >> ln — градуированная свободная алгебра Ли, обладающая 
= | 


системой свободных образующих, состоящей из однородных элементов, и 
h — градуированная подалгебра в |, являющаяся прямым слагаемым | как 


модуля. | | 
a) Для любого #20 пусть (И — градуированная подалгебра в |, 
такая, что 
1) == 5 если ji, 
т, если j>i. 


Индукцией по И доказать существование системы свободных образую- 
щих ВИ подалгебры (О, состоящей из однородных элементов и такой, что 
элементы из B@-)) и из В) степеней <i— | совпадают. (Предположим, 
что BÜ-) построена. Пусть ш, — пересечение НЫ с подалгеброй, по- 
рожденной D; при j<i, и пусть 6; — подмодуль в |;, порожденный элемен- 
тами степени i из BT), По предположению индукции {; = и; @bj. 


` 
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Так как nt; <), то В; можно представить в виде прямой суммы Y; Di» 
причем №; = ш; Di; согласно предположению относительно К, модули V; 
и 8; свободны; заменой лишь элементов степени i в BE!) можно добиться. 
того, чтобы 8; порождался подмножеством системы Be Применяя упраж- 
нение 11 к [ET и ее идеалу (О, можно получить систему свободных обра- 
зующих В) подалгебры ИО, обладающую желаемыми свойствами.) 

6) Вывести из а), что обладает системой свободных образующих, 
состоящей H3 однородных элементов. | 

4 14) Предположим, что К — поле. Пусть X — множество и x, y — эле- 
менты из L (X), линейно независимые над К. Показать, что семейство (x, у) 
свободно в алгебре Ли L(X). (Пусть хр (соотв. yg) — ненулевая однородная 
компонента наивысшей степени элемента x (соотв. И). Прибавляя, если 
нужно, к X кратное у, можно предполагать, что Xp и уд линейно независимы 
над К. Подалгебра L(X), порожденная Xp и Yg, градуирована, а следова- 
тельно, свободна; CM. - упражнение 13. Вывести отсюда, что (Xp Yq) — сво- 
бодное ‘семейство, и перейти от него к (X, Y).) 


q 15) Пусть X= {x, у} — двуэлементное множество и © — автоморфизм 
алгебры L(X). Показать, что если К — поле, то с сохраняет градуировку 
L(X) (применить упражнение 14 к однородным компонентам наивысшей сте- 
пени, отличным от нуля, элементов O (X) ис (и); вывести отсюда изоморфизм 
AutL (X) на GL(2, К). Распространить эти результаты на случай, `когда 
К — кольцо без ненулевых нильпотентных элементов. В случае же, когда К 
содержит элемент € = 0, квадрат которого равен нулю, показать, что ото- 
бражение x+>xX, yr>y+el[x, у] продолжается до автоморфизма алгебры 
L (X), не сохраняющего ее градуировку. | 


16) Предположим, что К есть О-алгебра. Если g — алгебра Ли, To 
обозначим через U (8) ее универсальную обертывающую алгебру, и пусть 
oO — каноническое отображение 9 в 0 (5), а $ (9) — симметрическая алгебра 
К-модуля 9. Существует единственное линейное отображение 


(8): $ (8) > U (8), 
такое, что 1 (8) (x”) = в (х)" для любого x = g и любого п = М. Имеем 


LCA | 
n(g) (x, ... п) = 3 б (Х; (1)) OK» +; ES: 
SEG, 
Докажем, что n (4) — биекция. 
а) Проверить, что (8) сюръективно, а если К-модуль Я свободен, TO 


оно биективно (использовать теорему Пуанкаре — Биркгофа — Витта). 
6) Пусть D — идеал в 9. Обозначим через 5, COOTB. Uy) идеал в $ (g) 


(соотв. двусторонний идеал в 0 (8), порожденный D (соотв. с (h)). Диа- 
грамма | 
0-> 8, —>S(g) ——~ S$ (8/9) >0 


n (3) | пл | 
0-> и, > Vis) ——>U (8/5) > 0 


— 


коммутативна, и ее строки точны. Вывести отсюда, что образ Uy идеала $5 


при п (8) содержится ви; и что u, = и, если n(g) и n(g/h) инъективны 
в частности, когда модули 9 и g/b свободны). 
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вы 


в) Возьмем в качестве 8 свободную алгебру Ли над семейством 
(X, ..., Xn, Н), где n>0, а в качестве D — идеал в 8, порожденный HM. 
Показать, что 8 и 98/5) — свободные модули. Вывести отсюда, что в этом 


случае и, = Uy. В частности, существует х == $,, такой, что (n(g)) (x)= 


=0(X;)...0 (Хи) с (MH). $ 
Г) Вернемся к общему случаю. Показать, что U, порожден над К эле- 


ментами вида о (X,) ... о (х„) 0 (A) при n>0, x,=g u heh (заметить, что 
Uy совпадает с левым идеалом, порожденным D). Показать, что такой 
элемент принадлежит и, (использовать в) и подходящий гомоморфизм не- 


которой свободной алгебры Ли в 9). Вывести отсюда, что U = Uy. 


д) Показать, что если n (4) биективно, TO таково же и n(4/b). Вывести 
отсюда, наконец, что для любой алгебры Ли 9 отображение n (8) биективно 
(представить 8 как факторалгебру некоторой свободной алгебры Ли) и что 
канонический гомоморфизм 


©: $ (8) > огИ (8) (см. гл. I, § 2, n° 6) 


является изоморфизмом (теорема Пуанкаре — Биркгофа — Витта для алгебр 
Ли над О-алгебрами). | 


~ 


§ 3 
Буква Х обозначает некоторое множество. 


1) а) Показать, что любой элемент ие А*"(Х) записывается в виде 
и = ихх, где и; = A(X). 

хеЕХ | 
6) Показать, что {0} — единственный подмодуль в А* (X), устойчивый 
относительно всех отображений ин-> и, (x =X). (Если à — некоторый такой 
подмодуль и если а = {0}, то нужно рассмотреть ненулевой элемент из A ми- 
нимальной степени.) ; 


2) Пусть g — алгебра Ли, являющаяся свободным модулем; отождествим 
посредством 0: g>Ug эту алгебру с ее каноническим образом в универ- 
сальной обертывающей алгебре Ид. Пусть (Та — ядро канонического гомо- 
морфизма Ug—>K. Пусть i— отображение X в 8, такое, что i(X) поро- 
ждает 9 как алгебру Ли. 

a) Показать, что (№8 порождается мкожеством i(X) как левый Ug- 
модуль. | | 

6) Показать, что следующие свойства эквивалентны: 

(i) g — свободная алгебра с системой свободных образующих i: À >g; 

(ii) семейство i является базисом левого Ug-monyan U*g. 

(Импликация (i) = (ii) следует из упражнения | a) если использовать 
изоморфизм Ug-> A(X). Для доказательства (ii) => (i) применить упражне- 
ние 16) к ядру гомоморфизма А (Х) > Ug, индуцированному отображением i.) 


3) Пусть x X. Показать, что централизатор x в A(X) является подалге- 


брой, порожденной x. В частности, единственными элементами алгебры L(X), 


перестановочными с х, являются кратные элемента х. В частности, центр 

алгебры L(X) равен нулю, если Card (Х) >2, а центр ERST bs EF ©) 
x n> p 

равен каноническому образу I? (X) в этой факторалгебре. 


Ч 4) Предположим, что К — поле характеристики р > 0. 
| а) Пусть Н — некоторый базис подалгебры Ли L(X) алгебры A(X), 
Показать (используя изоморфизм И (Ё(Х)) -> A(X) и теорему Пуанкаре — 


LA 


ER, УПРАЖНЕНИЯ | Bu 


= \ п x 
Биркгофа — Butta), что элементы A? (ВЕН, пе М) линейно независимы 
над К. | 
6) Если т — целое число 20, обозначим через Ly подмодуль в A(X) 


с базисом AP для любого й=Н и любого п < т. Показать, что [т — под- 
алгебра Ли в A(X) и что если AS ЁГт-—1, то а? © Lm (рассуждать индукцией 
по т, используя формулы Джекобсона; см. гл. I, $1, упражнение 19). 
Вывести отсюда, что Ly не зависит от выбора Н и является подалгеброй 


Ли алгебры A(X). порожденной элементами, х?” для любых хе Х, п< т. 

в) Пусть Ё(Х, р) — объединение Ly по всем m>0. Показать, что 
L(X, р) является наименьшей р-подалгеброй Ли алгебры A(X), содержа- 
щей Х (см. гл. I, $ 1, упражнение 20); в качестве ее базиса можно выбрать 


семейство h? для всех AEH, пе М. 


г) Пусть U(L(X, p)) — ограниченная универсальная обертывающая 
алгебра для L(X, р); см. упражнение 6 из $ 2 гл. I. Показать, что вложе- 
ние L(X, р) 8 A(X) продолжается до изоморфизма U(L(X, p)) на A(X). 
(Использовать теорему Пуанкаре — Биркгофа — Butta, а также предыдущее 
упражнение.) Вывести отсюда, что L(X, р) является множеством прими- 
тивных элементов из А (х); см. $ 1, упражнение 12. 

д) Пусть | — отображение À в некоторую р-алгебру Ли 9. Показать, что 
{ единственным образом продолжается до р-гомоморфизма F: L (Х, р) > в. 
{Начать с продолжения { до гомоморфизма алгебры A(X) в Ug.) | 

(р-алгебра Im L(X, р) называется св050дной p-aneeöpoi Ли над множе- 
ством X.) 


$4 
В последующих упражнениях букво1 @ обозначается группа. 


1) Пусть (Gy) — целочисленная центральная фильтрация группы С. 
Показать, что алгебра Ли gr (С) порождается gr, (G) тогда и только тогда, 
когда Gn—Gn+1.C"G для любого п>1. Показать также, что в этом. 
случае Gn = Ст.С”@ для любого т> п, из чего вывести, что (Gz) = (СПС), 
если существует целое т, такое, что Gm = {е}. 


2) Пусть (Со) — вещественная фильтрация на группе G и о — соответ- 
ствующая ей функция порядка. Пусть A — подгруппа группы G. 

а) Пусть На =H [ Са. Показать, что (Но) — вещественная фильтрация 
на Н и что соответствующая ей функция порядка является ограничением V 
на Н. Кроме того, FH. = HT) Gt и gr (H) можно отождествить с градуиро- 
ванной подгруппой группы gr (G). | 

6) Предположим, что À — нормальная подгруппа и что 9 (С) 0 В -- дис- 
кретное подмножество в В. Положим (G/H)g =(СоН)/Н. Показать, что 
((G/H)a) — вещественная фильтрация на С/Н и что соответствующая ей 
функция порядка задается формулой - 


— 


чан (X) = sup о (y). 
yex 


Показать, что для любого &@ = В точна такая последовательность: 
0 -> gra (Н) > gra (С) > gra (G/H) > 0. 


в) Сохраняя посылки 6), предположим также, что (Ga) — централ ькал 
фильтрация. Показать, что таковы же тогда и фильтрации Ha À и O/H, 
индуцированные (Ga), и что алгебра Ли gr (G/A) может быть отождествлена 
< факторалгеброй алгебры gr (G) по ‘идеалу gr (A). 
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4 3) Пусть (Н.) — вещественная фильтрация группы À и v,, — соот- 


ветствующая ей функция порядка. Предположим, что G действует слева 
на Н и что для любого g=G отображение йн-5(й) является автомор- 
физмом фильтрованной группы H | 

а) Если @=R, то через Gg обозначим множество g&G, таких, что 


5 v„(h"'g(n))>v,(h+a для любого heH. 


Показать, что (Gq) — вещественная фильтрация на Gu что Gg=G, если 
a < 0. Обозначим через о соответствующую функцию порядка. 


6) Предположим, что фильтрация (Но) центральна и что Gy = С. IIo- . 
казать, что. (Са) — центральная фильтрация на С. Если ES _rg(G) и 
1 = 8g (Н), To =пусть g (соотв. A) — представитель & (соотв. 1) в Ga 
(соотв. Нв); показать, что образ ‘а (h) в gra+g (7) не зависит от вы- 
бора g и A, обозначим его через De (n); показать, что РЕ продолжается 10 


дифференцирования степени @ алгебры Ли gr(H) и что &H— De — гомо- 
морфизм алгебры Ли gr (С) в алгебру Ли дифференцирований алгебры ©г(Н). 
Если v,, (Н) ПК содержится в некоторой дискретной подгруппе Ге В, ro 
то же самое верно и для 9 (С) Г] В, а для любого GSR отображение im>Dn 
определенное выше, инъективно. 


4) Пусть H — нильпотентная групна класса с и G — группа ее автомор- 
физмов, действующая тривиально. на Н/Н, A). Показать, что G — нильпо- 
тентная группа класса, не превосходящего с —1. (Применить упражнение 3 
к нижнему центральному ряду группы À и заметить, `что С действует три- 
виально на 5т(Н).) Показать, что если Н — конечная р-группа, то такова же 
и С, если р — простое число, (тот же метод). | 

‚ 5) Пусть К — поле и L—ero конечное расширение Галуа с группой 
Галуа С. Пусть v, — нормирование L со значениями BZ (Комм. ane, гл. VI, 


$ 3, n°2), инвариантное относительно G. Если бе С, то положим 
s | g(x)— x ) 
vig)= sup u, | ————— }. 
(8); an; 2 ( 2 


Показать, что © — функция порядка некоторой целочисленной отделимой 
фильтрации (Gy) группы G, такой, что С, = и что ограничение этой 
фильтрации на С! центрально (применить упражнение 3, беря в качестве H 
максимальный идеал кольца нормирования 9,). Показать, что G, является 


р-группой (соотв. единична), если поле вычетов L имеет характеристику 
р > 0 (соотв. ‘характеристику нуль); если поля L и К обладают ‘одним и 
тем же полем вычетов, то G; — ядро гомоморфизма, определенного в Комм. 
алг., гл. VI, $ 8, упражнение 116). 


46) Пусть К [С] — групповая алгебра группы С над К и I — ядро кано- 
нического гомоморфизма К [С] > К („пополняющий идеал“). Тогда К [@] = 
= ea базисом J является семейство элементов вида g—1 для любого 
ПЕН. те. 

a) Если п — целое число >20, то через [" обозначим идеал из К [С], 
равный и-й степени J. Пусть Gy — множество gEG, таких, что в — 1 /”". 
Показать, что (Gy) — целочисленная центральная фильтрация на (С. В част- 
_ ности, Gn > C”G для любого п. 

6) Показать, что если K==Z, то отображение grt>g— | индуцирует 
ue sun изоморфизм G/(G, G) на //I?. Вывести отсюда, что. 

D . 


1) Известно; что если группа С свободна, то С, = CG для любого п; 
см. § 5, упражнение 1. (Известен пример группы Ge С. = C°G. — Перев.) 
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в) Пусть К — поле характеристики нуль и С конечна. Показать, что. 
11 =[ для любого п >|. are | 

г) Пусть К — поле характеристики p > 0 и С есть р-группа. Показать, 
что /* = {0} для достаточно большого п. (Показать сначала, используя Al. 
chap. I, р. 73, proposition 11, что любой простой К [@]-модуль изоморфен К, 
и вывести отсюда, что [ — радикал в К [С]; значит, он нильпотентен, так как 
К [С] конечномерна над К. ; 

д) Предположим, что K=Z и что G обладает следующим свойством: 
для любого ge С, в == 1, существуют простое число р, р-группа Р и гомо- 


морфизм | G>P, такие, что f(g) e. Показать, что тогда R P= fü}. 


: ' ‚ n 
{Свести доказательство к случаю, когда G=P. Применяя г) к полю Fp, 


убедиться в TOM, что существует m, для которого 1” <= pZ[G] и [ является 
прямым слагаемым в [С], что влечет за собой включение /” C pl, откуда 


a [тп — N p"I, а последнее пересечение равно нулю, так как / — абелева 
n n 


группа конечного типа.) 


_ 7) Наделим @ фильтрацией (C”G) и предположим, что gr; (G) = G/(G, G) 
циклична. Показать, что gr, (С) = {0} для любого n.>2 (использовать пред- 
ложение 5) и вывести отсюда; что CG = ((, G) для любого n > 2. 


| (fist om | 
8) Пусть G = SL, (Z), и пусть "= ( } = ( р = ( 

) ПУ 2 (2), и пу а ab 
а) Проверить соотношения &* =], w = xy-!lx, wxw-! = у-1. 


а 6 
6) Если e=(: „)— элемент из G, то положим 1[(8)=|а|-+|6|. 


‚ Показать, что 1(8) =1| тогда и только тогда, когда g имеет вид yw, где 
nez и 0Sas3. Если 1(g) 22, то показать, что существует некоторая 
степень h элемента X или у, такая, что | (gh) <1(g). Вывести отсюда, что С 
порождается элементами {х, у}. 

в) Используя a) и 6), показать, что G/(G, С) порождается образом Ё 
элемента x и что 1 ==е 1). Вывести отсюда, что CG = ((, G) для п >2 
{применить упражнение 7). 


9) Наделим С фильтрацией (C”G). 
а) Показать, что. идеал ст (С), порожденный gr, (С), равен hy gra (G). 
: g>2 
6).Пусть Ghz, — система образующих группы G, и пусть т > 1. Пред- 
положим, что для любого (i, |) =1? имеет место включение (X, X)" = C*G. 


Показать, что для любых 9 >2и ие СТС выполняется также и” = СЧ+!6 
{использовать а)). 2 


10) Пусть x, y — элементы из G иг, $ — целые числа >|. Предположим, 
aro: (x', yo yee. 3 


п 
а) Показать, что (х, у)" = С"+?С для любого n>1. (Можно предпо- 
лагать, что С порождается элементами X, у; применить тогда упражне- 
ние 9 6), замечая, что (x’,x°) = (x, y)'S mod C°G.) 
6) Предположим, что x’=y°=e; обозначим через f наибольший общий 


R п 
делитель ги Ss. Показать, что (x, ÿ) + СЗО и вывести отсюда, что (x, y) = 
= C"*?G для любого n>1 (тем же способом). 


1) Можно показать, что & имеет порядок 12. 
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11) Пусть Н — подгруппа в Си т — некоторое целое число >1. Пред- 
‚ положим, что @ порождена некоторым семейством Се, элементов, таких, 


что Хх’ еН для любого +. - 

a) Наделим Н фильтрацией, индуцированной фильтрацией (C”G) группы G, 
и отождествим gr(H) с градуированной подалгеброй алгебры Ли gr (С); 
см. упражнение 2. Показать, что для любого целого п 20 


п 
т”. сти (G) € gra (A). 
Вывести отсюда, что для любого 2=H.C"G имеет место включение 


п 

zu" =H.c"*G. | 

6) Показать, что если G нильпотентна, то существует целое N >0 (не 
зависящее от класса нильпотентности группы С), такое, что 2%. € H для 
любого z= G. 

12) Предположим, что G нильпотентна. Пусть À — подгруппа в Си 
т — целое >|, ах, y — элементы из С, такие, что x” GH и y" = Н. По- 
казать, что существует целое NO, такое, что (xy) ЕН. (Применить 
упражнение 11 K группе, порожденной {х, y}, и к ee пересечению с H.) 


13) а) Пусть Р — свободная группа с системой свободных образующих 
{x, 9}, состоящей из двух элементов, с — целое число >22 и т — целое число 
> 1. Положим F°=F/C°F и обозначим через x, у образы Хх, ув F°, Пусть 


Fr, — подгруппа в F°, порожденная {x”, у}. Показать, что существует целое 


N 
N>0, такое, что 2” GFF для любого z&F°* (использовать упражнение 11). 


C : C C С 
6) Пусть 1 (соотв. 1) — нормальная подгруппа F (соотв. Fa), поро- 
жденная у. Показать, что если N выбрано, как выше, и если 2 принад- 


М 
лежит /%, то 2% G/F (заметить, что F°//° — бесконечная циклическая 
группа, порожденная образом х, и вывести отсюда, что Fe | 16, > ЕСС 


| А! 
инъективно, а значит, I, = Fo [| [°). В частности, ху" x ‘el’, 
в) Предположим, что группа С нильпотентна. Пусть Н — подгруппа в @ 
и L — нормальная подгруппа в Н. Пусть geG и m>1 таково, что ge H. 


„N 
Показать, что если N достаточно велико, то gl” g-1e L для mooorolE&L, 
(Если G имеет класс < с, то выбрать М, как в а), и использовать гомомор- 


физм | F°>G, для которого f(x)=g, f(y) =[; заметить, что F(F%,) GA 
US) CL и применить 6).) 


Ч 14) Пусть Р — некоторый набор простых чисел. Целое число п назы- 
вается. Р-числом, если оно 50 и если все его простые делители принад- 
лежатР. Элемент x € G называется Р-элементом, если существует Р-число п, 
такое, что x” =e; говорят, что С есть Р-группа (соотв. группа без Р-кру- 
чения), если любой (соотв. никакой отличный от е) элемент группы @ 
является (соотв. не является) Р-элементом. Говорят, что группа @ Р-полна 
(или Р-делима), если для любого хе‘ и любого Р-числа п существует 
уе С, такой, что x = y", | 

Предположим, что @ нильпотентна. 

а) Пусть Н — подгруппа в СиН р — множество элементов XS С, таких, 


что x"=H для некоторого Р-числа п. Показать, что Нр — подгруппа в G 
(использовать упражнение 12) и что (1p)p =H р. Группа Н р называется 
Р-радикалом. (или. Р-изолятором) подгруппы À в С. Если G Р-полна, то 
Р-полна и подгруппа H р. 
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6) Пусть L — нормальная подгруппа 8 Н. Показать, что L, — нормальная 
подгруппа в À pr (Использовать упражнение 13 в) для доказательства того, 
что если = Нр и 1 = Г, то elg-'=L,.) 

В частности, если Ё — нормальная подгруппа BG, то и Lp нормальна 
в Си G/L, — группа без Р-кручения. Вывести отсюда, что Koxkeetah Р-эле- 


ментов из G является наименьшей нормальной подгруппой N группы С, та- 
кой, что G/N не имеет Р-кручения. 

в) Предположим, что @ — группа без. Р-кручения. Пусть п — ete 
Р-число и x, y из G таковы, что х” =". Показать, что x — y. (Применить 
упражнение 10 а) ee r=s=n. Вывести из него, что существует Р-число М, 


для которого (х, y)" =e; так как С не имеет Р-кручения, To (x, 1 у =e; 
тогда (x-!y)"=e, что и дает окончательно X =.) 

г) Пусть À — NIE в Си Г, — нильпотентная группа, af: H —> L — 
гомоморфизм. Пусть Г — график {в Н X L, а Гр является Р-радикалом Г 


в СХ Г. Показать, что Гр содержится в Нр XL a что pr: Гь-> Нр сюръек- 


тивно, если Г, Р-полна, и pee ES если + без Р- pacte 
Предположим, что L Р-полна и без Р-кручения. Показать, что тогда f 
‚ продолжается единственным способом до гомоморфизма Гр: Нр —>L и что. 


график {р равен Гр. 


4 15) Сохраним обозначения предыдущего упражнения. Предположим, 
что С нильпотентна. Пусть i: С -> @ — гомоморфизм G в нильпотентную 


группу G. Говорят, что (i, G) есть Р-пополнение (или Р-оболочка) группы С, 
если выполняются следующие условия: 


(1) С Р-полна и без Р-кручения; 
(ii) ядро i является множеством Р-элементов в G; 


(iii) Р-радикал образа i(G) в С равен G. 


а) Пусть (i, @) есть Р-пополнение С и L— нильпотентная Р-полная 
группа без Р-кручения. Показать, что для любого гомоморфизма f: @ > Ё 


существует единственный гомоморфизм f: Gt L, удовлетворяющий условию. 


foi= f (свести к случаю, когда G — группа без Р-кручения, и использовать 
упражнение 14 г)). Вывести отсюда, что если @ обладает Р-пополнением !),. 
то оно единственно с точностью до изоморфизма. 


6) Пусть (i, С) есть Р-пополнение С и Н — подгруппа в G, а Н — это. 
Р-пополнение i (7) в С, причем iy H>H — гомоморфизм, индуцированный 7. 
Показать, что (i, H) есть Р-пополнение Н. 


Предположим, что À — нормальная подгруппа в С. Тогда : Н нормальна. 
в С; см. упражнение 14 6); показать, что если ign: G/H > G/H — TOMOMOP-- 


HSM, индуцированный À, TO (сн, G/H) есть Р-пополнение G/H, 


16) Сохраним обозначения двух предыдущих упражнений. 
а) Пусть бр — множество Р-чисел и Zp = Sp Z — кольцо частных Z,. 
определенное множеством бр (Комм. алг., ' гл. II, $ 2, n° 1). Предположим, 


что С является Р-полной нильпотентной группой без Р-кручения; пусть 
ie Zp» g = G. Показать, что существует единственный элемент À в С, та-. 


1) На самом деле любая нильпотентная группа обладает Р-пополнением; 
см. $ 5, упражнение 6; см. также Lazard M, Annales E. М. $., t. LXXI (1954),. 
р. 101—190, chap. II, $ 3. (См. также А. И. Мальцев, Изв. АН Gees) cep.. 
матем., 13 (1949), 201—202. — Прим. перев.) 
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кой, что A° = g°! при любом $ = Sp ‚для a weal st=Z. Элемент A назы- 
вается {1-й степенью LH ERETERE через gi. Отображение tr—> gl является 
гомоморфизмом Ёр в G. Если { обратимо в Zp» TO gr а! биективно. (Ис- 
пользовать упражнение 14 в).) 


6) Пусть А — коммутативная рум, и i — каноническое отображение А 
B Ар = р & А. Показать, что (i, Ар) есть Р-пополнение А. 


= Kr G (соотв. @) — нижняя строго треугольная группа матриц по- 
рядка п над кольцом k (соотв. над кольцом À р = @® Ёр), и пусть #— го- 


моморфизм @ в С, индуцированный каноническим гомоморфизмом k в Rp 


(Alg., chap. II, р. 145). Показать, что (i, С) есть Р-пополнение С. 

г) Пусть G — конечная нильпотентная группа, т. е. прямое произведение 
своих силовских р-подгруппи Gp (Alg., chap. I, р. 76, théorème 4). Пусть 
С — прямое произведение тех Gp, для которых р  P, и i — каноническая 


проекция G на Gp. Показать, что (i, G) есть Р-пополнение G. 


` 9 17) Предположим, что G нильпотентна. Пусть Р — множество простых 
чисел и DB,(G) — множество нормальных подгрупп в G, конечный индекс 
которых является Р-числом (см. упражнение 14). Пусть 7°, (G) — топология 
на G, определенная базисом фильтра %,(@) (Общ. топ., 1969, гл. III, $ 1, 
n° 2, пример). 

а) Пусть N— подгруппа конечного индекса в С, такая, что (G:N) 
‘является Р-числом, и N” — пересечение всех подгрупп, сопряженных с N. 
Показать, что (G:N’) есть Р-число (использовать тот факт, что G/N’ — про- 
изведение своих силовских подгрупп), вывести отсюда, что N открыта в 7°, (С). 

6) Пусть À — подгруппа конечного индекса в G. Показать, что Ур(Н) 
‹<овпадает с топологией, индуцированной на Н топологией 7, (0), (Тем же 
<пособом.) 

в) Пусть À — нормальная подгруппа в С, такая, что G/H изоморфна Z 
и x — представитель BG образующего С/Н. Пусть Ne Bp (H) a N’ = BE: "Sur 

n=Z 
Показать, что Ne Bp (H) и xN'x-1=N!, Показать, что если N” — под- 
группа, порожденная № и x, то (G:N”)=(H:N’). Показать, что тогда 
Ур (7) индуцируется 7°, (С). 

‘r) Пусть G имеет нае число образующих. Показать, что если 
H — подгруппа в С, то существует цепочка подгрупп 


Н=НеН с... ЕН, = 0, 


такая, что À; Нормальна в Н;+,; для любых 0< i < ku что Н;+1/Н; конечна 
или изоморфна Z. Вывести отсюда, что 7 р (H) индуцируется 7 р (G) (ис- 
пользовать 6) H B)). 

д) В обозначениях г) пусть Р” — дополнение к Р в множестве простых 
чисел. Показать, что замыкание H относительно Я р(С) совпадает с Р”-ради- 


калом Н BG (упражнение, 14); в частности, G an тогда и только 
тогда, когда она не имеет Р”-кручения. 


18) Верхний центральный ряд (Z;G) группы G определяется по индук- 
un следующим образом: 

| (i) 2;4 = {е}, если 150; 

(11) 2; iG/Z;~,G — центр группы G/Z;-ı Ц. 
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Имеем {e}=Z,G CZ,;GC... u ZıG — центр группы G; все Z;G — xapak- 
теристические подгруппы в а. 

а) Показать, что G нильпотентна класса < с тогда и только тогда, 
когда G=Z,G. x: 

6) Показать, что (C"G, ZmG) € Zm=nG. 

в) Пусть G — нильпотентная труппа без P- -кручения (Р — множество. 
простых чисел; см. упражнение 14). Показать, что все Z;G совпадают со. 
своими Р-радикалами. (Достаточно убедиться в этом в случае, когда iT, 
если п есть Р-число и если элемент g = С таков, что g” = Z,G, To xg"x—-! = gt 


для любого хе С. Значит, хех-'=х по упражнению 14 в), откуда мы. 
сразу выводим, что © принадлежит ZıG.). - 


$5 


В последующих упражнениях предположения и обозначения те же самые, 
что и в § 5. Через F мы обозначаем свободную группу F(X), ag — един- 
ственный гомоморфизм F в группу Магнуса Г(Х), такой, что g(x)=1+x 
для любого x = À (см. теорему 1). | 


1) Наделим групповую алгебру К [Ё] группы F фильтрацией, состоящей: 
из степеней пополняющего идеала I ($ 4, упражнение 6). 

а) Пусть 8 : K[F]> A(X) — едичственный гомоморфизм алгебр, продол- 
жающий £: F> Alk). Показать, что б отображает /” в идеал À, (Х) ie 
n° 1) и индуцирует при факторизации изоморфизм би алгебры K[F]//” u 
А(Х)/А„ (Х). (Определить обратный гомоморфизм к би при помощи гомо- 
морфизма А(Х) в К [Е], отображающего x в х—| для любого x = À.). 
Вывести отсюда, что A(X) изоморфен отделимому пополнению K[F] отно- 
сительно топологии, определенной (1”). | 

6) Предположим, что K==Z. Показать, что фильтрация ([”) отделима 
(использовать предложение 3 и упражнение 6 д) из $ 4) и что фильтрация F,. 
ею определенная (упражнение 6 a) из § 4), совпадает с фильтрацией (C"F). | 


Вывести, что гомоморфизм 8: Z (F) À, (Х) инъективен. 


2) Пусть С — группа, К [а] — ее групповая алгебра, / — пополняющий: 
идеал этой алгебры ($ 4, упражнение 6). Обозначим через = канонический 
гомоморфизм К [С] на К; тогда Ker (г) = 1. 

а) Пусть М — левый К[С]-модуль и Z(G, М) — группа скрещенных. 
гомоморфизмов G в М (Alg., chap. I, р. 135, ехегс. 7). Для fe Нотк gq (1, М). 
через 7, обозначим отображение | gt>f(g—1) группы @ в модуль М. По- 
казать, что |! — скрещенный гомоморфизм (использовать, тождество ga — | = 
= g(g’ — 1) + g—1 для того, чтобы показать, что f (gg Br: f(g’) + fi (g)) 
и что [H>fı — изоморфизм Hom xq (/, М) на Z(G, M 

6) Возьмем в качестве G свободную группу F Е (X). Показать, что. 
для любого отображения 9: Х > М существует единственный элемент Jg. 
группы 2 (F, М), который продолжает 6. (Использовать интерпретацию 2 (F, М) 
в терминах полупрямого произведения Е на М; см. Alg., chap. I, там же.) 
Вывести отсюда, используя а), что семейство (х — хе х является базисом Г 


как левого К [F]-monzyas. 
в) Согласно 6), любой элемент и= К[Ё] единственным образом записы-. 
вается в виде 


u=e(u)+ >, Dx (и) (х— 1) 
x=X 


er 
==) ig 


любой элемент и = А(Х) единственным способом записывается в виде 


2 : N 
j 
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где ДО; (и) = К[ Е], причем Ох (к) равны нулю, за исключением, возможно, 


конечного их числа. Отображение urm>D,(u) называется частной произ- 
водной по х. Оно характеризуется следующими свойствами: 

(i) Dy есть К-линейное отображение K[F] в K [F]; 

(ii) D.(uo)=u.D,(v)+e(v).D,(u) для любых и, ve K [F]; 

(iii) О, (х) =Ти Dx (у) =9, если yS X — {x}. Если n >|, TO 


DA ree Чая 
BE Narren ort 


г) Пусть e,— канонический гомоморфизм A(X) на К. Показать, что 


\ 


u=e,(u) + уз dy (и). x, 


RER 


где d.(u)EA(X), причем d,(u) равны нулю, за исключением, возможно, 


конечного их числа. Показать, что dy: ин-> ах (и) — эндоморфизм алгебры A(X). 
который по непрерывности продолжается на A(X) и обладает свойствами, _ 
аналогичными свойствам (i), (ii), (iii), приведенным выше. Показать, что 
dy°G=G°Dy, где & — гомоморфизм К Е] в À (X), продолжающий & (см. 
упражнение 1) ys, 

43) Сохраним обозначения упражнения 2. 


а) Пусть J — правый идеал в К [Е ], содержащийся в /, и и — элемент 
из /. Показать, что 


ueJ.I&SD,(ue)J для любого x EX. 


В частности, элемент / принадлежит I” (п>1) тогда и только тогда, когда 
все его частные производные принадлежат 177 

6) Пусть Ю — нормальная подгруппа-в F, в = FIR и J — ядро канони- 
ческого гомоморфизма у: К [Ё] > K[G]. Показать, что J как левый идеал 


(a также и как правый) порождается элементами г — 1, где ге Ю. Доказать 
‘точность последовательности 


0» HIT 1) и. Ly) KAG] К 0, (+) 


rae а индуцируется при факторизации включением J в [, а В индуцируется ` 


при факторизации ограничением y на | ade 
в) Для любых uel, x = X обозначим через Dy (и) образ Dx (и) в K [G] 
при у. Используя а), показать, что семейство (D;),2 определяет при фак- 


‘торизации изоморфизм 1/(Т.Г) на K [С]. 
г) Для любого ге А пусть 6 (г) — образ r— 1 в J/(J.1). Показать, что 


-0 (гг) = 0 (г) + 6(r’) и 0 (угу-') =у.0(г) для любых г, PER, yEr. 
(Использовать тождества 


rr’ —l1=(r— 1)(r —1)+(r—1)+(r—1), 
gy Lee {г ПЕ I)-#y(r— 1). 


Вывести отсюда, что 0 — гомоморфизм R/(R, R) на J/(J.1), совместимый 
.c действием G, и показать, что образ этого гомоморфизма порождает 


1) Подробности относительно Дх см. в работе Еох К. Ann. of Math, t, 
-LVII (1953), р. 547—560. 
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К-модуль //(1. I); в случае когда К = Z, показать, что таким образом полу- 
чается изоморфизм R/(R, R) на J/(J.1) (непосредственно определить обрат- 
ный гомоморфизм). ir 


д) Пусть (ra)yez A — семейство элементов из А, порождающих К как нор- 
мальную подгруппу в Е. Показать, что 0 (га) порождают К [С]-модуль J/(J.1). 
е) Матрица (Dx (ra))yex, aca Определяет гомоморфизм 


р: К[@]® > KIC]” 


левых К [С]|-модулей. Показать, что последовательность 
KIGIA > K (G)'*) > K [a] “+ K +0 (de) 


точна, причем 6 — гомоморфизм (их) > у. их (y (x) — 1). 
‘ хеХ 
(Преобразовать точную последовательность (*) при помощи уже решен- 
ных задач в), г), д) !).) 


4) Для любого ne N обозначим через ( = многочлен Т(Т-—1)... 


... (T—n+1)/al. Если f(T) — некоторый многочлен, то через Af обозначим 
многочлен f(T+1)—f(T). Понятно, что a ( о) =А1 =( и А ( : ) ss 


T в 
-=(, г если n> 1. 
а) Пусть f]= Q[T]. Показать эквивалентность следующих свойств: 
(1) f отображает Z в себя; 
(ii) Г является линейной комбинацией с коэффициентами из Z много- 


| ( - ) 
членов м 
п 


(iii) F(0) = Z u Af отображает Z в себя. (Вести доказательство индук- 
цией, по deg (f), замечая при этом, что deg (Af) — deg (f) — 1, если deg (1) #0.) 

Многочлен |, обладающий перечисленными выше свойствами, называется 
биномиальным многочленом. 


6) Пусть р — простое число и | — биномиальный многочлен. Показать, 
что f отображает кольцо Zp целых р-адических чисел в себя (использовать 
непрерывность | и плотность Z в Zp). 


в) Пусть Р — некоторое множество простых чисел, бр — множество 


Р-чисел ($ 4, упражнение 14) и Zp=Sp'Z. (Показать, что если f — бино- 
миальный многочлен, то f отображает Z, в себя (применить 6) к простым 
числам, не входящим в Р.) 

5) Пусть T=T(X)— группа Магнуса над X и (T,) — ее естественная 
фильтрация (n° 2). Показать, что градуированная алгебра Ли, соответствующая 


этой фильтрации, изоморфна подалгебре Ли & A"(X) алгебры A(X). Если 
п>!| 

Х == (7); то эта алгебра не порождается’ элементами степени 1; вывести 

отсюда, что (Ty) не является нижним центральным рядом группы Г. 


4 6) Пусть Р — некоторое множество простых чисел, $ р — множество 
Р-чисел ($ 4, упражнение 14), и пусть и А 


1) Относительно деталей этого упражнения см. Gruenberg К. W., Lecture 


Notes in Math. n° 143, chap. 3, а также Swan В. J. of Algebra, ХИ (1969), - 


585—601. 


“218 ГЛ. П. СВОБОДНЫЕ АЛГЕБРЫ ЛИ $5 


a) Предположим, что для любого $ = $ р ОТображение kt—>sk является 


‘биекцией К на себя; это эквивалентно TOMY, что К можно наделить струк- 
УРОН Z р-алгебры. 


В ббенайенних упражнения 5 показать, что для любого ses, OTO- 


бражение at+—> а’ группы Г в себя биективно, причем то же самое ESA 
и для любой факторгруппы Г/Г, при п >1. Если t=Z, и а=е Г (соотв. 


а Г/Г,), то определим a’ как в упражнении 16 из $ 4; записывая а 
в форме 1 + а, где а = A, (X), показать, что 


Fett)" т 


n=0 


t 
Заметить, что коэффициенты | n ) принадлежат Zp» см. упражнение 4. 


6) Предположим теперь, что K=Z,. Пусть с — целое число DI. Ото- 


ждествим группу F°=F/C°F с подгруппой Г/Ге, используя гомоморфизм, 
индуцируемый & при факторизации (обозначения теоремы 2). Группа Г/Ге 
является Р-полной без Р-кручения и класса ‘нильпотентности, не превосхо- 


дящего с—1. Пусть Fp есть Р-радикал F° 8 Г/Г, ($ 4, упражнение 14), 


+ — инъекция Ё°в РР. Пара (i, Fo) является Р-пополнением F° ($ 4, ynpax- 


нение 15). Вывести отсюда, что любая нильпотентная группа обладает 
Р-пополнением (заметить, что любая нильпотентная группа класса <c 
является факторгруппой группы F° при подходящем X, и использовать 
часть 6) упражнения 15 из $ 4). 


в) Если n<c, то пусть Fp „— пересечение Ер с Г./Го; если n>c 
положим Fo. „= {е}. Показать, что Рр „ является Р-радикалом ru ГИ... 
Фильтрация Fa 4 является целочисленной центральной фильтрацией на Рр; 
пусть gr (Е5) — градуированная алгебра, соответствующая этой фильтрации. 

. 
Ese ade что если n<c, то образ gr, (25 ) в gr, (Г) = 24s (Х) равен 


S> . L?(X) = Zp (À)- Вывести отсюда, что алгебра Ли gr (Fo) порождается 


| <BOHMH а степени 1, так что F£ р. п = С" (25 ) для любого п 
{$ 4, упражнение 1). Показать, что группа Рь порождается элементами xl/s 
для всех xX, seS р (заметить, что образы этих элементов в QT (Е5) = 7% 
порождают группу gr, (FS ), и применить следствие 3 предложения 8 из 
Alg., chap. I, p. 70). 

г) Пусть A — семейство Холла над X ($2, n° 10) x À (с) — подмножество 


в Я, состоящее из элементов длины < с. Для любого me Н (с) обозначим 
через фс (т) образ в F° коммутатора ф (т), определенного элементом т 


(cm. n° 4, замечание). Показать, что для любого we Е? р существует един- 
<твенный элемент @& из 25 (с) такой, что 


w= П вт). 


теН (с) 


(Использовать характеризацию рг (F%), данную выше.) 
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\ 
7) Сохраним обозначения упражнения 6. 


а) Пусть @ — нильпотентная группа класса <c и (i, G) есть Р-пополне- 
ние G. Пусть р: FF > G — сюрьективный гомоморфизм (такой гомоморфизм' 
существует, если X выбрано надлежащим образом) и б — соответствующий 


гомоморфизм Рр в С ($ 4, упражнение 15). Гомоморфизм 6 сюръективен и’ 
отображает С”Ер = Fp. „ на C"G. Показать, что C"G есть Р-пополнение i(C"G) 


в Си что алгебра Ли gr (С) совпадает с Z, © gr (G). 

6) Вывести отсюда, что группа @ является Р-полной и не имеет Р-круче-. 
ния тогда и только тогда, когда этими свойствами обладает c*gic"t'@, 

4 8) Предположим, что К =Z, а Х конечно. Для любого целого k > 0? 
обозначим через (e, 7 некоторый базис в A, (Х). | 

а) Пусть (Wn), 27 — последовательность элементов из Р. Обозначим: 
через w, а (п) коэффициент прие, | в разложении компоненты степени k: 


элемента g(w,)= А(Х). Тогда 


g(w,) = > w,„(n)e,. для любого пей. 
а 


Говорят, что последовательность (Wy) типовая, если для любой пары (k, Q): 


функция W, TU, à (п) является биномиальным многочленом сте- 
пени < Е; см. упражнение 4. Это условие не зависит от выбора базиса (е, # 


Показать, что оно эквивалентно существованию последовательности (а,) en 


элементов из Ао (X), такой, что ® (a,) =k для любого k u 
< 
g(w,)= ÿ na, для любого nez. 
k=0 


у . 
6) Показать, что если (w,) и (w’) — две типовые последовательности: 
— 7 
то и последовательности (w; ') и (w,w,) типовые. 


в) Пусть ш — элемент C*F для некоторого k > 1 u f — биномиальный’ 


многочлен степени < À. Показать, что (wi) — типовая последовательность.. 
В частности, если ге F, то последовательность (2”) степеней элемента = 
является г-типовой. | 

г) Пусть (w,,) — некоторая последовательность элементов из F. Показать, 
что (Wy) — типовая последовательность тогда и только тогда, когда суще-- 


CTBYIOT Yo» И...» Ил»... В F, такие, что у, = СЕ для любого il и 
ve. R+I 
=... yp”? mod C*t'F 


для любых nS Zu k > 1. (Определить элементы y, исходя из (w,) и полагая’ 


последовательно п == 0, |,.... Например, шо = и, Wı = Yoÿ .... 
д) Пусть À — семейство Холла над X и (w,) — некоторая последователь- 
ность элементов из Р. Пусть (a (т, n)) иен nez — Множество целых чисел, 
> 


таких, что 
Wn = [I ф (m)* m. 7) mod CCF 


me H 


для любого b=Z и любого c>]| (см. n°4, замечание). Показать, что- 
(из) — типовая тогда и только тогда, когда для любого те Н функциж 
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nt>a(m,n) является биномиальным многочленом степени </(m), где 
1 (т) — длина m!). 

e) Последовательность (шп) называется 1-типовой, если соответствующие 
функции W, | являются биномиальными многочленами степени Vk — 1. 


Показать, что если (и„) — 1-типовая последовательность, то можно найти 
y, = CITE для любых i=0, |,..., такие, что 


w n = ob с Ae pe СР 


для br nzeZuk>|. 


$9) Пусть X — двуэлементное множество {x, y}. 
а) Показать, что существует последовательность We, Wa, +++ элементов 
из F, где we C'F для любого i, такая, что 


tyra?) Lu I СТР 


для любых ПЕЙ и i>|. (Применить упражнение 8 г) к последователь- 
ности x” (xy)".) 
Показать, что wa = y! (y-, x—')by = (x, у)! mod СЗР. 
6) Пусть С — нильпотентная группа класса < с и X, у — произвольные 
м из G. Вывести из предыдущего следующую формулу (формула 
олла 


(xy) = x"y" II w,(x, pl 4 ) 


B) Пусть р — простое число. Показать, что существуют u ‚Es СЕ 
WE <p— 1) x w = CPF, такие, что 


) 


(xy)? = xPyPub ... ul _ jw. 


(Использовать а), замечая, что & ) делится на р, если 1<i<p.) Пусть 


& — образ w в gr,(F)=L5(X) и @,— образ à в Le (Х). Показать, что 


р 
D p = Àp (x, y); см. гл. I, $1, упражнение 19.) (Использовать вложение g 
группы Ё в A(X) и сравнить компоненты степени р элементов g ((xy)?) 
и g(x уе. up _ 1). Первая равна (x + y)P, а вторая сравнима modp 
с XP + y? + Wp, что и требовалось.) 

Показать, что существуют a = C?F и w’ ] CPF, такие, что 


(xya)? = xPyPw’. 
(Использовать приведенную выше формулу, которая дает (xy)?.) Вывести 


отсюда, что р-е степени элементов в нильпотентной группе класса р соста- 
вляют подгруппу. 


-1) Относительно типовых последовательностей подробнее см. Lazard М., 
Annales Е. М. $. LXXI (1954), 101—190, chap. II, $ 1 


by is 


_. способом, 4TO H B B).) 
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г) Показать, что существует последовательность U3, 94,.... элементов 
из F, где ve СЕ для любого i, такая, что 


(хп, 5 = (x, pe 2) ER A‘) mod C't?F | 


для любого n@Z и {>1. (Применить упражнение 8 e) к последователь- 
ности (х”, y).) - 
Вывести отсюда, что если р — простое число, то существуют f;=C'F 


при 3<i<puzeCPTlF, такие, что 
(Ру (x, y} В... 02° 


_ Показать, что образ 2, элемента 2 в Let (x) равен (ad x)? (и). (Tem же 


$10) Пусть р — простое число и С — группа, наделенная центральной 
вещественной фильтрацией (Ga). Предположим, что соотношение хе Gg 
влечет за собой x? <= Сра, иначе говоря, что фильтрация (Са) ограниченная. 
a) Показать, что алгебра Ли gr(G), ассоциированная с (Са), такова 
yTop.gr(G) = {0}, т.е. она может быть наделена структурой алгебры над Ер. 

6) Пусть EE ег. (С) u x — представитель & в Gg. Показать, что образ x? 
в Сгра (С) не зависит от выбора x (использовать упражнение 9 в)). Если 


обозначить этот образ через glP] TO можно доказать, что Ен Е! — линей- 
ное отображение gro (С) в бгра (G) и что (E + g/ylpl = Е] 4 Е” [pl 4 Ap (Е, Е”). 
{Тем же способом.) A 

Показать, что если & = gra (С) и це greg (С), то 


[512}, n] = (ad 5)? (т). 


{Использовать упражнение 9 г).) | 

в) Показать, что существует единственное р-отображение gr (С) в.себя 
(гл. I, $ 1, упражнение 20), которое продолжает отображения Er ЕР], опре- 
деленные на £gra(G). Наделенная этой структурой, gr (С) является р-алге- 
брой Ли, про которую говорят, что она ассоциирована с ограниченной . 
фильтрацией (Са). а: 

4 11) а) Пусть А — фильтрованная. алгебра, удовлетворяющая условиям 
из $ 4, n°5, и Г=А ne + АХ). Наделим Г фильтрацией (Га), индуцирован- 
ной фильтрацией А (там же, предложение 2). Показать, что если К — поле 
характеристики р > 0, то (Го) — ограниченная фильтрация (упражнение. 10) 
и вложение gr(T) в gr(A), там же определенное (см. предложение 3), 
совместимо со структурами р-алгебр Ли на gr (Г) и gr (A). - 

6) Предположим, что K=F,. Применим ‘предыдущее к фильтрованной 
алгебре А(Х), в которую посредством гомоморфизма g вложена группа 
F=F (X). Фильтрация (Ги) группы Г индуцирует фильтрацию (Ри) группы F, 
являющуюся ограниченной. Далее, р-алгебра Ли gr (F) совпадает с некото- 
рой р-подалгеброй Ли алгебры A(X), содержащей X. Вывести отсюда, 
что‘ gr (F) содержит свободную р-алгебру Ли L(X, р); см. упражнение 4 д). 

в) Пусть Н — семейство Холла над X; для любого целого числа i пусть 


Е ‘ Н. 
Н; — множество элементов Н длины i. Пусть ю=ЁЕи а, = 2. i) таковы, что. 


п : ; 
w =]! | Il ф (т) ™ nod С"+1Е 


i=l meh; 
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для любого n, см. n° 4. Для любого me H обозначим через /(m) длину m, | 

а через 4 (т, w) наибольшую степень р, делящую а, (т), где i=1(w) (если 

_@, (т) =0, то положим 4 (т, w) = + о). Пусть N= oe (m).q(m, w)). 
ne 

Показать, что Ф(т) en 

u Pyet 

gry (A (X)) = AX (Х) является ненулевым кратным т Ч ‚ где m — элемент 


из L(X), определенный элементом т ($ 2, n°11). Но эти элементы линейно 
независимы ($ 3, упражнение 4); вывести отсюда, что образ w в Sr, (F) не 


равен нулю и принадлежит L(X, р), откуда следует, что эг(Р) = Ё (Х, р). 


принадлежит Fy, а если 1 (w).q(m, w)>N, то 


Показать, что если 1(w).qg(m, w)=N, то образ Ф (т) = B 
(m, w)] 


12) Пусть g — алгебра Ли над полем k характеристики р > 0. 

a) Пусть-й — целое число <р—1. Говорят, что 8 удовлетворяет #-му 
условию Энгеля, если (ad х)" (у) =0 для любой пары (x, y) элементов из 4. | 
Показать, что это эквивалентно тождеству 


2 ad (хо) ° +++ °24 (яв) =0 
0=6&, 


для любых x}, ..., хр из 8 (применить формулу (ad x)* = 0 к линейным ком- 
бинациям х,). 


6) Пусть x, y — элементы из 9, такие, что A, (ax, by) — 0 для любых a, 
b из k. Показать, что если A $ — биоднородная компонента A ; бистепени 
(г, $), то Ay S(x, y)=0 для любой пары (г, $). Вывести отсюда (полагая 
г=р— 1, $=1), что (ad ХР! (у) =0. В частности, если Лр(х, у) =0 для 
любых X, y из 9, то алгебра Ли 8 удовлетворяет (р — 1)-му условию Энгеля. 

в) Пусть с — центр 9. Предположим, что (ad x)? =0 для любого x ев. 
Показать, что 8/с удовлетворяет (р — 1)-му условию Энгеля. (Показать, что 
Ap(ad x, аду) =0 для любых x, у из 9 и применить 6) к алгебре Ли 
аа 9 =&/с.) | 

г) Пусть С — группа, в которой хР=|1 для любого xEG, и пусть 
(Ga) — центральная вещественная фильтрация на С. Фильтрация (Со) огра- 
ниченная (упражнение 10), и г (С) является р-алгеброй Ли с нулевым 
р-отображением. Вывести отсюда, что gr (С) удовлетворяет (р — 1)-му усло- 
вию Энгеля !). | - 


§ 6 | 
1) Показать, что exp (U) exp (У) exp (— И) = exp (x = (ad U)” v) 
Вывести отсюда, что | > : ee 
HU, H(V, —U)) =), 4 (ad U)" (У) = (exp (ad U)) (У). 
n=0 | 


2) Показать, что À (0, У) = >: г (ad U)"(H(V, U)). (Применить Упраж- 
n=0 
нение |, замечая, что Я (U, H(H(V, U), —U)) =A (U, V).) 


1) Относительно свойств алгебр Ли, удовлетворяющих условию Энгеля, 
и их приложений к „ослабленной проблеме Бернсайда“ см. Кострикин А. И.., 
Изв. АН СССР, т. 23 (1959), стр. 3—34. 
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3) Положим M(U, V)=H(—U, U+V). Тогда exp (M (U, Pis 
= exp (— U) exp (U + У). Обозначим через М; (U, И) (соотв. H, (U, V)) сумму 
биоднородных компонент ряда М (соотв. ряда Н), степень которого отно- 
<ительно У равна | 

а) Показать, что 


My (и, У) = Sy aa (ad и)" (у) = ((а40)) (V), 
n=0 


где f(T) =(1—e77)/T. 
(То же рассуждение, что и в доказательстве предложения 5. Можно 
также ограничиться предложением 5. если использовать тождество 
exp (U) exp (М (U, V)) . exp (— И) = exp (Н (И + У, —U)) 


в сочетании с упражнением 1.) 
Pr 6) ri что Н (0, M(U, V)) =U + у. Binet отсюда, что AH, (И, 
ı (U, V)) = 


в) Положим g (Г) = 1/f fh 14-7724 Jar Tr PanT?", где ban — числа 


CHR (Teop. функ. действ. nep., гл. VI, IT | n° 4). Показать, что 
= ve L N 2 | 
H,(U, V) =(g (ad U)) (V)=V + LU, VI+ зи Capt ben (ad U)?" (У). 
n=| 


Получить отсюда первые члены sa Hy, = sts 


H,(U, ynevetaanm+t 5 (ad UY’ I (ad U)* (У) + 


70 


+ 30240 m (at ie 


г) Показать, что сумма биоднородных компонент в Я (U, Г), имеющих 
степень 1 по переменному U, является рядом 


U +510, VI+ у т ban (ad У)?" (U). 


n=! 
Применить в) к AH (У, 0) и использовать упражнение 2 для перехода от 
Н (У, U) кН (U,V).) 

д) Пусть W — еще одно переменное и Х (0, У, №) — сумма триоднород- 
ных компонент ряда Н (0, V+W), имеющих степень 1 по №. Показать, 
что 

Х (И, На (У, W)) = НН, (Н (0, У), №). 
Использовать тождество Н (0, Н (УТ, М)) =Н(Н (U, V), W).) Вывести H3 
него, что 
Х (0, У, №) = (g (ad A (U, V))ef(ad V)) (№). 


Ч 4) Пусть. X — конечное множество и L=L (Х). Наделим Г законом 
композиции Хаусдорфа (а, 5) > ab, который мы обозначим просто че- 
рез ab. Если {= К, aSL, то положим a’ = ta. 
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а) Пусть 4 — семейство Холла над X. Если me №, то через my обо- 
значим соответствующий элемент алгебры Ли L(X) ($2, n°11), а через 
Mge — базисный коммутатор группы Z, определенный элэментом m ($ 5, n° 4, 
замечание). Если 1 — длина m, то показать, что mg = My +p, где u имеет 
степень 21-1 (рассуждать индукцией по /). Вывести отсюда, что любой 
элемент © группы Ё может быть единственным образом записан в виде 


w= |] mx”, 
me F€ 


% 


где a(m)=K, причем это произведение в топологической группе L сходится. 
6) Пусть Р — множество всех простых чисел, а с — целое число >|. 
Положим К == ©. Показать, что группа L/L ‚ совпадает с Р-пополнением FS 
группы F° = F (X)/C°F (X), см. $ 5, упражнение 6. 
в) Положим теперь X равным двуэлементному множеству {U, У}. Пока- 
зать, что существуют два семейства рациональных чисел а (т), В (т), такие, 
что 


U+v= I] т”, 


mes 
[U, У] = ial me, 
meg 


Например, 
U+V=U.V.(U,V)~" ...,. 


[U,V] =, У)... 


г) Пусть 9 — нильпотентная О-алгебра, наделенная законом композиции 
Хаусдорфа. Пусть u, u — элементы из 8. Показать, что 


Е в II Mae (u, 0)" (M) 
те 


[u, vo} = [| mu, vo)", 
теже 


где а и В — определенные выше семейства рациональных чисел (формула. 
обращения Хаусдорфа). (Использовать непрерывный гомоморфизм ф: L > 8, 
такой, что ф (И) =u, ф (И) =, и заметить, что он является также и гомо- 
морфизмом относительно закона композиции Хаусдорфа.) 

д) Пусть С — полная нильпотентная группа без кручения (т. е. Р-пол- 


ная и без Р-кручения). Если иеЕС и {<= 0, то u! определено ($ 4, упраж- 


‚нение 16). Если u=G, ve G, то определим u + vu [u, 9] формулами из 


пункта г). Показать, что в этом случае С оказывается наделенной структу-. 
рой нильпотентной Q-anze6po Ли и что закон композиции Хаусдорфа на 
этой алгебре является законом композиции исходной группы С (проверить 


эти утверждения в случае, когда С — группа Fy (см. 6)) и перейти к общему 


случаю, используя гомоморфизмы Fp в С). 


Пусть f— отображение G в полную нильпотентную группу без круче- 
ния С”. Показать, что } — гомоморфизм групп тогда и только тогда, когда 
он является гомоморфизмом алгебр -Ли. (Закон композиции Хаусдорфа` 
индуцирует, таким образом, изоморфизм „категории“ нильпотентных Q-arre6p 
Ли на „категорию“ полных нильпотентных групп без кручения.) 

5) Пусть 9 — нильпотентная .О-алгебра. Ли, которая наделена групповым 
законом композиции Хаусдорфа, обозначаемым через (X, у) > x.y. 
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а) Показать, что если х = g, y =f, то 
Ху x a ae (ad x)" (и). 
| J n! 


(Использовать упражнение 2.) 

6) Пусть D — подмножество в 9. Показать, что D — подалгебра Ли: 
(соотв. идеал) алгебры 9 тогда и только тогда, когда оно является изоли- 
рованной подгруппой (соотв. изолированной нормальной подгруппой) группы @.. 
(Использовать формулы упражнения 4г) для перехода от композиции: 
в группе к композиции в алгебре Ли.) | 

в) Допустим, что D — подгруппа группы 9. Показать, что ее Р-радикал 

равен 9}. | 
| г) Пусть D — подалгебра Ли алгебры 8. Показать, что централизатор. 
(соотв. нормализатор) D в группе Я является множеством X EA, таких, что. 
(ad x) (5) =0 (соотв. (ad x) (5) = 5). | 

д) Показать, что нижний центральный ряд алгебры Ли 9 совпадает. 
с нижним центральным рядом группы 9 и что ассоциированная градуиро- 
ванная алгебра Ли gr (49) —одна и та же „с точки зрения группы“ и „с точки 
зрения алгебры Ли“. 


4 6) Пусть G — конечно порожденная нильпотентная группа без круче- 
ния. Показать, что если NM достаточно велико, то группу С можно вложить. 
в нижнюю строго треугольную группу порядка n над Z. (Пусть (i, С). 
является Р-пополнением С (см. $ 5, упражнение 6); наделенная канониче- 
ским образом структурой алгебры Ли (упражнение 4), С является конечно- 
мерной нильпотентной алгеброй Ли над полем Q. Применить к С теорему: 
Адо (гл. 1, $7) и вывести из нее возможность вложения @ в строго тре- 
угольную группу над О. Перейти от Q к Z сопряжением подходящей цело-. 
численной матрицей.) 


$7 
1) Пусть 9 — полная нормированная алгебра Ли над К, такая, что. 
Is У < м для любых x, y из 9. Обозначим через O множество xeg, 


таких, что IX < 5 log. Если x, у принадлежат ©, то A(x, у), см. n° 2. 


а) Положим f(T) = (1 —е Т)/Т и g(T)=1/f (Т). Ряд { сходится на 
всей комплексной плоскости, а ряд &— в открытом круге радиуса 2%. 
(см. Геор. функц. действ. пер., гл. УТ $ 2, n°3). Вывести отсюда, что если 
2 = 6, то | (а4 2) и g(adz) определены и что это взаимно обратные эле-. 
менты из Z (6; 9). 

6) Пусть D, (h(x, y)) — вторая частная производная функции A в точке. 
(x, у) области 9 Ж O (Mn. Ce. рез., 1.6.2). Она является элементом sf (gi В) 


Показать, что 
D; (В (x, y)) = в (аа h(x, у))° [(а4 y). 


(Использовать упражнение Зд) из $ 6 для доказательства этой формулы. 
в случае когда x, у достаточно близки к нулю, и перейти к общему случаю, 
используя аналитическое продолжение.) 

Показать, что формула 


| (ad A (x, y))° Doh (x, y) =] (ad y) 


верна в любой точке абсолютной сходимости формального ряда H (см. npex- 
ложение 1).? 


8 NH, Бурбаки 
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Предположим, что характеристика р поля вычетов К не равна нулю. - 
Обозначим через 0, кольцо нормирования v поля К. 

1) а) Элемент m из К называется допустимым, если о(л)=0 и 
n°—l/p= — 1 (mod 0 „). (Заметить, что л?- Пре Oy, так как U (x) = 0.) 

Показать, что существует поле К, удовлетворяющее условиям этого 
параграфа и содержащее допустимый элемент (присоединить к Q, корень 
(р—1)-й степени из —р).' 

6) Пусть л — допустимый элемент поля К. Рассмотрим следующие фор- 
мальные ряды с коэффициентами из К: 


co 


en (И) = Le (nU) = à. пи, 


n=! 


Iq (U) = Li (00) = Ÿ ("= 0" /n 
n=! 
Показать, что эти ряды взаимно обратны и что их коэффициенты принад- 
лежат 0, (использовать лемму 2). 
в) Пусть {U, И} — двуэлементное множество и Н (0, У) — ряд Xayc- 
дорфа. Положим | 


Hy, (U, V) =< И (a, лу). 


‘Torna Нк (И, У) = Le ({U, V}). 


Показать, что 


Нк (0, У) = 1; (ex (U) + ex (У) + лек (U) ex (Т)). 


Вывести отсюда, что HL, ({U, У}, т. е. что коэффициенты Hy принад- 
лежат DV; получить отсюда еще одно доказательство предложения 1. 


г) Обозначим через ед, In и Hy ряды, получающиеся из ед, щи Ay 
редукцией по модулю ло„,; их коэффициенты принадлежат кольцу о „„/ло к. 


Показать, что I (U) — U— UP (заметить, что vp(n)<(n—1) 90, если 
n == 1, р). Вывести отсюда, что 


AU) = CUP РО ES. 
и что 
Яд (И, У) = ex (0) + ел (У) — (ex (0) + RN), 
откуда, кроме того, | 


Яд (И, V) =U+V—A, (> USE + 


n=0 n=Ù 


где A, определено формулой 


A, (И, V) =(U.+V)? — UP — УР, см. гл. I, $1, упражнение 19. 


в частности, Ay (U, У) принадлежит [О V}) и его однородная компо- 
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нента степени р равна — A,(U, И). Имеем 
Нл (0, У) =H (У, U), 
Az(U, Ax(V, №)) = Ar (Hx (И, У), №) в Er, ({U, У, W}), 


где W — некоторая третья переменная. 
д) Пусть С (И, V)—H(—U, H(—V, H(U, V))) (коммутатор Xayc- 
дорфа). Тогда exp (С (U, V)) =ехр (—U) exp (—V) exp (U) exp (У). Положим 


lH, V)= + C (au, лу). 


Показать, что коэффициенты Cy, (U, V) ‘принадлежат ло К (использовать то, 
что Нк (0, V) =Нц (У, U))'). 

2) Известно ($ 6, упражнение 3), что если nr >2, то компонента ряда 
Н (0, У) бистепени (п, |) равна mien (ad U)” (У), где by, есть n-e число Бер- 


нулли. Вывести отсюда и из предложения | неравенство 
Up (Би/п!) Sn/(p — 1). 


Получить этот результат также при помощи теоремы Клаузена—фон Штаудта 
(Теор. функц. действ. пер. гл. УТ, $2, упражнение 6) и показать, что 
равенство выполняется в том и только том случае, когда $ (п) =p — 1. 


3) Предположим, что К содержит примитивный корень р-й степени из 
единицы ©. Положим nt = м — |. Используя формулу 


vw —-I=nll+w+t... +!) 


показать, что U (wi — 1) =о(л) для I<i<p—1uuro 
i 
w'— 1 


= =i(mod л). 


p-l 
При помощи формулы р= | | (w' — 1) вывести отсюда, что л допустимо 
i=l 
(упражнение 1). 
q 4) Пусть с — целое число > 1 и P — множество простых чисел, содер- 
жащее все простые числа < с. Пусть Zp == 55 / ($ 4, упражнение 16). По- 


казать, что члены степени Sc ряда Хаусдорфа Н (0, V) принадлежат 
Lz, QU, V}). Вывести отсюда, что если 8 — нильпотентная ZL-anre6pa Ли 


класса < с, то закон композиции (и, 9) н->Н (и, v) превращает 9 в нильпо- 
тентную Р-полную группу без Р-кручения, класс нильпотентности которой 
не превосходит с. Показать, что, обратно, любая группа, обладающая этими 
свойствами, может быть получена таким способом. (Использовать формулу 
обращения Хаусдорфа (см. $ 6, упражнение 4) и доказать, что показатели 
а (т) и В (т), фигурирующие в ней, принадлежат Zp, когда | (т) < с.) 

В частности, любая р-группа порядка р” и класса < р получается при 
помощи умножения Хаусдорфа из нильпотентной Й-алгебры Ли класса < р, 
Е р" элементов. (Взять за Р множество простых чисел, отличных 
от р. 


1) Относительно деталей этого упражнения см. Lazard M., Bull. Soc. 
Math. France, 1. XCI (1963), р. 435—451. 


8* 
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Дополнение 


1) Пусть Oy, — многочлен деления круга Ha п частей (Alg., chap. У, $ 11, 
n° 2). Используя формулу 


X—1= | Фа (Х), 
d|n 
показать, что 
d (X)= T] x - 1)". 
din 


{Применить формулу обращения Мёбиуса к мультипликативной группе поля 
© (X).) 

2) Пусть D — расширенная алгебра моноида N*(Alg., chap. III, р. 27). 
Если пе М*, то через n® обозначим его образ в D, так что 1® =! и 
(nm)? = n°m° для любых n, m из N*!), Любой элемент f из D единствен- 


ным образом записывается в виде >: ann”, где 4, = K. 
nl 
co 
a) Пусть = >> a,n® — элемент из D. Показать, что f обратим в D тогда 
n=! 
и только тогда, когда коэффициент a, обратим в К. В частности, если 
К — локальное кольцо, то и Д локально. 


: CO OO $ 
6) Положим & == > ии > u (п) n®. Показать, что & и 1 взаимно 
n=l n=l 
обратны. Вывести отсюда, что если $ == >. $ (п) n u t= У t (п) n° — два 
; n п 

элемента из D, то соотношения S= Ct u {— US эквивалентны (вариант фор- 
мулы обращения Мёбиуса). 

в) Пусть Р — множество простых чисел. Показать, что семейство эле- 


ментов (1 — р®) при реР мультипликативно в D и что 


p= I] (1—p®) и f= Br 


1) Часто вместо © пишут — $; тогда элементы алгебры D называются 
формальными рядами Дирихле с коэффициентами в К. 


ГЛАВА II 


ГРУППЫ ЛИ 


На протяжении всей главы К означает либо нормированное 
поле В вещественных чисел, либо нормированное поле С кол- 
плексных чисел, либо ультраметрическое полное недискретное 
поле. Начиная с $ 4, мы предполагаем, что К имеет характери- 
стику 0, в $ 6 — что К =В или С, ав $ Т— что К есть ультра- 
метрическое поле. Если не утверждается противное, все pac- 
сматриваемые многообразия, алгебры и векторные пространства 
определены над К. Напомним, что когда говорится о многообра- 
зии класса С’, то ге Мк, т. е. r=o, если К = В, ulsrso, 
если K=R. 

Соглашения о нормах, нормируемых пространствах и норми- 
рованных пространствах — те же, что в Mn. Св. рез. 

Напомним, что нормируемой алгеброй над К называется (не 
обязательно ассоциативная) алгебра А над К, наделенная топо- 
логией J, обладающей следующими свойствами: 

1) Я может быть определена некоторой нормой; 

2) отображение (x, у) ->ху из АЖАв А непрерывно. 

Через Aut(A) обозначается группа бинепрерывных автомор- 
физмов алгебры А. Всякая алгебра конечной размерности над К 
является нормируемой алгеброй относительно канонической 
топологии. Нормированной алгеб рой над К называется алгебра А 
над К, наделенная такой нормой, что || ху | <|х у], каковы бы 
ни были x, y из А; алгебра. A, наделенная топологией, опреде- 
ляемой”“этой нормой, есть нормируемая алгебра. Если À — Hop- 
мируемая алгебра, на А существует норма, определяющая ее 
топологию и превращающая А в нормированную алгебру. 

Если С — группа, через ес, или просто e, обозначается еди- 
ничный элемент в С. Для ве С через y(g), Ô(g) и Int(g) обо- 
значаются отображения gr>gg, g’t>g’g-' и g’t>go’g! 
из G в G. Если [| — отображение из С в множество Е, через 
обозначается отображение в=>]}(5-!) из а в Е. 


$ 1. Группы Ли 


1. Определение группы Ли 


Пусть G — множество. Структура группы и структура анали- 
тического К-многообразия на С называются согласованными, 
если выполнено следующее условие: 


(GL) отображение (2, В) => ей ' из @ЖС в С аналитично. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Группой Ли над К называется множество G, 
наделенное структурой группы и структурой аналитического 
К-многообразия, причем эти структуры согласованы. 


Группа Ли над В (соотв. С, Q,) называется вещественной 
(соотв. комплексной, р- `адической) группой Ли. 

Пусть группа С наделена структурой аналитического MHOTO- 
образия. Для элементов в, A, Zo, hy из С справедлива формула 


2 = eres eer 
eh" = (войо ') ho ((go'g) (as A) hi. (1) 
Отсюда следует, что G есть группа Ли тогда и только тогда, 
когда выполнены следующие три условия: 
(GL,) для всякого g @G отображение в=> ов из G BG 
аналитично; 
(GL,) для всякого g € G отображение &-> LES из GBG 


аналитично B некоторой открытой ЕЯ элемента E, 


(GL;) отображение (2, h)> gh us GXG в G аналитично 
в некоторой открытой окрестности элемента (e, е). 

Пусть G— группа Ли. Для всякого g = G отображения \ (2) 
и 6(g) суть автоморфизмы многообразия С. Отсюда следует, 
что это многообразие чистое (Мн. Св. рез., 5.1.7). В частности, раз- 
мерность многообразия С в & равна dimG для всякого в ЕС 
(напомним, что dimG есть целое число >20 или -+ oo). 

Поскольку всякое аналитическое отображение непрерывно, 
группа Ли является топологической группой относительно TONO- 
логии, лежащей ниже ее структуры многообразия. Пусть 
G — множество. Структура топологической группы и структура 
аналитического К-многообразия на С называются согласован- 
ными, если структура группы и структура многообразия согла- 
сованы, а топология в С есть топология, лежащая ниже струк- 
туры многообразия. 


JIEMMA 1. Пусть С — группа Ли, Ц — открытая окрестность 
‘элементае, Е — полное нормированное пространство, ф: U — Е — 
карта многообразия G. Существует такая окрестность W эле- 
мента e, содержащаяся в U, что gi W есть изоморфизм окрест- 
ности W (наделенной правой равномерной структурой) на ее 
образ @(W) (наделенный равномерной структурой, индуциро- 
ванной равномерной структурой пространства Е). 

Можно предположить, что pe) —0. Пусть U=g() и 
ap: -U’—U — отображение, обратное к $. Пусть V — открытая 
симметричная окрестность элемента €, такая, что V?CU,. и 
положим У’= (И). Определим отображения 6,, 6. из V’ XV’ 
в V’xX U’ следующим образом: 


9, (x, у) = (х, PC GE GNT ), 
0, (х, у) =(x, Ф(ф(у) '$())). 
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Легко проверить, что 6, (6, (x, y)) =6, (65 (x, y)) = (x, y) для x, y, 
достаточно близких к 0. С другой стороны, 6, и 05 аналитичны 
и, следовательно, строго дифференцируемы в (0, 0). Поэтому 
(Мн. Св. рез., 1.2.2) существуют окрестность №” точки 0 в V’ 
и константы а > 0, b > 0, такие, что | 


а (Ix; — + ИФ CG) D (ys) — (ФФ) < 
«И — ll +191 — < 


<b (Ix, — xo] + IP Gb (x) By) I) — Cp (ce) b (2) D), 


каковы бы ни были xX), Xo, И, Yo из №’. Полагая x; = x = у», 
получаем 


ag ll Ob (x1) (их, — wl ope) oy) И. (2) 


Для Ô > 0 обозначим через N, множество таких пар (x, и) = 
= №’ Х №”, что | x — y||< à. Множества N, образуют фундамен- 
тальную систему окружений в №”. Положим W=W(W’). Пусть 
M, — множество пар (и, 9) Е ХУ, таких, что |ф (uo!) |6. 
Множества M, образуют фундаментальную систему окружений. 
в W относительно правой равномерной структуры. Поэтому 
соотношение (2) показывает, что 


№ < (фФЖФ) (M,-15); (p X @) (Mg) = Ns; 


следовательно, W обладает требуемым свойством. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ |. Группа Ли является метризуемой и полной 
топологической группой. 


Поскольку е обладает открытой окрестностью, гомеоморф- 
ной открытому шару некоторого нормированного пространства, 
он обладает счетной фундаментальной системой окрестностей, 
пересечение которых есть {е}. Следовательно, С метризуема 
{Общ. топ., 1969, гл. Ш, $ 1, следствие предложения 2, и Общ. 
Топ., гл. IX, $ 3, предложение 1). По лемме | существует 
окрестность элемента €, полная относительно правой равномер- 
ной структуры, и потому группа G полная (Общ. топ., 1969, 
гл. Ш, $ 3, предложение 4). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть G — группа Ли. 

(1) Если К =В или С, то G локально связна. 

(ii) Если К отлично от В и С, то С раздроблена (Общ. Ton., 
гл. [Х, $ 6 определение 5). 

(iii) Предположим, что К локально компактно. Группа G ло- 
кально компактна тогда и только тогда, когда G имеет конеч- 
ную размерность. | 
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(iv) Если С порождена подпространством, гопология которого 
допускает счетный базис, то топология группы С допускает 
счетный базис. 


Пусть О — некоторая окрестность элемента e. Существует 
открытая окрестность U, элемента €, содержащаяся в И и гомео- 
морфная открытому шару нормированного пространства E над К. 
Если К =В или С, то U, связна, что доказывает (i). Пред- 
положим, что поле К ультраметрическое. Существует окрест- 
ность U, элемента €, замкнутая в G и такая, что U,CU,. 
Далее, существует окрестность О. элементае, такая, что И. € (5, 
и такая, что U, открыга и замкнута в U,. Тогда U, замкнута 
в U, и, стало быть, в С и открыта в U,, а значит, в группе Ли 
С. Это доказывает утверждение (ii). Для локальной компакт- 
ности группы G необходимо и достаточно, чтобы Е было ло- 
кально компактно; если К локально компактно, это сводится 
к тому, чтобы Е имело конечную размерность (Топ. вект. 
простр., гл. [, $ 2, теорема 3), откуда следует (iii). Предположим, 
что G порождена подмножеством И, и положим W=VUV": 
получаем @ = 0 3] ...; если в У существует счетное 
всюду плотное множество, мы видим, что такое же множество 
существует и в С, и, поскольку G метризуема (предложение |), 
топология группы G допускает счетный базис. 


СледствиЕ. Если K=R или С, а G связна и конечномерна, 
то G локально связна, локально компактна и ее топология 
допускает счетный базис. 


JIEMMA 2. Пусть X — многообразие класса C7, е — некоторый 
элемент из À, U u V — его открытые окрестности и т — отобра- 
жение класса С’ из (ЖИ e X, удовлетворяющее следующим 
условиям: 

a) m(e, х) = т(х, e) =x для всякого x GU; 

6) VEU, mVXV)CU u m(m(x, y), га) =т(х, my, 2)), 
каковы бы ни были x, y, z 6 V | 

Тогда существуют открытая окрестность  элементаев У 
и автоморфизм 0 многообразия W, такие, что 60 (е) =е, 0 (0 (х)) = x 
u т(х, 0 (х)) = т (0 (x), x) =e для всякого x E W. 

Имеем me, у) =у для всех уе И, следовательно, по тес- 
реме о неявной функции существуют открытая окрестность W, 
элемента е в V и отображение 0, класса C’ из W, в У, такие, 
что 60, (e) =e, m(x, 8, (х)) =e для всех x = W,. Аналогично суще- 
ствуют открытая окрестность W, элемента е в V и отображе- 
ние 0, класса С” из №. в И, такие, что 0. (е) =e, т (6. (х), x) =e 
для всех Xe W,. Для хеЕМ ПИ. 


9 (x) = m (By (х), е) = т (65 (х), m(x, 0, (x) = 
= т (т (9, (х), x), 0, (х)) = т(е, 6, (х)) == 6, (x). 
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Пусть B(x) — общее значение отображений 0, и 6, в точке 
хЕМ, NW. Пусть W — множество таких хеЕМПИ.,, что 
9 (х) Е Я NW: Множество W открыто. Для хе имеем 


6 (9 (х)) = т (т (x, 0 (х)), 0 (0 (х))) = т (х, т (6 (x), 0 (0 (х)))) = 
em ex 


стало быть, 0(х) Е. Мы видим, что 09| определяет авто- 
морфизм многообразия И. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть X — аналитическое многообразие и 
т — ассоциативный аналитический закон композиции на Х, допу- 
скающий единичный элемент. Множество G обратимых элементов 
из X открыто в X, и G есть группа Ли относительно закона 
композиции m|(G X G) и структуры многообразия, индуцирован- 
ной соответствующей структурой на X. 


Согласно лемме 2, С есть окрестность единичного элемента. 
Для всякого ge G отображение х--> m(g, X) есть автоморфизм 
многообразия Х. Стало быть, образ множества С при этом 
отображении есть некоторая окрестность элемента ©, очевидно, 
содержащаяся в С. Поэтому G открыта в À. Ясно, что усло- 
вия (GL,) и (GL;) выполнены. Условие (GL;) выполнено в силу 
леммы 2. 


Примеры групп Ли 


1) Пусть Е — нормируемое полное пространство над К. Ото- 
бражение (x, у) ->х—у из EXE BE линейно, непрерывно и, 
стало быть, аналитично. Поэтому пространство Е, наделенное 
своими структурами аддитивной группы и аналитического много- 
образия, есть группа Ли. 

В частности, К есть группа Ли. 

_2) Пусть А — ассоциативная нормируемая полная алгебра 
с единицей над К. Закон умножения (X, у)->ху из AXA 
в А билинеен, непрерывен и, следовательно, аналитичен. Предло- 
жение 3 показывает, что группа А” обратимых элементов алге- 
бры A открыта в А (это следует также из Top. gén., chap IX, 
$ 3, proposition 13) и что А” есть группа Ли. | 

Например, пусть Е — нормируемое полное пространство 
над К, и пусть А= (Е) (Общ. Ton., гл. IX, $ 3, предложе- 
ние 5). Тогда А” есть группа GL(E) автоморфизмов простран- 
ства Е. Tem самым группа GL (Е) канонически наделена структурой 
группы Ли над К. В частности, группа GL(n, К), наделенная 
структурой многообразия, индуцированной соответствующей 
структурой на M,(K), есть группа Ли. При n=1 мы видим, 
что мультипликативная группа К” есть группа Ли относительно 
структуры многообразия, индуцированной соответствующей 


структурой’ на К. 
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3) Пусть С — группа Ли над К. Пусть К’ есть В, или С, 
или ультраметрическое полное недискретное поле, ‘и пусть. 
о — изоморфизм нормированного поля К” на некоторое нормиро- 
ванное подполе поля К. Тогда группа С, наделенная структу- 
рой К’ многообразия, полученной сужением поля скаляров, 
есть группа Ли над К”, про которую говорят, что она полу- 
чается из группы Ли С сужением поля скаляров (поля К до 
поля К’ с помощью 6). Например, всякая комплексная группа Ли 
канонически наделяется структурой вещественной группы Ли. 
Еще один пример: со всякой комплексной группой Ли связы- 
вается комплексная группа Ли, называемая сопряженной к G; 
она получается из G при помощи автоморфизма 2+>Z поля С. 


2. Морфизмы групп Ли 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть @ и H— группы Ли. Морфизмом 
групп Ли из G в H (или просто морфизмом из G в Н, если это 
не приводит к недоразумению) называется отображение из G 6 H, 


являющееся гомоморфизмом групп и аналитическим отображе-_ 


‚нием. Группа BSTEMODEUENOS группы Ли G обозначается через 
Aut (G). 


Тождественное отображение группы С есть морфизм. Ком- 
позиция двух морфизмов является морфизмом. Если |: G>H 
uf: H—G суть два взаимно обратных морфизма, TO fu [г 
суть изоморфизмы групп Ли. 


Примеры. 1) Пусть С — группа Ли. Для всякого x = G ото- 
бражение Int(x) есть автоморфизм группы Ли G. 
2) Пусть С — группа Ли. Через GY обозначается группа, 
противоположная группе С, которая наделяется той же струк- 
турой многообразия, что и G. Видно, что GY есть группа Ли 
(называемая группой Ли, противоположной группе G) и что ото- 
бражение g +> g—' есть изоморфизм группы Ли С на группу Ли СУ. 

3) Пусть G— группа Ли, Е — нормируемое полное простран- 
ство. Линейным аналитическим представлением группы GB Е 
(или просто линейным представлением группы С в E, если это 
не приводит к недоразумению) называется морфизм группы 
Ли G в группу Ли GL(E), другими словами, такое аналити- 
ческое отображение x из С в GL(E), что n (gg’) = x (g) x (=) 
для g, g us G. Предположим, что Е допускает конечный базис 
lé 6, :::,.6,) Над.К; ‘пусть Ge Br „)— дуальный базис 
и р — гомоморфизм группы G в группу @Ё (Е); тогда следующие 
условия эквивалентны: 

(i) о есть линейное аналитическое представление; 

(ii) каковы бы ни были x Eu x’ GE’, функция © => (0 (5) x, x’) 
на С является аналитической; 
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(iii) каковы бы ни были Ги j, функция & => (p (в)е,, e;) на G 
является аналитической. | 

В самом деле, импликации (i) => (ii) > (iii) очевидны. С другой 
стороны, функции и-> (ue,, ei) образуют систему координат 
на & (Е); стало быть, их ограничения Ha GL (E) образуют систему 
координат Ha СЁ (Е), откуда следует импликация (iii) = (1. 


Пусть @ — вещественная группа Ли, Е — нормируемое полное веще- 
ственное пространство, р — гомоморфизм группы G в группу GL (Е). 
Мы увидим в $ 8, теорема |, что если 9 непрерывно (коль скоро 
GL(E) наделена топологией, определяемой нормой пространства Z (Ё), 
то отображение р аналитично. Необходимо, однако, принять во вни- 
мание, что это определение непрерывности отлично от рассматривае- 
мого в Интегр., гл. УШ, $ 2, определение 1 (11) (упражнение 1). 


4) Пусть С — вещественная группа Ли, Е — нормируемое 
полное комплексное пространство. Линейное аналитическое пред- 
ставление группы G в Е есть морфизм группы С в веществен- 
ную группу Ли, лежащую ниже комплексной группы Ли GL (2). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть G u H — группы Ли, | — гомоморфизм 
группы G в группу Н. Для аналитичности гомоморфизма f не- 
обходимо и достаточно, чтобы существовало такое открытое 
непустое подмножество U в G, что ограничение f |U аналитично. 


Сформулированное условие, очевидно, необходимо. Будем 
считать его выполненным. Для всякого X) = С имеем f (xox) = 
=f (хо) (x), каков бы ни был хеИ; стало быть, ограничение 
{| хо аналитично. Но множества вида хо при хо = С образуют 
открытое покрытие пространства G. 


Замечание. Если f — иммерсия в точке е (соотв. субмерсия 
в г), то, очевидно, | является иммерсией (соотв. субмерсией). 


3. Подгруппы Ли 


Пусть С — группа Ли, Н — подгруппа в G, являющаяся 
в то же время подмногообразием в С. Тогда отображение 
(x, y)->xy=! us НЖН в С аналитично и, следовательно, ана- 
литично отображение (x, у) => ху ' из H XH BH. (Mn. Ce. рез., 
5.8.5). Таким образом, множество H, наделенное структурами 
группы и многообразия, индуцированными соответствующими 
структурами на С, есть группа Ли. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Пусть G — группа Ли. Говорят, что подмно- 
жество Н в С есть подгруппа Ли, если Н явля2тся подгруппой 
u подмногообразием в G. 


Открытая подгруппа в С является подгруппой Ли B G. 
В частности, если С — вещественная или комплексная группа 
Ли, ее компонента единицы есть подгруппа Ли. 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть @ — группа Ли, Н — подгруппа Ли в G. 

(1) Н замкнута в G. 

(ii) Каноническое вложение подгруппы Н в С есть морфизм 
групп Ли. 

(iii) Пусть Е — группа Ли и f — отображение us Г в С, 
такое, что [(L)CH. Для того чтобы f было морфизмом из L 
в Н, необходимо и достаточно, чтобы | было морфизмом us L 68 G. 

В силу Мн. Св. рез., 5.8.3, Н локально замкнута. Стало 
быть, Н замкнута (Общ. топ., 1969, гл. Ш, $ 2, предложение 4). 
Утверждение (11) очевидно. Утверждение (111) вытекает из Ми. Св. 
ges» 5.8.5. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть @ — группа Ли, Н — подгруппа в G. 
Для того чтобы Н была подгруппой Ли в G, необходимо u 
достаточно, чтобы существовали элемент ЙЕН и его открытая 
окрестность U в Ц, такие, что НПО есть подмногообразие в G. 


Условие, очевидно, необходимо. Предположим, что оно вы- 


полнено. Для всякого h’ = H сдвиг y (Ah) является автомор- 
физмом многообразия G и преобразует подмногообразие НПИ 
окрестности И в подмногообразие (A’h”'H)N(hh'U) окрест- 
ности h’h’'U. Поскольку В "Н=Н n h’hT'U есть открытая 
окрестность элемента A’ в G, мы видим, что всякий элемент 
из Н обладает такой открытой окрестностью И, что VA H 
является подмногообразием в С. Стало быть, Н есть подмного- 
образие в СО. Ч. Т. Д. 


Пусть С — группа Ли, À — подгруппа Ли в С. Если L — под- 
группа Ли в H, то Ё — подгруппа Ли в G в силу Mn. Ce. pes., 
5.8.6. Пусть М — такая подгруппа Ли BG, что MCH. Тогда 
М есть подгруппа Ли в Н, ибо ее каноническое вложение в MH, 
очевидно, является иммерсией. 

Пусть Е — замкнутое недискретное подполе в К. Назовем 
Е-подгруппой Ли в С подгруппу Ли А-группы Ли, лежащей 
ниже. К-группы Ли G. 


Замечание. Заменив слово „подмногообразие“ на „квазиподмного- 
образие“ в определении 3, мы получим определение Kea3zunodepynn Ли 
в G. (Для конечномерных групп G их квазиподгруппы Ли суть не что. 
иное, как подгруппы Ли.) Предположим, что К имеет характери- 
стику 0. Предложение 5 останется справедливым с тем же доказатель- 
ством, если заменить слово „подгруппа Ли“ на „квазиподгруппа Ли“ 
и „подмногообразие“ на „квазиподмногообразие“. 


4. Полупрямые произведения групп Ли 


Пусть J — конечное множество, ([;),_, — семейство групп Ли. 


Структуры группы и многообразия на [= | Ё; согласованы, 
ic] 
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и L тем самым наделяется структурой группы Ли. Говорят, 
что [, есть группа Ли, являющаяся произведением семейства 
групп Ли (L;),;—;. 

Пусть L и М — группы Ли, в — гомоморфизм из L в группу 
автоморфизмов группы М. Пусть $ — внешнее полупрямое 
произведение группы L на М относительно o (Alg., chap. I, р. 64, 
definition 2). 
| ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Если отображение (m, I) —>o(l)m us MXL 

в М аналитично, то группа $, наделенная структурой много- 
образия, являющейся произведением соответствующих структур 
на М u L, есть группа Ли. 

В самом деле, если [, [Г лежат в [, ат, т’— в M, то 


(m, Dm’, = тит = т (в (Ш) т’) И = 
= (m (o (И) m’'), W'), 
откуда следует предложение. 

Если условия предложения 7 выполнены, говорят, что группа 
Ли S есть (внешнее) полупрямое произведение группы Ли L на 
группу Ли М относительно о. 

Ясно, что каноническое вложение группы L (соотв. M) в $ 
есть изоморфизм группы Ли Ё (соотв. М) на некоторую пол- 
группу Ли в $, которую мы отождествляем с L (соотв. М). 
Каноническое отображение из $ на L есть морфизм групп Ли. 

Обратно, пусть G — группа Ли, а L, М — две подгруппы Ли, 
такие, что С является (алгебраическим) полупрямым произведе- 
нием группы L на группу М (Alg., chap. I, р. 65). Положим 
o(m=im для LE L итеМ. Тогда o удовлетворяет усло- 
вию предложения 7. Следовательно, можно образовать группу 
Ли S, которая представляет собой полупрямое произведение 
группы Ли Г на группу Ли М относительно о. Отображение 
I: (m, D ml из S на G аналитично и является изоморфизмом 
групп. Если j есть изоморфизм групп Ли, говорят, что группа 
Ли С есть (внутреннее) полупрямое произведение подгруппы Ли L 
на подеруппу Ли М, и отождествляют S с G. Для всякого 
g=G напишем g=p(g)g(g), где p(g) = М и g(g) = Г. Группа 
Ли G является полупрямым произведением подгруппы Ли L на 
подгруппу Ли М тогда и только тогда, когда хотя бы одно 
из отображений р: G>M и 4: G—L аналитично, в этом 
случае аналитическим будет и второе отображение. Другим 
необходимым и достаточным условием является требование, 
чтобы 7,(G) было топологической прямой суммой пространств 
Г. (М) и T,(L) (ибо если это условие выполнено, отображение f 
этально в точке 65.) 


Пример. Пусть Е — нормируемое пространство, @ = GL(E), 
Т — группа переносов пространства Е, А — группа преобразова- 


.- 
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ний пространства E, порожденная группами G и Г. Группа А 
есть алгебраическое полупрямое произведение группы G на 
группу Т. (Если Е конечномерно, то А есть аффинная группа 
пространства E, см. Alg., chap, II, р. 131')). Пусть o — тожде- 
ственное линейное представление группы G в Еи $ — внешнее 
полупрямое произведение группы С на группу Е относительно о. 
Для всякого x = Е пусть f, — перенос в E, определенный элемен- 
том x. Отображение (x, и) =>, сои есть изоморфизм Ф группы $ 
на группу А. Отображение (x, и) => о (и) х=и(х) из EX ®(Е) 
в Е билинейно и непрерывно и, стало быть, аналитично; его 
ограничение Ha ЕЖС поэтому аналитично. Таким образом, 
группа $, наделенная структурой произведения многообра- 
зий Е u G, есть группа Ли. Перенесем эту структуру на A 
с помошью Ф. Тогда А становится группой Ли, являющейся 
внутренним полупрямым произведением подгруппы Ли С на 
подгруппу Ли Т. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Пусть G и H—epynnu Ли, р: G>H и 
5: Н->С такие морфизмы групп Ли, что рэ $ = Ан и М = Кегр. 
Тогда N есть подеруппа Ли в G, $ есть изоморфизм из H на 
некоторую подгруппу Ли в G и группа Ли С представляет собой 
внутреннее полупрямое произведение подгруппы Ли s(H) на 
nodepynny Ли N. 


Имеем T,(p)eT,(s)=idr, (m), следовательно р (соотв. $) есть 


субмерсия (соотв. иммерсия). В силу Мн. Св. рез., 5.10.5, 
N есть подгруппа Ли BG. С другой стороны, $ является гомео- 
морфизмом из Н на $(Н) и, стало быть, $ есть изоморфизм 
из Н на некоторую подгруппу Ли в С (Mn. Ce. рез., 5.8.3). 
Наконец, для всякого g@G имеем в == ($°ор) (5) -п с пЕМ; 
поскольку S°p аналитично, группа Ли С является полупрямым 
произведением подгруппы Ли $(Н) на подгруппу Ли N. 


5. Фактормногообразия по группе Ли 


Пусть @ — группа Ли, Х — многообразие класса С’ и 
(g, x) > вх — закон левого действия (Alg., chap. I, р. 49)?) 
класса С’ группы G на X. Для всякого g@G обозначим 
через T(g) автоморфизм х--> вх многообразия X, определенный 
элементом g. Для всякого x@X обозначим через о (х) орби- 
тальное отображение gt > gx из С в X, определенное элемен- 
том х. Имеем: 


Were, отр): 8) 


1) См. также Алг., прил. II, n° 4, стр. 313. — Прим. ред. 
2) В теруитологии Алг., гл. I, — внешний закон композиции с областью 
операторов G. — Прим. перев. 
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каковы бы ни были gEG и хеХ. Следовательно, 
Га (© (x)) = Те (о (gx)) © Tz (6 (g)), (4) 
Та (© (x) = Т, (т (g)) ° Te (© (x)) ® Та (у (ET). (5) 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Пусть хеХ и GEG. 

(i) Если p (x) есть иммерсия (соотв. субмерсия, субиммерсия) 
6 Lo, TO Оля всякого g=G отображение р (5х) ` есть им мерсия 
(соотв. субмерсия, субиммерсия). 

(ii) Если ранг отображения p (x) в 5% равен Е, то для всякого 
= С отображение p (gx) имеет постоянный ранг, равный k. 


Это сразу следует из формул (4) и (5), поскольку Т, (6 (5)), 
T, (т (g)), T,(v (g7')) суть изоморфизмы. 


Следствие. Пусть хе Х. Если характеристика поля К равна 0 
и X конечномерно, TO р(х) есть субиммерсия. Если к тому же 
о (x) инзективно, то р (х) есть иммерсия. 


Это следует из предложения 9 и Mn. Ce. рез., 5.10.6. 
Заметим, что если n означает отображение (5, х) => gx из 


GMA BX, толя, хех 4e T,(G),;vE=T,{(X) 
T(g, x) (п) (u, v) = Тс, x) (n) ши, ЕЕ T (g, x) (п) (0, v), 


Га, х) (n) (u, 0) = r (p (х)) и ЕТ, (t (g)) v. (6) 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 10. Пусть С — группа Ли, X — многообразие 
класса С’, и задан закон левого действия класса С’ группы G 
на Х. Предположим, что: 

а) группа С действует на Х собственно и свободно; 

6) для всякого хе X отображение p(x) ебть иммерсия (что 
вытекает из а), если К имеет характеристику 0 и Ä конечно- 
мерно. 

Гогда отношение эквивалентности в X, определенное действием . 
группы G, регулярно (Мн. Ce. рез., 5.9.5). На фактормножестве 
X/G существует одна и только одна структура многообразия, 
такая, что каноническое отображение п: À —> Х/С является сиуб- 
мерсией. Гопология, лежащая ниже этой структуры многообра- 
зия, есть фактортопология соответствующей топологии на Х, 
она отделима. Наконец, (X, G, X/G, п) есть левое главное рас- 
слоение |). 


Пусть 9 — отображение (5, х) => (x, gx) из GXXB XX X. 
Это отображение принадлежит классу С’. Покажем, что это 


') Главные расслоения, определенные в Ma. Ce. рез., 6.2.1, суть правые 
главные расслоения. Определение левых главных расслоений получается. 
очевидным образом. 
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иммерсия. Для u = T,(G) u veT,(X) имеем, согласно (6), 
T (g, x) (8) (u, о) = (о, Та (о (х)) и HT, (т (g)) 5). (7) 


Но Г, (6 (x)) инъективно по предположению 6), поэтому отображе- 
ние Гц», x) (0) инъективно. Его образ является прямой топологи- 
ческой суммой подпространства H,,,, образованного векто- 
рами (0, Г, (т (5))9) для veT,(X), и подпространства I, „= 
= {0} XT, (0 (x)) (7, (G)). В силу предположения 6) T, (op (x)) (T, (G)) 
допускает топологическое дополнение J, , в Г,„(Х). Следова- 


тельно, образ отображения Гц», x) (0) допускает топологическое 
дополнение {0} X J,,,. Тем самым мы полностью доказали, что 


9 есть иммерсия из GX X в À X À. 
Поскольку G действует на X свободно, 0 инъективно. Пусть 
С — график отношения эквивалентности R в X, определенного 


действием группы G. Поскольку G действует собственно, 0 есть 
гомеоморфизм из GXX на С (Общ. топ., 1969, гл. I, $ 10, 
предложение 2). В силу Mn. Ce. рез., 5.8.3, С — подмногообразие 
в ХХХ и 0 — изоморфизм многообразия GX X Ha многообра- 
sve С. Касательное пространство Т\х,„х) (С) отождествляется с 


T (g, x) (9) Te, x (GX A) = Hg, «Ole. x © EX Х). 


Пусть pr, и рг› — канонические проектирования произведения 
XXX на первый и второй сомножители соответственно. Ясно, 
что T(,,gx)(prı) отображает H,,, на T,(X) и что ядро отобра- 
жения Ty, их) (pty) [Т(х, ах) (С) есть [,,,. Таким образом, pr, |C 
есть субмерсия из С на X. В силу Mn. Св. рез., 5.9.5, R регу- 
лярно. Поэтому по определению на фактормножестве X/G суще- 
ствует одна, и только одна, структура многообразия, такая, 
что л является субмерсией. Нижележащая топология на X/G 
есть фактортопология топологии на X (Mn. Ce. рез., 5.9.4). Эта 
топология отделима (Общ. Ton., 1969, гл. III, $ 4, предложение 3). 

Для всякого b = X/G существуют открытая окрестность М 
точки b и такой морфизм о: М —>Х, что лоб =1А (Mn. Ce. 
рез., 5.9.1). Пусть ф— биекция (5, w)+>go(w) из GXW на 
an" (У). Она принадлежит классу С’. Получаем x (в (в (w)) = w 
u 07 (с (w), go (w)) = (5, 0 (w)); поэтому биекция, обратная к ф, 
принадлежит классу С’. Ясно, что œ(gg”, w) = gp(g”, w) для 
weW, g=G, 5’еС. Следовательно, (X, G, X/G, п) есть 
главное левое расслоение. Ч. Т. Д.. 


Замечание. Сохраним предыдущие предположения. Пусть, 
кроме того, Н — многообразие класса С’ и (x, В) ->т (х, h) — 
отображение класса С’из ХЖН в X, такое, что m(gx, h)= 
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— от (х, h) для xeX, geG, HEH. Пусть п — отображение 
‚из (X/G) X H в X/G, получающееся из т при факторизации. 
Покажем, что n принадлежит классу С’. Рассмотрим диаграмму 


NAT es 
rx] |" 
(X/G) X H "> X/G 


Она коммутативна, лот принадлежит классу C’ x nr X 1 яв- 
ляется сюръективной субмерсией; достаточно поэтому применить 
Mn. Ce. рез., 5.9.5. 


Пусть С — группа Ли, X— многообразие класса С’ и 
(2, x) > xg — закон правого действия группы G на X класса С”. 
Положим т (5) х =o(x)g=xg для 6 ЕС, x =X. Имеем на этот 
раз 


p(x) = р (ха) eye), ° р(х)=т(в) ор (x) ° à (8); (3’) 
поэтому 
Га (© (x)) = Те (© (xg)) © Та (у (ET), (4’) 
Та (© (x) = Т, (t(g)) ° Te (© (x)) ° Tz (à (g)). (5) 


С другой стороны, если \ означает отображение (5, x) => xg 
из GX X BX, формула (6) остается справедливой. Предложе- 
ние 9, его следствие и предложение 10 также остаются в силе 
(если только заменить в последнем „левое главное расслоение“ 
на „правое главное расслоение“). 


6. Однородные пространства и факторгруппы 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 11. Пусть X — группа Ли, С — подгруппа Ли 8 X. 

(i) На однородном фактормножестве X/G существует одна, 
и только одна, структура аналитического многообразия, такая, 
что каноническая проекция л из X на X/G есть субмерсия. Закон 
действия группы X na X/G аналитичен. Для всякого x = X ядро 
отображения T,(n) есть образ пространства T,(G) относительно 
Ге (у (x)). 

(ii) Если подгруппа С нормальна в X, то X/G является epyn- 
пой Ли относительно структур группы и многообразия, опреде- 
ленных в (i). Отображение x есть морфизм групп Ли. 


В силу Общ. топ., 1969, гл. Ш, § 4, n°1, пример |, 
группа С собственно и свободно действует в Х правыми сдви- 
гами. Поэтому первое утверждение в (1) следует из предложе- 
ния 10 n°5. Второе утверждение следует из замечания n°5. 
Поскольку л — субмерсия, ядро отображения T,(m) есть Kaca- 


тельное пространство вх к 
a! (x (x) = xG = y (x) 6; 
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следовательно, оно является образом пространства Т, (С) отно- 
сительно Г, (у (х)). _ 

Предположим, что С нормальна в À. Пусть т — отобра- 
жение (x, и) => ху-! из (X/G) X (X/G) в X/G. Тогда (то (x X n)) (xy) = 
=n(xy7!), каковы бы ни были x, у в X. Следовательно, 
то(лЖл) аналитично. Поскольку лХл— сюръективная HM- 
мерсия, m аналитично (Мн. Ce. pes., 5.9.5), откуда следует (ii). 


Однородное множество X/G, наделенное структурой много- 
образия, определенной в (i), называется (левым) однородным 
факторпространством Ли группы X по Ц. Аналогичным образом 
определяется (правое) однородное пространство Ли С \ Х. Когда 
подгруппа С нормальна, факторгруппа Ли X/G, определенная 
в (ii), называется факторгруппой Ли группы X по G. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 12. Пусть X — группа Ли, У — непустое ana- 
литическое многообразие, наделенное аналитическим законом 
левого действия группы X на У. Для всякого уе! пусть 
о (y) — орбитальное отображение, определенное элементом y, и 
X, стабилизатор элемента у в X. Следующие условия экви- 


валентны: 

(i) существует такой y = YŸ, что p(y) есть сюрзективная суб- 
мерсия; 

(Г) для всякого уе У `отображение p(y) есть сюрзективная 
субмерсия; 

(ii) существует y &Y, такой, что X, есть подгруппа Ли в Х, 
а каноническое отображение из XIX, 8:2 ECTS usonopbusm 
многообразий; 

(Г) для всякой точки УЕТ ее стабилизатор X, есть под- 
группа Ли в X, а каноническое отображение из хх, 5-4 Т. есть 
изоморфизм многообразий; 

(iii) отображение (x, у) => (у, ху) из ХЖУв УХУ есть сюр5- 
ективная субмерсия. 


Поскольку каноническое ое из X на X/X, является 
субмерсией, импликации (iii), (Г)<(!) очевидны. Имеем 
(i) (Г) согласно предложению 9 n° 5. Эквивалентность (i’) (iii) 
следует из формулы. (7) n° 5. 

В условиях предложения 12 говорят, что У есть (левое) 
однородное пространство Ли группы Х. Аналогичным образом 
определяется правое однородное пространство Ли группы X. 


Пример. Пусть С — группа Ли. Определим левое действие 
группы G X С на G, положив (8), 8.) х= g,xgy'. Пусть p — орби- 
тальное отображение, отвечающее элементу е. Тогда ограни- 
чения отображения Ty...) (0) на Tee (GX {e}) =T,(G) X {0} и 

на Te ({e} XK G) = {0} XT, (G) суть изоморфизмы этих пространств 
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на T,(G). Следовательно, T,,.),(P) сюръективно и КегТ(, „) (о) 
допускает в качестве топологического дополненияв ГЦ, г. (GX О), 
например, Т.(@)Ж {0}. Тем самым p есть субмерсия в (e, e). 
Поэтому G является левым однородным пространством Ли 
группы G X G. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 13. Пусть @ — группа Ли, Н — нормальная 
подгруппа Ли в С, X — многообразие класса С’ и (в, х) => вх — 
закон левого действия группы С на X класса С’. Предположим, 
что условия а) и 6) предложения 10 выполнены. 

(i) Закон левого действия (h, x) —>hx группы Н на X удо- 
влетворяет условиям а) и 6) предложения 10: (так что можно. 
рассматривать фактормногообразия X/G u X/H). 

(ii) Закон левого действия группы G на X определяет при 
переходе к факторам закон левого действия группы G/H на Х/Н 
_ класса С’; этот закон удовлетворяет условиям а) и 6) предло- 
жения 10 (так что можно рассматривать фактормногообразие 
(X/H)/(G/H)). | 

(iii) Каноническое отображение us X na X/H определяет при 
переходе к факторам биекцию из X/G на (X/H)/(G/H). Эта биек- 
ция есть изоморфизм многообразий класса С". 


Ясно, что группа Н действует на Х свободно, она дей- 
ствует собственно в силу Общ. Ton., 1969, гл. III, § 4, n° 1, 
пример 1. Орбитальные отображения из Н в X суть иммерсии, 
поскольку каноническое вложение группы Н в С есть иммерсия. 
Это доказывает (1). 

Закон действия группы G Ha X определяет, очевидно, при 
переходе к факторам закон левого действия группы G/H на X/H. 
Этот закон принадлежит классу С’ в силу Mn. Ce. рез., 5.9.6. 
Пусть geGuxeX таковы, что (Hg) (Hx) = Ax; тогда H (gx) = 
= Hx и, стало быть, gx = Нхи ве A; это доказывает, что G/H 
действует на Х/Н свободно. Отображение 0: (5, x) (x, gx) 
из ОЖХ в XXX замкнуто; с другой стороны, 0 (НХ Нх) = 
= Hx X Н (gx); отсюда сразу вытекает, что отображение 

(Hg, Hx) (Hx, H (gx)) 
из (G/H) X (X/H) в (X/H) X (X/H) замкнуто; поскольку к тому 
же С/Н действует на Х/Н свободно, теорема Ic) из Общ. Ton., 
1969., гл. I, $ 10, n° 2, показывает, что G/H действует на Х/Н 
собственно. 

Пусть л — каноническое отображение из Х на Х/Н, в — ка- 
ноническое отображение из С на G/H, хеЕХ и у=л(х): 

0 (x) 


а ——> X 


Е 
G/H — ХИН. 


р (y) 
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Тогда nop(x)=p(y)>o; поэтому 
Гх (п) ° Ге (9 (x) = То (© (y)) ° Те пе 


Пусть элемент иеТ,(С/Н) таков, что Т, (р (и)) и =0. Суще- 
ствует такой элемент vET,(G), что и=Т, (0) ч. Тогда 
(Т, (м)) (T, (© (х)) v) =0, стало быть, вектор ТГ, (0 (х)) о касателен 
к Hx (Мн. Ce. рез., 5.10.5), и потому он имеет вид T, (о (x)| H)v” 
при некотором v’ ET,(H). Поскольку Т. (0 (х)) инъективно, OT- 
сюда следует, что v=v’, а потому vET,(H) и, стало быть, 
и =0. Таким образом, Т. (0 (y)) инъективно. Образ отображения 
Т. (о (и)) равен образу отображения Т, (л)о ТГ. (6 (х)); но образ 
отображения Т.(0(х)) допускает топологическое дополнение 
в Г, (Х) и содержит ядро отображения T, (a). Мы видим, таким 
образом, что p(y) есть иммерсия, что завершает доказатель- 
ство утверждения (ii). 

Утверждение (iii) вытекает из сказанного выше и из Mn. 
Св. рез., 5.9.7. | 


СледствиЕ. Пусть G — группа Ли, Н и L— нормальные nod- 
группы Ли в G, причем LCH. Тогда H/L есть нормальная 
подгруппа Ли в G/L и каноническая биекция из G/H на (G/L)/(H/L) 
` есть изоморфизм. групп Ли. 


7. Орбиты 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 14. Пусть G — группа Ли, X — аналитическое 
многообразие и (5, х) -> вх — закон левого аналитического дей- 
ствия группы С на X. Пусть xE À. Предположим, что отве- 
чающее ему орбитальное отображение р(х) субиммерсивно (это 
всегда так, если характеристика поля К равна 0 и Х конечно- 
мерно (следствие предложения 9)). Пусть G, — стабилизатор эле- 
мента X в G. 

(i) G, есть подгруппа Ли и T,(G,) = Ker Г. (о (х)). 

(ii) Каноническое отображение i, однородного пространства 
G/G, в X есть иммерсия с образом Gx. 

(iii) Если к тому же орбита Gx локально замкнута и топо- 
логия группы С допускает счетный базис, то GX есть пэдмного- 
образие в X, i, есть изоморфизм многообразия G/G, на много- 
образие Gx и T, (Gx) = Ш Те (0 (x)). 


Прообраз элемента X относительно p (x) есть G,. Поскольку 
о (x) — субиммерсия, С, — подмногообразие, и для всякого 
g=G касательное пространство J к подмногообразию gb, = 
= p{X) ' (gx) в g есть KerT, (© (x)) (Мн. Ce. рез., 5.10.5), откуда 
следует (i). Пусть л: fi GIG: — каноническое отображение. 
Тогда {;°л==0(х). Поскольку С/С, есть фактормногообразие 
многообразия С, это равенство доказывает аналитичность ото- 
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бражения, #,. Более того, ядра отображений Т в (© (х)) и T, (п) 
оба равны J. Стало быть, Tr (y) (ix) инъективно. Образ отобра- 
жения Гл (g) (ix) равен образу отображения T, (© (х)) и, следова- 
тельно, допускает топологическое дополнение. Это доказывает (ii). 

Предположим, что GX локально замкнуто. Всякая точка. 
из Gx обладает тогда окрестностью в GX, гомеоморфной замкну- 
тому подпространству некоторого полного метрического про- 
странства, которое является, следовательно, пространством 
Бэра. Стало быть, Gx ecTh бэровское пространство (Общ. Ton., гл. 
IX, $ 5, предложение 4). Если G имеет счетный базис, i, есть, 
следовательно, гомеоморфизм из G/G, Ha Gx (Общ, топ., гл. 
IX, $ 5). Тогда в силу (ii) и Mn. Ce. рез., 5.8.3, i, является 


изоморфизмом многообразия С/С, на многообразие Gx и 
Tl; (Gx) == 1m а (е) (i,) Im I; (о (x)). 


Замечание. Пусть G — конечномерная группа Ли, Х — многообразие 
класса С’ и (5, x)H> вх — закон левого действия группы G Ha À 
класса С’. Тогда предложение 14 остается справедливым. Единствен- 
ное место, требующее иного доказательства, —это тот факт, что @х 
есть подгруппа Ли. Но если г = ®, то К = В; поскольку замкнутость. 
подгруппы Сх очевидна, Gy есть подгруппа Ли в силу теоремы 2 $ 8. 


СлЕДСТВИЕ. Пусть G — группа Ли, топология которой допу- 
скает счетный базис, X — непустое конечномерное аналитическое. 
многообразие, наделенное законом ‘левого аналитического дей- 
ствия группы G на X. Предположим, что Ц действует na X 
транзитивно и К имеет характеристику 0. Тогда Х есть одно-- 
родное пространство Ли группы G. - 


Пусть хеЕХ. Орбита точки x совпадает с X и потому 
замкнута; можно, следовательно, применить предложение 14 (iii). 


8. Векторные расслоения с операторами 


Пусть С@-— группа Ли, Х — многообразие класса С’ и 
(с, х) => gx — закон левого действия группы С на X класса С”. 
Пусть E — векторное расслоение класса С” с базой Х ил: Е>Х 
его проекция на X. Для всякого x = À пусть Е, — слой рас- 
слоения Е в x. Пусть (5, и) -> ви — закон левого действия. 
группы С на Е, такой, что m перестановочна с действиями. 
группы С Ha X и Е. Для любого gEG и любого x= À orpa- 
ничение на Е, отображения ин--> gu есть биекция p,,, из Е, 


на E,,. Мы предположим, что для всех ЕС и всех хе XX 


отображение W,, x линейно и непрерывно и, стало быть, является: 
изоморфизмом нормируемого пространства Е, на нормируемое 
пространство Ех. 
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‚Пусть ф — автоморфизм (g, х) => (5, gx) многообразия GX X. 
Пусть p— каноническое проектирование произведения GX X 
на X и Е’ — обратный образ расслоения Е относительно р. 
Пусть 4$: Е’—> Е’— отображение, определяемое совокупностью 
‚отображений “ре, x: Ра, x) — Еца, gx). 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Если \ есть ф-морфизм векторных расслоений 
‘класса С', говорят, что Е есть векторное С-расслоение класса С".. 


Другими словами, E есть векторное С-расслоение класса С”, 
если для любой пары (50, хо) = @ Ж X выполняется следующее 
условие: существует открытая окрестность О элемента (Qo, хо) 
в GX À, такая, что если отождествить E’|U (соотв. Е” |ф(И)) 
< тривиальным векторным расслоением со слоем М (соотв. N) 
с помощью некоторой векторной карты, то отображение 
(2, x) фи, х из U в Z(M, М) принадлежит классу С”. 

Отображение %, очевидно, биективно, и из сформулирован- 
ного выше локального критерия следует, что wp! является 
4p—'-MCp@H3MOM векторных расслоений, так что VŸ есть Q-U30- 
морфизм векторных расслоений. 

Тривиальным векторным G-paccroenuem с базой X называется 
векторное расслоение X X Е (где F — полное нормируемое про- 
-CTPAHCTBO), наделенное законом действия (g, (x, [)) => (gx, f) 
группы G Ha À XF. 

Возвратимся к предположениям и обозначениям, предше- 
-CTBOBABIIHM определению 4, и пусть, кроме того, т — векторный 
функтор класса С’ для изоморфизмов (Мн. Ce. рез., 7.6.6). 
“Тогда TE есть векторное расслоение с базой X. Для всякого 
xeX его слой (TE), совпадает с T(E,). Каковы бы ни были 
нормируемые пространства N,, Ny, обозначим через Isom(N,, М.) 
‘множество изоморфизмов из N, на No. Если gEG, то 


т (фа, x) = Isom ((TE),, (TE)g.). 
Совокупность отображений т(4ф,, ‚) определяет закон левого 
действия (5, и) => ви группы С Ha TE, и каноническая проекция 


расслоения TE Ha X перестановочна с действиями группы G 
на Хи на TE. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 15. Если Е — векторное С-расслоение класса С', 
то TE есть векторное G-paccnoenue класса С". 


Пусть 5%, хо, U, М, М-— те же, что в тексте, следующем 
за определением 4. Тогда отображение (5, х) > Tt (pg, ,) из U 
в £(tM, tN) является композицией отображения (5, X) => py, х 
из U в %(М, М) и отображения ft>t(f) us Isom(M, М) 
в Isom(tM, tN); эти два отображения принадлежат классу С”, 
их композиция, следовательно, тоже принадлежит классу С", 
откуда следует 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 16. Пусть С — группа Ли, X — многообразие 
класса C’(r>2) u (6, х) => gx — закон левого действия группы G 
на X класса С’. Этот закон опэеделяет посредством переноса 
структуры закон 'левого действия G на TX, относительно ко- 


Fos 
торого TX есть векторное G-paccnoenue класса С 


Пусть pr, (соотв. pr,) — каноническая проекция из GX À 
на С (соотв. X), и пусть Е, (соотв. Es) — обратный образ pac- 
слоения TG (соотв. TX) относительно pr, (соотв. pro). Тогда век- 
торное расслоение T (GX X) есть прямая сумма расслоений E, 
и Es. Пусть i: EE>T(GXX) ид: T(GX X) > Е. — канонические: 
морфизмы векторных расслоений, определенные этим разложе- 


нием в прямую сумму, и ф— отображение (5, х)--> (8, gx) из. 


GX XBGXX. Тогда отображение, которое обозначалось в опре- 


делении 4 через 1 (при этом надо положить Е = TX), есть не что: 
иное, как ge T(pei. Ho Т(Ф) есть ф-морфизм векторных рас- 


слоений класса С” " (Мн. Ce. рез., 8.1.2). 


Следствие. Если т — векторный функтор класса С’ для u80- 


морфизмов, то t(TX) есть векторное С-расслоение класса C' 
Это вытекает из предложений 15 и 16. 


Замечание 1. Если т — векторный функтор класса С” в Koneu- 


ной размерности для изоморфизмов и Е имеет конечный ранг, 
то TE определяется тем же образом и остается справедливым 


предложение 15; следствие предложения 16 остается справедли- 


вым, коль скоро Х имеет конечную размерность. 


Примеры. Примем вновь предположения и обозначения пред- 
ложения 16, и пусть Е — нормируемое полное пространство. Тогда 


$ ((ТХ)?; Е) есть векторное С-расслоение класса C' , то же 


самое верно для Alt?(TX; F), если К имеет характеристику 0 


или если Х а ol Mn. Св. pes., 7.7, 7.8). Если X 


конечномерно, то GTX) & (TX) есть векторное С-расслоение 


класса C 


= 17. Пусть @ — группа Ли, X — ее левое одно- 
родное пространство Ли, x» — точка 8 X, С, — ее стабилизатор” 


в а, Eu Е’ — левые векторные С-расслоения класса С’ с базой X, 


Eo (соотв. Ед) — слой в точке хо расслоения Е (соотв. Е’), f — эле- 
мент из L (Eo, Eo), такой, что f (gu) == gf(u) для всех u = Eo u 
всех g = Go. Тогда существует один, и только один, морфизм из Е 


в Е’, перестановочный с действием группы G u продолжающий = 


Единственность этого морфизма очевидна. Докажем его су- 
ществование. Пусть 5, go’ =G и ие Е таковы, что ви = 5'и. 
Тогда в’ © Суи 5’—'ви = и и, стало быть, g’— gf (au) = f (u),: 
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т.е. gf (и) = g’f (u). Таким образом, мы определим отображение ф 
из Е в Е’, положив (gu) = gf (и). Ясно, что это отображение 
продолжает f и что оно перестановочно с действиями группы G. 
Покажем, что ф есть морфизм векторных расслоений класса С". 
Пусть x, = X. Существуют открытая окрестность У точки x, B Х 
и подмногообразие W в С, такие, что отображение gr > LX 
является изоморфизмом Ô класса С’ из № на У. Уменьшив V 
и №, можно предполагать, YTO: 

1) E|V (соотв. E’|V) отождествляется с тривиальным вектор- 
ным расслознием со слоем М (соотв. М’); 

2) если через p, (соотв. %;) обозначено отображение U+> gu 


из E, (соотв. Бу) в E,,, (соотв EY), то отображения gp, и 
gt, (соотв. &=>1, и 8%) »WB Z(E,„M)u»Z2(M, E,) 
(coors. Ф (E>, М’) и IM, Ео)) принадлежат классу С". 

Для x = V обозначим через ф,: М-> М” ограничение отобра- 
жения ф на Е = М. Тогда Oy получается композицией следующих 
отображений: | 

1) отображения PR из M BE, 

2) отображения f из Ep в EG; 

3) отображения 4-1, из Бу в M”. 

Мы видим, таким образом, что отображение х->ф, из V 
в (М, М’) принадлежит классу С”. 


CNEACTBHE 1. Пусть Er — множество элементов из Eo, инва- 


‘риантных относительно Go. Для произвольного ие Ey пусть 
0, — отображение из X в Е, определенное равенством ©, (5х) = gu 
для всякого gE. 

(i) (-инвариантные сечения’) расслоения Е принадлежат 
классу С". 

(ii) ин> о, есть биекция из ES’ na множество С-инвариантных 
‚сечений расслоения Е. 


Утверждение (1) очевидно. Для доказательства утвержде- 
ния (i) достаточно проверить, что любое сечение ©, принадлежит 
классу С’. Пусть E’ — тривиальное векторное С-расслоение с 6a- 
зой X и слоем Eo’. Пусть | — каноническая инъекция слоя Ee” 
в Ey. В силу предложения 17 существует морфизм ф из E’ BE, 
перестановочный с действием С и продолжающий [. Если и = Ey 
и ЕС, TO 


Oy (8X0) = gu = gf (и) = 9 (gu) =Ф\((и, вхо) 


1) Мы называем здесь сечением расслоения Е отображение © (не обяза- 
тельно класса С’) из X в Ё, такое, что р.о д == Id x. где р обозначает проекти- 


рование из E на À. 
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и, следовательно, 0, (x) =ф ((и, x)) для всякого x © X, что дока- 
зывает наше утверждение. 

* Например, пусть G — вещественная конечномерная группа Ли, 

С, — компактная подгруппа Ли в С и X — однородное пространство. 

С/Со. Обозначим через хо канонический образ элемента е в X. Суще- 

ствует билинейная симметрическая положительная невырожденная 

форма на Tx,(X), инвариантная относительно Gy (Интегр., гл. VII, 

$ 3, предложение 1). Применив вышеизложенное к (ТХ)* © (ТХ)*, мы 

видим, что на Х существует аналитическая риманова метрика, инва- 
риантная относительно С. „ 


СЛЕДСТВИЕ 2. Предположим, что Go тривиально действует на 
Ео. Пусть Е — тривиальное G-paccaoenue с базой X и слоем Ep. 
Существует один, и только один, изоморфизм из Е на Е’, nepe- 
становочный с действием группы G и продолжающий Idz,. 


Это сразу следует из предложения 17. 


Злмечание 2. В этом пункте можно всюду заменить левые 
законы действия на правые. 


9. Локальное определение группы Ли 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 18. Пусть G — группа, U и У —два подмно- 
жества в G, содержащие е. Предположим, что U наделено струк- 
турой аналитического многообразия, удовлетворяющей следую- 
щим условиям: 

()V=V,V’CU,V открыто в U; 

(11) отображение (x, у) => ху ' из VX V в U аналитично; 

(iii) для всякого в ЕС существует открытая окрестность у’ 
элемента е в И, такая, что gV’ g-' CU и отображение х => gxg-! 
из V’ 6 И аналитично. 

Тогда на G существует одна, и только одна, структура ана- 
литического многообразия, обладающая следующими свойствами: 


a) G, наделенная этой структурой, есть группа Ли; 

В) У открыто в С; 

у) структуры многообразия на G и U индуцируют одну u 
ту же структуру на У. 


а) Пусть A, открытое подмножество в И, и Uo, элемент из И, 
таковы, что wÄCV. Тогда vA есть множество таких vEV, 
что vn, UE A, и потому оно открыто в И (следует принять BO 


внимание (ii) Кроме того, из (ii) следует, что отображения 
Ur 0,0 из À на UAH U+> UV, 0 из UA на А являются взаимно 
обратными аналитическими биекциями и потому аналитическими 
изоморфизмами. 

6) Выберем открытую окрестность W элемента е в V, такую, 


что W—W , W3CV и существует карта (W, ф, 2) на много- 
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образии U с областью определения W. Для всякого g < С обо- 
значим через ф, отображение й+->ф(5`' 1) из gW в Е. Покажем, 


что карты ф, на G аналитически согласованы. Пусть g,, go из С 
таковы, что Па. AO, так что gy'g, и g,'g, принадле- 
жат №?. В силу а) множество | g;'g,W открыто в W; поэтому 


9, (Па) =Ф(ИПаг а) 
есть открытое подмножество DB Е. Для dED получаем 
(Ф..°$:)) (9) = 9 (gy '8Ф`' (d)); 


в силу п. а) мы видим, что Фа, ® Pz аналитично. 


в) Согласно 6) на С существует такая структура аналити- 
ческого многообразия, что he с есть атлас Ha G. Для всякого 


5, = G отображение +> Hg (g = G) оставляет этот атлас инва- 
риантным и является, следовательно, автоморфизмом этой струк- 
туры многообразия на G. В частности, условие (GL;) выполнено. 

г) Пусть EV. В силу (ii) существует такая открытая 
окрестность A элемента е B W, что АСИ. Это показывает, 
что V открыто в G. Согласно а), отображение э--> оо из A 
на UA есть аналитический изоморфизм относительно структур 
А и UoA, индуцированных аналитической структурой на U. При- 
няв во внимание в), мы видим, что структуры многообразия на 
С и U индуцируют одну и ту же структуру на WA и, стало 
быть, наконец, на У. 

д) Приняв во внимание г), (ii) и (iii), мы видим, что условия 
(GL,) и (GL3) выполнены. Следовательно, С есть группа Ли. 

е) Если структура многообразия на С согласована со струк- 
турой группы на С и такова, что У есть открытое подмного- 
образие в G, TO (p,),=ç — атлас на С. Отсюда вытекает утвер- 


ждение единственности предложения. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 19. Пусть С — топологическая группа, H — 
группа Ли, | — гомоморфизм группы G в группу Н. Предположим, 
что существуют открытая окрестность U элемента ес в G, карта 
(У, ф, Е) на многообразии Н вен и замкнутое векторное под- 
пространство Е в Е, допускающее топологическое дополнение, 
такие, что [(И)<У и (gef)|U есть гомеоморфизм из U на 
o(V)NF. Тогда на G существует единственная структура много- 
образия, такая, что | есть иммерсия; эта структура является 
обратным образом относительно | структуры многообразия на Н. 
Относительно нее С есть группа Ли. 


Поскольку сдвиги в группе С (соотв. Н) суть гомеоморфизмы 
(соотв. аналитические изоморфизмы), | удовлетворяет условию 
(К) из Мн. Св. рез., 5.8.1. Первые два утверждения предло- 
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жения следуют тогда из Мн. Св. рез., там же. Рассмотрим 
коммутативную диаграмму 


GXG-—>G 


$ rx fl \i 
HXH—>H 


где m(x, y)=xy”! (соотв. п (ху) =xy-') для x, y из G (соотв. H). 
Тогда по (Г Xf) аналитично; значит, fom аналитично, а потому 
аналитично и т, так как | есть иммерсия. Таким образом, G 
есть группа Ли. 


Говорят, что структура группы Ли на С является обрат- 
ным образом структуры группы Ли Ha Н относительно J. 


СлеДсТвиЕ. Пусть G — топологическая группа, М — дискрет- 
ная нормальная подеруппл в G, л— каноническое отображение 
группы С на G/N. Предположим, что na G/N задана структура 
аналитического многообразия, согласованная со структурой топо- 
логической группы на G/N. Тогда на С существует одна, и только 
одна, структура многообразия, такая, что л есть иммерсия; эта 
структура является обратным образом относительно п структуры 
многообразия на G/N. Относительно этой структуры пл этально, 
@ — группа Ли и G/N — факторгруппл Ли групп» G no N. 


Замечание. Пусть Н — вещественная или комплексная связ- 
ная группа Ли, Н— ее универсальная накрывающая '), 


л — каноническое отображение из Н на Н. Говоря об Н как 
о группе Ли, мы всегда будем иметь в виду структуру, являю- 
щуюся обратным образом соответствующей структуры Ha Н 
относительно NT. 


10. Групускулы 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Групускулой Ли ?) над К называется система 
(G, e, 0, т), удовлетворяющая следующим условиям: 

(1) G — аналитическое многообразие nad К; 

(ii) е= С; | 

(iii) 0 — ачалятическое отображение из G в G; 

(iv) т — аналитическое отображение некоторого открытого 
подмножества ® многообразия GX G ва; 


1) См. Top. gén., chap. XI; в ожидании появления этой главы CM., напри- 
мер, Понтрягин Л. С., Непрерывные группы, 3-е издание, „Наука“, М., 1973, 
или Hochschild G., The structure of Lie groups, Holden-Day, 1965. 

2) В русской литературе принят термин „(аналитическая) локальная 
группа Ли“; cM., например, цитированную в предыдущем примечании книгу 
Л. С. Понтрягина, стр. 290—291. — Прим. перев. 


- 
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(У) для всякого gEG имеем (e,g)EQ,(g,e)EQ, mle, 5) = 
= m(g, е) = 5; 

(vi) для всякого gEG имеем ($5, 0 (5)) ЕО, (60 (5), g) HQ, 
т (5, 0 (g)) = т (0 (в), g) =e; 

(vii) если g, h, Е — такие элементы из G, что (5, В) ЕО, 
(h, к) = Q, (т (в, 1), Е) = 0, (в, т (в, k)) = ©, то т (т (в, h), Е) = 
FEIN (8, m ’ k)). 

Говорят, что е есть единичный элемент групускулы. Часто 
пишут gh вместо 1 (5, h) и (допуская вольность в обозначениях) 
g7! вместо 0 (5). 

Группа Ли С есть групускула Ли при очевидном выборе 
e, 8, m. 

Пусть С — групускула Ли. Имеем ee! —e, т. е. 


| plo e. (8) 
Для всякого g@G 


g=eg =((g 1)" в- в = (ge) (8-1 в) = (в—') 'e, 
Ш). (9) 


Подмножество в G, инвариантное относительно OBEREN 
gr g7!, называется симметричным. 

Многообразие С с отмеченной точкой €, наделенное отобра- 
жением g+> g-! и отображением (с, h):— hg, есть групускула 
„Ли С”, называемая противоположной к 

Групускула Ли С называется коммутативной, если для любой 
пары (5, й) ЕС XG, такой, что произведение gh определено, 
произведение Ag также определено и равно gh. 

Пусть С — групускула Ли. Множество пар (5, й) Е СХ С, 
для которых gh определено, есть окрестность точки (e, е). С дру- 
гой стороны, отображения (5, h)+> gh и g:> g—' непрерывны. 
Стало быть, (gh)k—g(hk) для всех с, h, Е, достаточно близ- 
ких ке. Таким же образом (Ah! g-!)\(gh)=h- ‘enh hee 
для g, h, достаточно близких к €, откуда, умножая справа Ha 
(gh) 7", получаем 

(gh) —=h а (10) 
°для ©, A, достаточно близких к е. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 20. Пусть С — групускула Ли и ве С. Cywe- 
ствуют открытая окрестность И элемента е и открытая окрест- 
ность У элемента g, обладающие следующими свойствами: 

a) ug определено для всякого ucU; 

6) ug”! определено для всякого 9Е\; 

в) отображения ин> ug, э-> vg! суть взаимно обратные 
аналитические изоморфизмы из U на V и из V na U. 
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Поскольку область определения произведения OTKPbITaBGXG, 
существуют открытая окрестность U элемента е и открытая 
окрестность У элемента g со свойствами a) и 6). Положим 
nu) =ug для u EU, 17 (9) = vg! для ЕТ. Уменьшив U u V, 
можно предполагать, что (и) =и и ver')g=v для u EU 
и ЕЙ. Тогда yn и 1’ инъективны. Снова уменьшив U, можно 
предположить, что H(U) < И. Тогда Y (У) DU, a 1 (0) есть про- 
образ окрестности И относительно 1’ и, следовательно, открытая 
окрестность элемента g в У. Замена окрестности V на n(U) 
приводит, наконец, к случаю, когда пи N’ суть взаимно обрат- 
ные и аналитические биекции. Ч.Т:Д. 


Пусть G;, С. — две групускулы Ли с единичными элемен- 
тами €, &. Говорят, что отображение | из G, в Ga является. 
морфизмом, если | удовлетворяет следующим условиям: 

(i) | аналитично; 

(ii) Fe) es; 

ti) если ©, h из С, таковы, что произведение gh определено, 
то произведение }(5)] (A) определено и равно ] (gh). 

Пусть g@G,. Поскольку 65_ определено и равно e;, 
I(g) F(g”!) определено и равно е›; следовательно, 


fd" =F(g) FEN) =)" Fg) Feo), 
He): = File"). (11) 


Композиция двух морфизмов есть морфизм. 

Если f: G;—G, и f’: Go—>G, суть’ взаимно обратные мор- 
физмы, то они являются изоморфизмами (вследствие как раз 
формулы (11)). 

Пусть G,, Ga — две групускулы Ли, f — отображение из G, 
в Go, удовлетворяющее приведенным выше условиям (ii) и (iii) 
и аналитическое в некоторой открытой окрестности элемента E;. 
С учетом предложения 20, как и в доказательстве предло- 
жения 4, показывается, что | есть морфизм. 

Пусть (С, е, 0, т) — групускула Ли, Q — область определения 
отображения m. Пусть À — подмногообразие в С, содержащее е 
и устойчивое относительно 0. Предположим, что множество Q, 
таких пар (x, у) © Ql) (H XA), что т (х, у) ЕН, открыто в НЖН. 
Тогда (Н, е, 0, | A, m| ®,) есть групускула Ли. Такая групускула 
Ли называется nodepynyckynoü Ли в С. Каноническая инъекция 
из Н в С есть морфизм. Если f: L—G— такой морфизм гру- 
пускул Ли, что f(L)CH, то f: L>H является морфизмом 
групускул Jiu. 

Предпсложим, что К имеет характеристику 0. Заменим предполо- 
жение, что Н есть подмногообразие в С, предположением, что Н есть 
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квазиподмногообразие в С. Утверждение предыдущего абзаца остается 
справедливым (см. Мн. Св. рез., 5.8.5). Говорят тогда, что Н есть. 
квазиподгрупускула Ли в G. — 


Если G— групускула Ли с единичным элементом €, то вся- 
кая открытая симметричная окрестность элемента € BG явля- 
ется подгрупускулой Ли B G. (Это применяется, в. частности, 
когда С есть группа Ли.) Пусть A — подгрупускула Ли BG; 
если À — окрестность элемента е в G, To À открыта в @ в силу 
предложения 20. 

Очевидным образом определяется групускула Ли, являю- 
щаяся произведением конечного числа групускул Ли. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 21. Пусть а, Н — две групускулы Ли, ф — мор- 
физм us авН. Следующие условия эквивалентны: 

(1) ф— этальный морфизм в точке е; 

(ii) существуют открытые подерупускулы а’, H’ eG, Н, такие, 
что @|G’ есть изоморфизм из G’ на НУ. 


Импликация (ii) => (1) очевидна. Предположим, что ф — эталь- 
ный морфизм в точке е. Существует такая открытая подгру- 
пускула Ли G, в С, что @(G,) открыто в À u @|G, есть изо- 
морфизм многообразия G, на многообразие ф (С 1). Далее, сущест- 
вует такая открытая подгрупускула Ли С’ в G,, что произведение 
в С двух элементов из С” всегда определено и принадлежит (1. 
Если ©, g’ из С’ таковы, что gg’ = G’, то ф(5)ф (5) =ф(55”) Е ф(@’); 
если g,g из G’ таковы, что gg’ EG, —G, то p(g)p(g’)— 
= 9 (gg’) = Фф(С,) — 9(G’). Стало быть, @|G’ есть изоморфизм 
групускулы Ли С’ на открытую подгрупускулу Ли @(G’) в Н. 

Если условия предположения 21 выполнены, говорят, что G 
и Н локально изоморфны. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 22. Пусть Н — группа Ли, U — подерупускула 
Лив H, N — множество таких g € Н, что U и #05-! имеют оди- 
наковый росток в точке е (Общ. топ., 1968, гл. I, $ 6, n° 10). 
Тогда М является подгруппой в Н, содержащей U. На N сущест- 
вует одна, и только одна, структура аналитического многообра- 
sun, обладающая следующими свойствами: 

(i) N, наделенная этой структурой, есть группа „Ти; 

(ii) U — открытое подмногообразие в’ N; 

(iii) каноническое вложение подгруппы М в Н есть иммерсия. 


Ясно, что М — подгруппа в Н. Если g EU, то ge EU и вес`' SU. 
Поэтому gu EU u gug=! EU для элементов и из U, достаточно 
близких к €; следовательно, росток множества gUg™! в точке е 
содержится в ростке множества U. Заменяя g на gl, видим, 
что ростки множеств gUg-! и U в точкее одинаковы. Значит, 
UN. 
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Пусть V — такая открытая окрестность элемента e BU, 
что V=V~, VU. Условия (i), (ii), (iii) предложения 18 
из n° 9 (где G заменено Ha N) выполнены. Следовательно, Ha N 
существует структура аналитического многообразия, обладаю- 
щая следующими свойствами: a) N, наделенная этой структу- 
рой, есть группа Ли; В) У открыто в М; у) структуры много- 
образия на N и U индуцируют одну и ту же структуру на ГИ. 
Поскольку V — подмногообразие в Н, каноническая инъекция 
группы N в Н является иммерсией в точке е, а следовательно, 
и в любой точке группы N. Пусть ueU. Существует такая 
открытая окрестность И” элемента e в И, что отображение 
U—> UV есть аналитический изоморфизм из V’ на некоторую 
открытую окрестность элемента и в U (предложение 20) и однов- 
ременно на некоторую открытую окрестность элемента и в №. 
Стало быть, U открыто в N, а тождественное отображение из U 
в U есть изоморфизм относительно данной структуры многооб- 
разия на U и структуры открытого подмногообразия в N; дру- 
гими словами, U есть открытое подмногообразие в N. 

Наконец, рассмотрим на N структуру аналитического много- 
образия, обладающую свойствами (i) и (ii) предложения, и пусть 
N* — получаемая таким образом группа Ли. Тогда тождествен- 
ное отображение из N в N° есть этальный морфизм в точке е 
и, следовательно, изоморфизм групп Ли. Это доказывает утверж- 
дение единственности. 


Пусть Н — группа Ли, О — квазиподгрупускула Ли в Н, М — мно- 


жество таких ge Л, что Пи gUg”! имеют ‚одинаковый росток ве. 
Если К имеет характеристику 0, то на С существует одна, и только 
одна, структура многообразия со свойствами (i) и (ii) предложения 22. 
Доказательство то же, что для предложения 22. 


CaencTBue. Сохраним обозначения предложения 22. Пусть 
С — подгруппа в H, порожденная множеством U. Тогда G — откры- 
тая подгруппа в N. На С существует одна, и только одна, 
структура группа Ли, такая, что U есть открытое подмногооб- 
разие в G, а каноническая инъекция подгруппы G в Н есть 
иммерсия. 


Замечание. Сохраним обозначения предложения 22 и его 
следствия. Пусть К имеет характеристику 0, Н конечномерна 
и топология на U допускает счетный базис. Даже при всех 
этих предположениях С может оказаться незамкнутой в Н 
{упражнение 3). Но если G замкнута, она является подгруппой 
„Ли в Н. В самом деле, отображение (5, h)+> gh определяет 
левое аналитическое действие группы С Ha Н. Орбита элемента е 
есть И ee eier следует тогда из предложений 2 (iv) 
и 14 (iii 
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D 


11. Куски законов действия 
Пусть (С, е, 0, т)—групускула Ли, ХЫ— многообразие класса С". 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Куском закона левого действия класса С' 
групускулы G на X называется отображение p, определенное 
в некотором открытом подмножестве ® в G X X, которое содер- 
жит {е} X X, принимающее значения 8 X u обладающее следую- 
щими свойствами: 

(i) ф принадлежит классу C’; 

(ii) Оля всякого хе Х имеем ve, x) = x; 

(iii) существует такая окрестность & подмножества {е} X 
Хх {fe} XX @GXGXX, что для всякого (5, 5’, x) Е Q, элементы 
т (g, 8”), p(g’, x), ф(т (в, g’), x), ф(в, P(g’, х) ) определены и ф (в, 
p(g’, х)) = ф(т (а, g’), x). 


Аналогичным образом определяются куски законов правого 
действия класса G’. 

Часто вместо 1 (0, x) пишут gx. | 

Пусть G’— подгрупускула Ли в С u X” — подмногообразие 
в X. Предположим, что множество ©” тех (g, x) Е @П (@’Х X’), 
для которых p(g, x) X’, открыто B G’ X X’ (это условие всегда 
выполнено, если Х” открыто в X). Тогда ф|©” есть кусок закона 
левого действия класса С” групускулы G’ на X’; говорят, что 
он получается ограничением отображения Ha G’ ХХ”. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 23. Пусть (С, e, 0, m) — групускула Ли, X — мно- 
гообразие класса С’, Xu — точка из X, Q — открытая окрестность 
точки (€, х) в GX X, p— отображение из © в X, обладающее 
следующими свойствами: 

(i) ф принадлежит классу С'; 

(ii) p(e, x) равно x для точек X, достаточно близких к хо; 

(iii) p(m(g, 8’), x) = (в, P(g’, x)) для любой тройки (g, g’, x), 
достаточно близкой к (e,e, х). — | 
Тогда существуют открытая окрестность X’ точки хо в X и откры- 
Troe подмножество 9’ в QN(GX X’), такие, что ф|©’ есть кусок 

евого действия класса С’ групускулы G на X. 


Существуют открытая окрестность X” точки хо в X и откры- 
тая окрестность G’ элемента е в G, такие, что P(e, х) =х для 
всякого x = X’ и ф(а, p(g’, x)) =ф(т (в, g’), x) для (в, 8’, х) = 
= С’ XG’ X X’. Пусть 2’ — множество пар (5, x) Е ФП (G’ X X’), 
таких, что p(g, х) = X’. Тогда О’ открыто в GXX, и Х’; 9’ 
обладают указанными в предложении свойствами. 


Лемма 3. Пусть X — нормальное пространство, (Х;),_, — его 
открытое локально конечное покрытие. Для всех nap (1) = 


= IX 1 и всякого x = X; ПХ, пусть Vj; (x) — окрестность точки X, 
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содержащаяся в Х;ПХ,. Тогда для любой точки x = À можно 
так выбрать ее окрестность У (x), что будут выполнены следую- 
щие условия: 

а) из x = Х, ПХ, следует V (x) = И, (x); 
о 6) если V(x) u И(у) пересекаются, то существует такой 
индекс i= I, что V (x)UV (y) € Xj. 

Существует такое открытое покрытие (X;),., простран- 


ства X, что X; C X; для всякого iel(06. топ., гл. IX, $ 4, 
теорема 3). Пусть хеХ. Пусть И, (х) — пересечение множеств 
V;;(x) и тех множеств Хь, которые содержат X; это открытая 
окрестность точки х. Пусть У. (х) — окрестность точки х, содер- 
жащаяся в И, (х) и пересекающаяся только с конечным числом 
множеств X;. Тогда У. (х) пересекается лишь с конечным чис- 


лом множеств Х; и, стало быть, множество 


у®=у хп MN _(X— Xi) 


iel, хех; 


есть окрестность точки x. Если хе Х,ПХ,, то И, (x) = X; ПХ, и, 
следовательно, И (х) = Х,ПХ,. Пусть x,y лежат в Xu V (x) 
и V (y) пересекаются. Существует такой ie@/, что seh. 
Тогда Vi(x) Xi, a потому У (x) Xi: следовательно, И (и) П 


ПХ; =2 @. Тогда уе Xi по определению множества И (и), откуда 
уЕХ; и У(у)СХ,. Таким образом, X, содержит V (x) и V (y). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 24. Пусть G — групускула Ли, X — многооб- 
разие класса C’, (X;), .; — его открытое локально конечное покры- 
тие. Для всякого индекса i = [ пусть ~;— кусок закона левого 
действия класса С’ групускулы G на X;. Предположим, что 
топологическое пространство, лежащее ниже многообразия Х, 
нормально и для всех (i, j)=I XI u всякого xEX,NX,; куски 
ap; и wp; совпадают в некоторой ‚окрестности точки (e, x). Сущест- 
вует такой кусок ф закона левого действия класса С’ групускулы Ц 
на X, что для всякого i = Î и всякого x EX; куски p; и фр сов- 
падают в некоторой окрестности точки (е, х). 


Для произвольных (1, ) + [ЖГи xeX;fX; выберем такую 
открытую окрестность V;;(x) точки x в Х, ПХ, что ф; и ф, 


определены и совпадают в некоторой окрестности подмно- 
жества {e} X V;;(x) BG ХХ. Для точки x = X выберем ee откры- 
тую окрестность V (x) в X таким образом, чтобы выполнялись 
условия а) и 6) леммы 3. Пусть [, — множество таких i E Г, 
что ХЕХ;. Это конечное множество. Пусть И, — множество 
таких пар (5, у) ЕС X V (x), что p; для всех i E [, определены 
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и совпадают в некоторой окрестности точки (г, у). Тогда U, 
открыто и (е, x) = U,. Ограничение всех кусков 1; для El, 
на U, одно и то же (обозначим его через %,). Пусть x, y лежат 
в X. Если U, и U, пересекаются, то У (x) и V (y) пересекаются 


и, стало быть, существует такой индекс {= [, что 
V (x)UV (y) =х.,. 


Тогда iel,, iel,, р: [И х=фх, Vi |Uy=%y, а потому tp |(Ux 1 U,)= 
=, |(U,)U,). Таким образом, совокупность отображений 4, 


задает отображение ф из И = U U, B X, a U есть открытая 
х=Х 


окрестность множества {е} X Х в GX X. Ясно, что p принад- 
лежит классу С’ и we, х) =х для всех хеХ. Для всякого 
индекса [= [и всякого xE X, отображение 1 совпадает с yx, 
и, стало быть, с р; в некоторой окрестности точки (e, x); следо- 
вательно, ф удовлетворяет условию (Ш) определения 6. 


$ 2. Группа векторов, касательных к группе Ли 


1. Касательные законы композиции 


Пусть X и У — многообразия класса С’. Известно (Мн. Св. 
рез., 8.1.4), что X X Ÿ есть многообразие класса С’ и что ото- 
бражение (Т (pr,), Т (рг.)), являющееся произведением отображе- 
ний, касательных к каноническим проекциям, есть изоморфизм 


класса С’" из T(XXY) на T(X)XT(Y)!). Этот изоморфизм 
согласуется с их структурами векторных расслоений с базой 
XXY и позволяет отождествить T(X XY) с T(X)XT(Y). 
Пусть aeX,beY, ие T, (Х), v=T,(Y); предыдущее отожде- 
ствление позволяет рассматривать (и, 9) как элемент из 
Ta,» (X X Y); имеем 


(u, v)=(u, 0) (0, v), 


и (u, 0) (соотв. (0, v)) есть образ вектора и (соотв. 9) OTHOCH- 
тельно отображения, касательного к иммерсии xt > (x, 6) (соотв. 
y>(a, y)) из X (соотв. У) в ХХУ. Мы будем обозначать 
через 0, нулевой элемент из Т.(Х) (если необходимо указать 
явно а). 

Пусть теперь X, У, Z — многообразия класса С’ и f — ото- 
бражение класса С’ из ХХУ в Z. С учетом предыдущего 
отождествления касательное отображение является отображе- 


1) Для r=1 это означает, что (Т (pri), T (рг2}) есть гомеоморфизм 
из T(X XY) на T(X)XT(Y). 
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‘нием класса Co из T(X)XT(Y) в T(Z) Для ueT,(X) 
ve T, (Y) 

Т(Р (и, v) = T(f) (u, 05) ЕТО Oa, 2); (1) 

T (f) (Oa, Op) = 0; (a, 5). - (2) 


С другой стороны, отображение у-> f(a, у) есть композиция 
иммерсии yt >(a, y) и отображения f; отсюда вытекает, что 


T(f)(0, v) есть образ вектора v при 
отображении, касательном | 
к y+>f (a, y). | (3) 
Аналогично 
Т (1) (и, 0) есть образ вектора и при 


отображении, касательном 
K xr>f(x, b). (4) 


Если отображение [ из À XY BZ обозначено через (X, y)-> xy, 
то через uv часто обозначается элемент T (f) (u, v) для u =T(X), 
veT(Y). 

Пусть X — многообразие класса С’и т: XXX— X — закон 
композиции класса С’ на X. Тогда Т (т) есть закон компози-_ 
ции класса C | на T (X). Он называется законом композиции, 
касательным к т. Каноническая проекция р из Т(Х) на Х 
согласована с законами т и Т (т); другими словами, 


peT(m)=me(pXp). Er, 
Из (2) следует, что 
| T (m) (0,, 0,) =0n (x, y)» (6) 


каковы бы ни были X, ув À; другими словами, нулевое сечение 
xr>0, расслоения Т(Х) согласовано с законами т и T (m). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ |. Пусть X — многообразие класса С’ и т— закон 
композиции класса C’ на X. Если m ассоциативен (соотв. Kom- 
мутативен), то Т(т) ассоциативен (соотв. коммутативен). 


Если т ассоциативен, TO то (т Ж 4х) = то (ах X т), откуда 
Т (m) oe (T (m) X Тат (x) =Т (т) ° Тат (x) ЖТ (т)) 


и, следовательно, Т (т) ассоциативен. Пусть $ — отображение 
(x, у) => (y, x) произведения XXX в ХХХ. Если т коммута- 
тивен, TO Шо$ =т и потому 


Тт)=Ё(5) = Гб). 


Но T(s) есть отображение (u, v)+>(v, и) из А 
в T(X) XT(X). Стало быть, T (т) коммутативен. | 


9* 
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ПрРЕдложеЕНИЕ 2. Пусть X — многообразие класса С’, т— закон 
композиции класса C’ на X, е— единичный элемент для т. 

(i) Вектор 0, есть единичный элемент для Т (т). 

(ii) Т.(Х) устойчиво относительно Т(т), и закон компо- 
зиции, индуцированный на Т.(Х) законом Т (m), является опера- 
цией сложения в векторном пространстве T,(X). 

(iii) Пусть U — открытое подмножество в X и a— отображе- 
ние класса C’ из U в X, такое, что для всякого x GU элемент 
a(x) обратен к x относительно т. Тогда для всякого ueT(U) 
элемент T(a)u есть обратный элемент к и относительно Т (m). 


Свойства (3) и (4) показывают, что Т (т) (0,, u)—T (m) (u, 0.)=и 
для всякого ие Г(Х), откуда следует (i). Для и, v из Т.(Х) 


T (т) (и, v) = Т(т) (и, 0.) + Т(т) (0, v) =и-у, 


откуда следует (ii). Наконец, соотношения m(x, a(x)) = 
— 1 (а (х), x) =е для всех хе И влекут за собой 


T (т) (и, T (а) (и)) = T (m) (T (а) и, и) = 0, 
для любого u = Т(И), откуда следует (iii). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть X, Xo, ..., Xp, У — многообразия 
класса C7, i— целое число из (1, р), т; (соотв. п) — закон Kom- 
позиции класса С’ на X, (соотв. У), u — отображение класса С" 
из X ЖХ.Х... XX, в У. Если и дистрибутивно по отноше- 
нию к переменной с индексом i, то Т (u) дистрибутивно по OTHO- 
шению к переменной с индексом 1. 


Доказательство аналогично доказательству предложения 1. 


2. Группа касательных векторов к группе Ли 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть С — группа Ли. Тогда многообразие 
Т (С), наделенное законом композиции, касательным к закону 
умножения в СЦ, есть группа Ли. Единичным элементом 8 T(G) 
является вектор 0.. 


Это следует из предложений | u 2. 


ПрРЕдложЕНИЕ 5. Пусть G и H — группы Ли, | — морфизм 
из G 6 Н. Тогда T(f) есть морфизм группы Ли T(G) в группу 
Ли T(H). 

Известно, что T(f) аналитично. С другой стороны, пусть т 
(соотв. и) — умножение в С (соотв. Н). Имеем [em=no(fXf), 
откуда следует равенство | 


T (f)° Т(т) = Т (п). (ТР XT (Pf), 


выражающее тот факт, что Т (7) — гомоморфизм групп. 
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Следствие. Пусть G,,..., G, eo готы Ли. Канонический 
en ange многообразия T(G;X . X G„) на многообразие- 
E(G) XK. =) X EIG) есть изоморфизм ‘групп Ли. 

В самом деле, pr; есть морфизм из GX ... XG, BG, 


стало быть, Т (рг;) есть морфизм из T(G,;X ... XG,) в T(G;). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть G — группа Ли. 

(1) Каноническая проекция р: T(G)—G есть морфизм групп Ли. 

(ii) Ядром проекции р служит T,(G). Это — подеруппа Ли 
в T(G). Структура группы Ли, индуцированная на T,(G) стру- 
ктурой группы Ли T(G), совпадает со структурой группы Ли 
нормируемого полного пространства T.(G). 

(iii) Нулевое сечение $ есть изоморфизм группы Ли G на no0- 
группу Ли s(G) в T(G) (эта подгруппа отождествляется с G). 

(iv) Группа Ли Т (С) есть полупрямое произведение подгруппы G 
на T,(G). 


Утверждение (1) следует из (5). Утверждение (1) очевидно, 
если принять во внимание предложение 2 (ii). Утверждения (iii) 
и (iv) вытекают из (6) и из предложения 8 $ 1. Ч. Т. Д. 


Пусть u@T(G) и в = С. В силу (3) и (4) произведения ug, 
gu, вычисленные в группе Т (G), суть образы элемента и OTHO- 
сительно T(6(g-')), T(y(g)) соответственно. Из следствия 2 
предложения 17 $ | вытекает, что отображение (5, и) -> ви из 
СХТ. (@) вТ (0) есть изоморфизм тривиального векторного рас- 
слоения G X Т. (@) с базой Gua векторное расслоение T (С). Обрат- 
НЫЙ H30M орфизм называется левой тривиализацией расслоения Т (Ц). 
Рассматривая отображение (5, и) > ис, точно так же опреде- 
ляем правую тривиализацию расслоения Т (G). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Пусть С — группа Ли, М — многообразие 
класса С’, [ u g-— отображения класса C’ из М в С и, стало 
быть, Tg — отображение класса С’ из М в G. Пусть me=M, 

=} (т), y=g(m), u ET, (М). Имеем 


T (fg)u=T(f)u.y+x.T (в) и. 
Пусть m — умножение BG. Тогда [g=me(f, 8). Ho 
T(f, g)(u) =(T (fu, ТФ и) 


и, следовательно, T'(fg)u —T(f)u.T(g)u. Достаточно теперь 
применить (1), где } заменено на m. 


СледствиЕ. Пусть пей. Отображение, касательное в е 
к отображению g>g" из G в G, есть отображение x nx 
из T,(G) 8 Т. (0). 
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Для п>0 это доказывается индукцией по п с помощью. 
предложения 7. С другой стороны, касательное отображение 
к отображению g+>g-! в точке € есть отображение XX 
(n° 1, предложение 2). 


Пусть @ — группа Ли, À — многообразие класса С’ и (5, x) => 
H> ох — закон левого действия класса C’ группы G на À. 
Рассуждая, как в предложении 1, получаем отсюда закон. 


левого действия класса C7 группы T(G) на Т(Х), который 
обозначим также через (и, 9) -> uv. Отождествляя G (соотв. X) 
с образом нулевого сечения расслоения T(G) (соотв. T(X)), 
мы видим, согласно (6), что закон левого действия группы Т (G) 
на T(X) является продолжением закона левого действия группы G 
на X. Каковы бы ни были ие Т,(() и ое Т,(Х), получаем 
в силу (1) 

uv = go + их. (7): 
Если g=G и veT,(X), то gv есть, согласно (3), образ эле- 
мента о относительно отображения, касательного к отображе- 
нию y+> gy из X B X в точке x. Это касательное отображение 
есть изоморфизм из T,(X) на T,,(X). В частности, 


g(v +0’) = gu + gv’, в (№) =^ (50) для 9, 9’ из T, (X), ASK. (8) 
Если ХЕХ и ueT,(G), то их есть в силу (4) образ эле- 


мента и относительно отображения, касательного в & к отобра- 
жению At>hx из G в X. Следовательно, 


(ии) х=их их, (и) х=А (их) для и, u ET, (0), ЛЕК. (9) 


Изложенное выше применяется в случае, когда группа Ли G 
действует сама на себе левыми (соотв. правыми) сдвигами. 
Соответствующий закон действия группы T(G) на Т (С) опре- 
деляется левыми (соотв. правыми) сдвигами группы Ли Т (G). 
Формулы (7), (8), (9), таким образом, справедливы в 7 (G). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Пусть G, и Ц. — группы Ли, Ху и Х. — много- 
образия класса C’, |; — закон левого действия класса C’ группы G; 
на X; (i=1, 2). Пусть ф — морфизм из G, в Go, ф — некоторый 
ф- морфизм из X, в X>. Тогда T ($) есть Т (ф)-морфизм из T (X,) 
8 Т(Х.). 


Действительно, оо (фЖ 1) — pof,, откуда 
T (fx) © (T (Ф) Х Т($)) =T (b)°T (fi). 


Пусть @ — группа Ли, X— многообразие класса С’ и 
(с, х) == gx — закон левого действия класса С” группы С на Х. 
Пусть /[— открытое подмножество в К, содержащее 0, и 
у: [С — такое отображение класса С”, что у (0) =е. Пусть. 
_ а= Т(у)1еЕТ.(() и xe X. Учитывая (4), получаем, что ах 
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есть образ касательного вектора | к / в точке 0 относительно 
отображения, касательного к А->у(^)х. Следовательно, век- 
торное поле х->ах на X есть векторное поле, определенное 
отображением (A, x) у (^)х в смысле Мн. Св. pes., 8.4.5. 


3. Случай групускул 


Пусть (СЦ, е, 0, т) — групускула Ли, Q — область определения 
закона композиции m. Тогда Т (Q) отождествляется с некоторым 
открытым подмножеством в T(G)XT(G) u T (m) есть аналити- 
ческое отображение из Т(9) в T(G). Как в n° 2, проверяется, 
что (Т (С), 0., T (8), Т (т)) является групускулой Ли. Для законов 
умножения в С ив T (G) часто используется мультипликативная 
запись. Каноническая проекция из T(G) в С есть морфизм 
трупускул Ли. Ограничение Т.(т) на T,(G)XT.(G) задает 
операцию сложения в векторном пространстве 7,(G). Нулевое 
сечение расслоения T(G) является изоморфизмом групускулы 
Ли G на некоторую подгрупускулу Ли BT (G), которая отожде- 
ствляется с G. Если | — морфизм из G в групускулу Ли Н, 
то T(f): T(G)—T (A) есть морфизм групускул Ли. 

Отображение ф: (5, и) => gu из GXT,(G) в T(G) предста- 
вляет собой изоморфизм тривиального векторного расслоения 
GXT,(G) с базой G на векторное расслоение Т (@); действи- 
‘тельно, фи @~' аналитичны и являются морфизмами расслоений, 
а потому достаточно применить Мн. Св. рез., 7.2.1. (Можно 
было бы ‚также приспособить доказательство в n° 2.) Изомор- 
Ффизм ф_ называется левой тривиализацией расслоения Т (G). 
ВЫ обратный к отображению (5, и) => ug, называется 
правой тривиализацией. 

Пусть X — многообразие класса С”, — кусок левого закона 
действия класса С’ групускулы G на = Тогда T (4) есть кусок 


закона левого действия класса C’ групускулы Т (G) на T(X), 
продолжающий 1. Формулы (7), (8), (9) остаются в силе, если gx 
определено. Если [ — открытое подмножество в К, содержащее 0, 
у: [->С — такое отображение ‘класса С”, что у (0) =e, и a= 
= T,(y)l, то векторное поле x+>ax, определенное на X, есть 
векторное поле, определенное отображением (A, х) => y (^)х 
в смысле Мн. Ce. рез., 8.4.5. | 


$ 3. Переход от группы Ли к ее алгебре Ли 


1. Свертка точечных распределений на группе Ли 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. Пусть Es io Ju, в u 5’— два эле- 
мента из Ц, и пусть teT® (G), fer? (G)— два точечных 
‘распределения на G в точках g и g’ (Mn. Ce. pes., 13.2.1). 
Сверткой элементов ЁиЁ, обозначаемой через tt’, называется 
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образ элемента t @t’ относительно отображения (h, №’) => hh’ 
u3 GXG eG (Mn. Ce. рез., 13.2.3). 


. . / =: 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. (i) Если le т (@) ий = TY, (С), To txt = 
er, (G). 
(ii) Если Ё или Ё не имеет свободного члена, то txt” не имеет- 
свободного члена. 
(iii) eg * 827 = Egg’. 
7 у р. 
(iv) Пусть te Te (G),te TY. (G) и f — функция класса C°*° 
в некоторой открытой окрестности точки 65’ со значениями 
в некотором полинормированном отделимом пространстве. Имеем: 


tel’, р =U, We, hee f(hh’)y=(t, ВР, he F(hh)). 
Это следует из Мн. Св. рез., 13.4.1, 13.2.3 и 13.4.4. 


Предположим, что К =К или С и С конечномерна. Тогда G ло- 
кально компактна. Если Ь Ё — точечные меры, то определение свертки: 
t =" согласуется с определением в Интегр., гл. VIII, $ 1. Мы увидим: 
позднее, что свертка мер и свертка точечных распределений являются 
двумя частными случаями свертки не обязательно точечных рас- 
пределен ий. 


Пусть J‘ (С) — прямая сумма пространств TS” (С) для g = С 
(см. Мн. Св. рез., 13.6.1). Определим свертку в Я < (С) как 
билинейное отображение из J (2) ЖЯ < (6) в TR) (G), про- 
должающее свертку из определения 1. Обозначим ее также: 
через *. Таким образом, Я“ (G) наделено структурой on 
фильтрованной подпространствами Я (9) (G). Подалгебра J © (С) = 


= 8, Te (G) отождествляется с групповой алгеброй | группы: 
G Han 1 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Алгебра T (©) (@) ассоцгативна. Она комму- 
тативна тогда и только тогда, когда @ коммутативна. 


Пусть Ёе Я “< (0), ГЕЯ “> (0), Ге Я“ (0). Тогда 
tx(t’«t”) является образом элемента [9 Ё®ЕЁ” относительно» 
отображения (с, 5", 5”) => g(g’g”) u» GXGXGCBG,a (t*t’)*t” — 
образом элемента [®ЕГ®{” относительчо отображения 
(©, 5’, 5”) +> (65'’) <” из GXGXG в G. Следовательно, 
(+ЁР)*ЁР’=1*(Р xt”), Аналогично проверяется, что, если G 
коммутативна, то Ё*Ё =?’ «xt. Если свертка коммутативна,. 
то С коммутативна в силу предложения | (iii). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Если 19 (*)(G) и ве С, To \(8),Ё = 2. *Ё, 
ö(g),t=tre,-ı, (Intg),t=e,*+t*e,-ı. В частности, &, есть еди- 


ничный > в 9 (>) (G). 


Рассмотрим следующую диаграмму: С —>G X G al 
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“Tae ф есть отображение hr>(g, h) и  ecTb отображение 
(h’, hh->h’h. Имеем у(5)=фоф и, следовательно, у (5), f= 
=p, (ф, (1)). Однако ф, (1) =e, ® Lt; стало быть, т, (@, (0) = eget 
Аналогично рассуждаем для “6 (2), t. Наконец, Int g= y (g) ° 6(g) 
и, следовательно, (Int g), = y (5), °8(g),. 


Таким образом, видно, что для LET (G) элементы Eg*t u ts Eg 


pa произведениям gt и 10 соответственно, вычисленным в группе 
Т (С) ($2, n°2). Необходимо учитывать, что для f, Ё из Т (С) npo- 
изведение 74 в смысле $ 2, вообще говоря, отлично OT ¢ *Ё. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть @ — группа Ли. Подалгебра в J ‘~)(G), 
образованная распределениями с носителем, содержащимся в {е}, 
обозначается через U (G). 


Эта алгебра фильтрована подпространствами 


U,(G)=U(@QNT (в) =Т® (6). 


Полагаем Ut (6) =TS”’* (G), Us (G) =U* (G)NU;(G) (см. Mn. Ce. 
рез., 13.2.1). Напомним, что Оз (G) отождествляется с К, а Ur (С) — 
< касательным пространством T,(G). В И (С) подпространство 


U*(G) представляет собой двусторонний идеал, дополнительный 
K U) (G). 


Пример. Пусть Е — нормируемое полное пространство, рас- 
сматриваемое Kak группа Ли. Тогда векторное пространство 
U (E) канонически отождествляется с векторным пространством 
TS(E) (Мн. Св. pes., 13.2.4). Пусть m: EX E — E — сложение 
в Е. Тогда 


RA SCE E) TS (E) 


равно ТЗ (т) (Мн. Ce. pes., 13.2.4). Для t, Ё из U(E)=TS(E) 
образ Ё*Ё симметрического тензорного произведения Ё®Ё 
относительно m, равен, таким образом, ТЗ (т) (Ё© Ё). В силу 
Alg., chap. IV, $5, n° 6, proposition 7, ne!!e&d., этот образ есть 
не что иное, как произведение ff’ в алгебре TS(E). Тем самым 
алгебра И (Е) отождествляется с алгеброй TS (Е). 

a 


ПрЕдложенНиЕ 4. Рассмотрим билинейное отображение (u, v) — 
+>u*v (соотв. (и, о) => ожи) из U(G) X K(® в FT) (С). Coor- 
ветствующее линейное отображение из U(G)Q@K® в F'~)(G) 
есть изоморфизм векторных пространств. 


Действительно, К“) есть прямая сумма пространств Ke, 
для x&G. С другой стороны, отображение ин>изжа, (соотв. 


= 
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U &,*U) есть изоморфизм векторного пространства U (G) = 
— TS) (С) на векторное пространство Tr (G) в силу предло- 
жения 3. Наконец, Я “®) (С) есть прямая сумма пространств: 
ТС) ana ge: Ч. Т.Д. 


Пусть X — многообразие класса С’ (ro) и xe X. В Ma. 
Св. рез., 13.3.1, были определены каноническая фильтрация на 


векторном пространстве TS (X) и канонический изоморфизм Ly, x 
ассоциированного градуированного векторного пространства на 
градуированное векторное пространство ТЗ(Т, (Х)). В част- 
ности, положим T,(G) =L; тогда ig,g есть изоморфизм градуи- 
рованного векторного пространства grU(G) Ha градуированное 
векторное пространство Т$ (Г). Но И (G) — фильтрованная 
алгебра, поэтому grU(G) наделяется структурой градуированной 
алгебры. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Изоморфизм ig,e: gr U(G)— TS(L) есть изо- 
морфизм алгебр. 

Пусть р— отображение ( t’)->t@t из U(G) XU(G} 
в U(GXG), c— отображение (ft, t’)+>txt’ из U(G) XU(G) 
в U(G) и m — отображение (5, g’)- gg’ из GX G в (0. В силу 
определения 1 


c=m,°Pp. (1) 
Рассмотрим диаграмму 
grU (6) X grU (6) FF grU (GX G) + gr UG) 
ia, eX ia, e| liexa,e lta, e 


TS (T (m)) 


TS(L) X TS(L) — TS (LX L) нь ТОР 


где отображение 4 получается из канонического изоморфизма 
пространства TS(L) ® TS(L) на TS(L XL). В силу Mn. Ce. pes., 
13.4.6 и 13.3.5, оба квадрата диаграммы коммутативны. Поэтому 
ввиду (1) диаграмма 

grU (G) Ж gr (6) — > er U (6) 


ig, eXia,e| [10e 
TS (L) X TS (L) TS, TS (2) 


коммутативна. Однако T(m): LXL—L преобразует (x, y} 
в`х-и ($2, n° 1, предложение 2(ii)). В силу Alg., chap. IV, § 5, 
n° 6, proposition 7, nelle&d., ТЗ (Т (т)) ° 4 есть, стало быть, умно- 
жение в алгебре ТЗ (Г). 
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2. Свойства функториальности 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть G, H — группы Ли, ф — морфизм из а 
в Н. Для t, t из 9 <) (@) имеем ф, (t +t’) = p, () *ф, (Е). 
Рассмотрим диаграмму 
GXG—>G 
oxo | 
HXH—H 


где m(g, g)=gg’, n(h, h’)=hh’. Эта диаграмма коммутативна. 
«Следовательно, | 
ф, (Ex Г) =, (т, (® Г)) = п, ((p X p), EOL) = 
= п, (ф, (6) ® ф, (Г)) =, @) *ф, (Е). 

Группы Ли С и GY имеют одно и то же нижележащее 
многообразие; стало быть, векторные пространства I (С) и 
J (>) (GY) совпадают друг с другом. Пусть 0 — отображение 
gg}, являющееся изоморфизмом группы Ли G на группу 
„Ли GY. Тогда 09, есть автоморфизм векторного пространства 
5 “> (6), который мы обозначим через #=>{". Имеем (e,)V = 
=€,-1. Если t@T,(G), то 


№ =—Е ($ 2, предложение 2). | (2) 


Пример. Предположим, что G—rpynna Ли, определенная 
нормируемым полным пространством Е. Тогда U(G) отожде- 
ствляется с ТЗ (Е) и ограничение отображения 6, на U (С) отожде- 
ствляется с TS(7,(8)) (Мн. Св. рез., 13.2. 4). Следовательно, 
если Ее Т$° (Е), то # =(—1)*t. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Пусть @ — группа Jlu ut, Ё лежат в Я < (С). 

(i) Произведение #*«Ё, вычисленное в GY, равно произведению 
Ü xt, вычисленному в G. 

(ii) Имеем (t#=!’)/=t’V»1tV. 

Рассмотрим диаграмму 


EEG 


RE 
DAL 
G 


где s(g, 5’) = (в, 2), m(g, g’)= ge", п(в, в’) = g’g, каковы бы 
ни были 5, g’ B G. Эта диаграмма коммутативна. Стало быть, 
п, (t ® t’) = т, ($, (t ® t’)) = т, (t’ @ t). Это равенство есть не что 
иное, как (1). Утверждение (ii) следует из (i) и предложения 6. 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. ШЛусть G, H — группы Ли, ф — морфизм из С 
в Н. Если 1 Я (>) ((), то ф, (№) = (p, (ВУ. 

Пусть 0 (соотв. 97) — отображение gt>g-' из GB G (соотв. 
из H B H). Имеем фо0 = 60’ oq, откуда ф, (0, (t)) = 8 (q, (1). 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Пусть G,,..., G,— группы Ли u G= 
—G X ... XG,. Если векторные пространства 9“) (6) u 
9 (>) (С) ® ... ®9Я <> (G,) канонически отождествлены, TO 


алгебра Я “®? (С) является тензорным произведением алгебр. 
(С). .,., Fo CAG.) Bear ted TG} dant I, ...,n; To 


(1 ® ... Qt) =t'®... oh. 


Достаточно СМОТРЕТЬ re n=2. Пусть В, fi лежат 
SEHEN, ate ha Ft (Gx). Надо показать, что (hi & to) * 


« (fi ® ty) = = = (tı * п) © (tz + t>) и dab) =t Dt. Рассмотрим 
диаграмму 


(GL X Go) X (G1 X Go) — Gi X Go. 
№ 7 
ax J PiX P2 
WH 
(Gi X Gi) X (Ge X Go) 
где т((хь х,), (хь %)) = (ur, xx), rl 2) (хь х)) = 


= (Cr. Xi), (х», %)); Py (x Xi) = XX, Po (x: x5) =X, x, Эта диа- 
грамма коммутативна. Следовательно, 


m,((f, ®t) ® (1 @ 4) = (р. XP»), (п, (4 @ 4) 8 (4 @4))), 
qd, €, 
(4, ® 4) * (4 @ 4) = (0, Xp), (19) ® (484) = 
= Pia (hi © 1) © Py, (6 ®Ь) = 
= (1, * 4) & (t, * #5; 
Аналогичным образом доказывается, что (f1 © to)’ =t! @ ty. 


TIPEnnoxEHHE 10. Пусть H — подгруппа Лив Gui: H>G— 
каноническая инъекция. Тогда 1, есть инъективный гомоморфизм 


алгебры T°) (Н) в алгебру T°) (@) и i, (tY) = (i, (ВУ для всякого, 
[ЕЯ <) (Н). 
STO следует из предложений 6, 8 и Mn. Св. pes., 13.2.3. 
Алгебра I) (Н) отождествляется с подалгеброй алгебры 
9 ‘> (С) при помощи изоморфизма из предложения 10. 
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Замечание. Предложение 10 остается справедливым, если À — KBa- 
зиподгруппа Ли. 


Напомним (Мн. Ce. рез., 13.5.1), что если V — аналитическое 
многообразие над К, то Я “®) (У) канонически наделено струк- 
турой коалгебры над К с коединицей; коединица есть линейное 
отображение из J‘~) (У)`в К, ставящее в соответствие всякому 
элементу из TC (V) его свободный член. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 11. Пусть @ — группа Ли. 

(i) Коалгебра 9“ (С), наделенная сверткой, является би- 
алгебрей (Alg., chap. Ш, р. 149) '). 

(ii) Пусть c— копроизведение в Я“) (0), teaT'(G) u 


c(t) = ),h® ti. Тогда c(t’) == ut @ ti’. 
i=l i= 


Докажем (i). В определении биалгебр условие 1° следует из 
предложений 2 и 3, а условие 2°— из Mn. Св. рез., 13.5.1. 

Пусть 4 — отображение gt (5, 5) из @ в GXG. Имеем 
c=d,, и, стало быть, с есть морфизм алгебр (предложения 6 
и 9), что составляет условие 3°. Пусть t& 7 (G), t © TS (G) 
не имеют свободных членов и À, A’ лежат в К; тогда в, ® Г. 
t®e,, t®t’ не имеют свободных членов (Мн. Ce. рез., 13.4.1), 
а потому свободный член элемента (Agg + В * (Mey РЁ) есть AN’; 
следовательно, условие 4° выполнено. 

Докажем (ii). В силу предложений 8 и 9 


п У n 
c(")=d,(6")= (а, 6)" = (> ki ® i) = Len". 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 12. Пусть G, Н — две группы Ли, ф — морфизм 
us Ge Н. Тогда ф, есть морфизм биалгебр из T'~)(G) в J‘) (Н). 


Это следует из предложения 6 и из Mn. Ce. pes., 13.5.1. 


Пусть С — группа Ли. Ограничение свертки и копроизве- 
дения на U(G) определяют на И (С) ‘структуру биалгебры. 
Имеем U(G)Y = 0 (С). Если ф: @—> Н — морфизм групп Ли, To 
‚через U (ф) обозначается отображение #=—>, (ft) из U(G) 8 U(A); 
это морфизм биалгебр. Если : Н —> L— другой морфизм групп 
Ли, то О (фоф) = И (1$) °И ($). Если ф — иммерсия (соотв. суб- 
мерсия), то И (ф) инъективно (соотв. сюръективно) в силу Mn. 
Св. рез., 13.2.3. В частности, если Н — подгруппа Ли в С, то 
О (Н) отождествляется с подалгеброй в U(G), причем копроиз- 
ведение в U(H) есть ограничение копроизведения BU(G). Если Н 


1) См. также стр. 480, — Прим. перев. 
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открыта BG, то U(H)=U(G). Если G,, -@. — группы Ли, то 
И (С, X 0.) отождествляется с 0 (С) ® 0 (G,). Примитивные эле- 
менты в U(G) суть элементы из T,(G) (Мн. Св. pes., 13.5.3). 

Пусть опять ф: @ > Н — морфизм групп Ли. Если отожде- 
ствить grU(G) с TS(T,(G)) и grU(H) с TS(T,(H)), To grU(g) 
отождествляется с TS(T,(œp)) (Мн. Ce. рез., 13.3.5). Применим 
это к изоморфизму g+>g-' из G на GY; тогда Т, (ф) =— Ти, 
стало быть, 


t =U, (G) = {\ =(—1)*t mod U,_, (С). (3) 


3. Случай группы, действующей на многообразии 


Пусть С — группа Ли, Х — многообразие класса С’ и 
{ — закон левого действия класса С’ группы G на X. Если 
1=+ ТТ (С), и>ТУ' (Х)из +s’ <r, то через f * и обозначается образ 
элемента # © и относительно ],. Произведение + продолжается до 
билинейного отображения из J (С) XF? (Х) в THX), ко- 
торог мы также обозначим через *. Предложение | n° 1 pac- 
пространяется с очевидными изменениями на эту ситуацию. 

Когда С действует сама на себе левыми сдвигами, мы вновь 
получаем определение n° 1. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 13. Пусть элементы 1=+ TS (G), ГЕЯ ©”(С), 
иеЕЯ <”(Х) таковы, что $ +5’ +5” <г. Тогда (t#)*u= 
рии). | 

Это доказывается так же, как и предложение 2 n° |. 


В частности, если f2 ©, то векторное пространство 7 (©) (Х) 


является левым модулем над алгеброй Я (®) (С) относительно 
произведения *. | | 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 14. (i) Пусть EG и T(g) — отображение 
xt>f (go, x) из Х вХ. Если ueF"(X), то т(60), и = eg, жи. 

(ii) Пусть x E À и 0 (x) — отображение gr (g, хо) из @ 8 X. 
Если ЕТ (С), то р (х0)Ё = * e,,. | 


Это доказывается так же, как и предложение 3 n° |. 


В частности, если иеТ(Х) и {Е Т((), то e„,*u и tere, 
равны произведениям Qoll, {Xo, определенным в n° 2 $ 2. 


Предложение 15. Пусть С (соотв. G’)— группа Ли, X 
(соотв. X’) — многообразие класса С". Допустим, что задан закон 
левого действия класса С’ группы G (соотв. G’) на X (соотв. X’). 
Пусть ф — морфизм из G в G’, ф— некоторый ф-морфизм из X 
в X’, а элементы t= TS) (С), ие TZ“) (X) таковы, что s+ s<r. 
Тогда wp, (fx и) = @, (€) * т, (и). | 
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Это доказывается так же, как и предложение 6 n° 2. 

Замечание. Пусть f — закон правого действия класса С” 
группы С на X. Если {ЕЯ ® (С) ине 7 (Х), где $ |5’ <r, 
то через и * { обозначается образ элемента и ® { относительно f,. 
Предложения 13, 14 и 15 очевидным образом переносятся в эту 
ситуацию. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 16. Пусть G, G’ — группы Ли, X — многообра- 
gue класса С’; предположим, что G (соотв. G’) действует слева 
(соотв. справа) на X, причем (gx) 5’ = 5 (х5’), каковы бы ни были 
ХЕХ, geG, EG. Пусть 1+9 © (0), ГЕЯ ©” (@’), le 
= Я “5” (Х), где sts’ + $" <г. Тогда 


Geyer). 


В самом деле, элемент (£* 2”) *Ё (соотв. Ё* (Ё”*Ё)) есть образ 
‚элемента ¢t@?t” @?’ относительно отображения (в, х, 6’) => 
= (gx) 5’ (соотв. g(xg’)) из GK X XG’ B À. 


4. Свертка точечных распределений и функций 


Пусть G — группа Ли, X — многообразие класса С” и (5, х) => 
H> ох — закон левого действия класса С’ группы С на X. Для 
всякого X = X обозначим через о (X) соответствующее орбиталь- 
ное отображение. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Пусть = TS) (0), где s<r, и пусть 
|: X>F— функция класса С" со значениями 8 отделимом поли- 
нормированном пространстве (например, Е = К). Сверткой элемен- 
тов t u |, обозначаемой через tx], называется функция на X 
со значениями в Е, определяемая формулой 


(x f) (x) = CY * e,, |). 
Имеем 
(x f) (x) = ( (x), (69), f) (n° 3, предложение 14 (ii)) = 
— (IV, fop(x)) (Мн. Ce. pes., 13.2.3) = 
— (t, (оо (х))\) (Мн. Ce. рез., 13.2.3). (4) 


Отметим также, что определение 3 записывается в более 
симметричной форме: 


(Ex, Ё* f) = CY *8,, |). (5) 
Функция (g, х) =>} (gx) = (foe (x)) (g) на СХ X принадлежит 
классу С’. В силу Mn. Св. pes., 13.4.4, функция x—>(tVY, fo p(x)) 
принадлежит классу C’ °, если $ < oo. Другими словами, если 
$ < oo, то txf принадлежит классу C7 *. 
Ясно, что #*] линейно зависит OT iu. 


= 
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Формула (4) влечет за собой, в частности, формулу (5 = G) 


(es * f) (x) =f (g7'), (6) 
e, +f = (8) |. (7) 


Предположим, что К = или С, что С и X конечномерны и X 
наделено положительной меро1, инвариантной относительно G. Опре- 
деление элемента Eg + | согласуется с определением из Интегр., гл. VIII, 


$ 4, n° 1 (см. формулу (2) там же). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 17. Пусть ЕЯ ©) ((), ГЕЯ 8 (Хи р XoF— 
функция класса С’, где $ - $’ <r. Тогда 


{, te fy = Е, |). 


т.е. 


Действительно, 
Wi tefp=U, x (it, gf (g7'x))) (В силу (4)) = 
= (Е @ Ё, (в, x) f (g—'x)) (Mn. Св. pes., 13.4.4) = 
= (tV @ t’, (в, х) =>] (gx)) (Mn. Ce. pes., 13.2.3) = 
= (Vet, р. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 18. Пусть элементы teT)(G), ГЕЯ 6) (С) 
и функция f: X—F, принадлежащая классу С’, таковы, что 
s + $’ < г. Toeda 

(Ex РГ) * f = te (Г « f). 


Действительно, для всякого XEX 
(es, (tal! ke «р =((1*ЁР)Ужа,, [) (в силу (5)) = 
— (ЁУ x (№ «e,), |) (предложения 2 и 7) = 
эта, Рей (предложение 17) = 
— (8, Ё* (Ё*])) (предложение 17). Ч. Т. Д. 


Если г>> со, то мы видим, что пространство функций класса С” 
на X со значениями в Р есть левый модуль над алгеброй 7 (®) (Ц). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 19. Пусть ЕЯ ©) (G), где s<r, и | (соотв. f’) — 
функция класса С’ на Х со значениями в отделимом полинор- 
мированном пространстве Е (соотв. Е’). Пусть (u, и’) > uu’ — 
билинейное непрерывное отображение из ЕЖЕ’ в отделимое 
полинормированное пространство Е”, так что ff’ есть функция 

+ п 


класса C’ на X со значениями в Е”, >, t; ® Ё — образ элемента t 
i=1 


в TS)(G) @ J) (G) относительно копроизведения. Тогда 


Pip = À (t; * f) (ti * [’). 
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Действительно, пусть хе À, и, как всегда, через о (x) обо- 
значено орбитальное отображение для точки х. Имеем 


(ex, (* (FP) == EY, (FE) (в силу (4)) = 
== (V, (Гор (x)) (Гор (x))) = 


2 (ор (х)) ti’, fh op(x)) (Mn. Св. рез., 13.5.2) = 
= | 


|| 


1 


— 2 


(ex, ti*f) (ex, tif’) (в силу (4)). 


Замечание 1. Пусть G — группа Ли, X — многообразие класса С” 
и (x, 2) => xg — закон правого действия класса С” группы G Ha À. 
Если [ЕЯ (G) (где ssr) и [ X>F— функция класса С” 
на X, то через |*Z обозначается функция Ha À, определяемая 


условием oe 
(Ex, | *t) == (в, #tY, fy = 

= (о (x), (#\), р) = 

— ({V, [оф (х)) = 


= (t, (Гор (x))Y). (3) 
В частности, | 
(f * e,) (x) = (хаб), (9) 
TE 
fee, —=6(g) f. (10) 


Предложения 17, 18 и 19 в очевидных обозначениях превра- 
щаются в равенства | 


Е, Рав], (11) 
fa(tat)=(fabet, (12) 
Git = À Fri) =). (13) 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 20. Пусть G, G’ — группы Ли, X — многообразие 
класса С’ и (g,x)- gx (соотв. (x, 0’) => хо”) — закон левого 
(соотв. правого) действия класса С’ группы С (соотв. G’) на X. 
Предположим, что (gx) g = g(xg"), каковы бы ни были xe X, 
geG, 5’е 0’. Пусть элементы teT(G), ГЕЯ 6) ((') u 
финкция f: X—>F класса С’ таковы, что s +s’ <r. Тогда. 


(t+ f) «i! = (Г). 
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Действительно, для всякого хеЕХ 


(eu, (* же, РУ, t#f) (в силу (8) = 
= ({\ * (в, *ЁРУ), f) (предложение 17) = 
= (У жа, f*t’) (предложение 2 и (11)) = 
= (e,, tx ([*Ё)) (в силу (5)). Ч. T. Д. 


В частности, рассмотрим действие группы G на самой себе 
левыми и правыми сдвигами. Если f: G— Е — функция класса С” 
на Си Ё ЕЯ © (() (с $5 <», тоЁжри [*Ё являются (при $ < oo) 
функциями класса C’ * на С. Пусть, кроме того, ГЕЯ 6) (С) 
с $- 5$’ <r. Тогда 

| Mt = t ([*Ё). (14) 


В частности, €” (G) является (9 <) (С), 9 © (@))-бимодулем. Фор- 
мулы (5) и (8) включают в себя как частные случаи равенства 


(t, f) = (ве, EY * f) = (ве, [* Г). (15) 


Замечание 2. Пусть (5, х)-> gx — закон левого действия 
класса’ С’ группы С на X. Пусть tEU,(G) (где sr), Q — от- 
крытое подмножество в X и f: Q>F— функция класса С”. 
Тогда по-прежнему можно определить #*] формулами (4) или (5); 
это функция, определенная на ©, со значениями в F и класса 
C’*, если $ < co, Результаты настоящего пункта очевидным 
образом распространяются на эту ситуацию. 


5. Поля точечных распределений, определенные действием 
группы на многообразии 


Пусть (5, x) А, (5, x) = gx — закон левого действия класса С” 
группы С на X. Пусть sr uteU,(G). Для всякого xeX 
имеем fx8 © TY? (X). Отображение х->{*а, называется полем 
точечных распределений, определенным элементом t и действием 
группы С на X; оно обозначается иногда через D} или просто 
через D;. Пусть Q — открытое подмножество в À и F— отде- 
лимое полинормированное пространство. Если |: Q— Е принад- 
лежит классу С’ и s<r, то функция tY *f на © обозначается 
также через D,f. Следовательно, 


(Dyf) (x) = Ф*а», 1). (16) 


Если $ < ©, to Df=#@""(Q,F) в силу n° 4. Таким образом, 


fr D,f есть отображение из € (©, F) 8 @ °(Q, F) (которое 
часто, допуская вольность в обозначениях, обозначают через D;). 
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Если 1EU,(G), FEU,(G) и $ + $ <r, то в силу предло- 


жения 18 n° 4 
Di sted = D; (р, (17) 
поэтому, допуская указанную выше вольность в обозначениях, 
олучаем 
re Ри. к = Dy o Di. _ (18) 


Предположим, что С и À конечномерны. Отображение 
(4, x) t1@e, из TS (G) X X в векторное расслоение Г® (GX X) 
(см. Мн. Ce. pes., 13.2.5) принадлежит классу C’ °. Стало быть 
(Mn. Св. pes., 13.2.5), ия ( x) se, из TP (G) X X 
в векторное расслоение т? (X) принадлежит классу C °. В ua- 
стности, О, есть дифференциальный оператор порядка <; A 
класса C’ * в смысле Mn. Св. рез., 14.1.6. Согласно формуле 
(16), функция D,f является тогда результатом действия Ha функ- 
цию f этого дифференциального оператора (Мн. Св. pes., 14.1.4). 

Отбросим предположение, что G и À конечномерны. Пусть 
ap — автоморфизм многообразия À и А — поле точечных распре- 
делений на Х. В соответствии с общими определениями преоб- 
разованием поля А посредством автоморфизма \ф называется 
поле точечных распределений на Х, значение которого в точке 
4 (х) есть 1$, (А (х)); это отображение обозначается через 1 (A). 
Если ЕС и T(g) обозначает автоморфизм X+> gx MHOTO- 
образия X, то преобразование поля А посредством автомор- 
физма T(g) называется также преобразованием поля А элемен- 
TOM 6. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 21. Пусть ф — автоморфизм многообразия X, 
коммутирующий с действием группы G. Тогда поле D, инвариантно 
относительно 1. 


Действительно, для всякого x = À 
(ф (D:)) (ap (x)) =, (D; (x)) = ф, (x e,) = 
—=!xw,(e,) (предложение 15) = 
=1* by (x) = Dy (ф (x)). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 22. Если g@G, To преобразование поля 0; 
элементом & есть De regen 


Действительно, значение этого преобразования в точке gx 


ТЬ 
t (g), (Dz(x)) = т (g), (tre,)= 
—=e,*(f*e,) (предложение 14 (i)) = 
—=(e,*f*e-!)*e,, (предложения [и 2) = 
= De stee 1 (gx). 4,5: 2% 
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Пусть .(х, g)->u(x, g)=xg — закон правого действия 
класса С’ группы С на X. Пусть $ <гиЁ © 0, (0). Для. всякого: 
x e À имеем ey *Ёе re (X). Отображение х-> в, *Ё называется 
полем распределений, определенным элементом Ё и действием 
группы С на X; оно обозначается через D} или просто через D}. 
Пусть Q — открытое подмножество в X. Если jf: @ > Е принад- 
лежит классу С’, то функция }*Ё/ обозначается символом D,/. 
Следовательно, 


(Dif) (x) = (ex *t,f) (19) 

и, в очевидных обозначениях, 
Di: «ef =D; (Def), (20) 
D} x = Оо Dy. (21) 


Предложение 21 остается справедливым. Пусть g@G. Пре- 
_ образование поля D; элементом £ (т. е. автоморфизмом x +> xg 
многообразия X) есть De _1ъёже . 

| g g 


6. Инвариантные поля точечных распределений на группе Ju 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Пусть С — группа Ли. Поле распределений 
на С называется левоинвариантным (соотв. правоинвариантным), 
если оно инвариантно относительно левых (соотв. правых) сдви- 
гов группы CG. | 

Другими словами, поле распределений gt>A, на С лево- 
инвариантно, если. 


/ 
Age = (8), Ag для g,g из G, 
или, что TO же самое, если 
Age = 8. *А Для g,g us Ц. 


Оно правоинвариантно, если 
re ER / 
Age = 6(g'~'), Ag для g, g’ из G, 
или, что TO же самое, если 
Age’ = Ag * 8g" AJA 5, g’ ИЗ С. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Пусть @ — группа Ли ut=U(G). Через Ly 
обозначается поле распределений gr>e,*t на G, а через R; — 
поле распределений gr>t*e, на G. 

Другими словами, L; (соотв. Ry) есть поле распределений, 
определенное элементом Ёи действием группы С справа (соотв. 


слева) на G посредством отображения (5, 5”) => gg’. Пусть Q — 
открытое подмножество в а и F — отделимое полинормирован- 
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ное пространство; если {© ®° (0, F), то Lf=f* У = < (0, F) 
и Rif = «f © @ (©, F) (n°5). Если С конечномерна, то диф- 
ференциальные операторы L; и В; принадлежат классу С° (n° 5). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 23. (1 ` Отображение t—>L, (соотв. t->R,) 
есть изоморфизм векторного пространства U(G) на векторное 
пространство левоинвариантных (соотв. правоинвариантных) по- 
лей распределений на G. 

(ii) Для Ь t из 0 (0) umeem Lise =LioLy, Rur=RroR;, 
Li o Ry — Ryo Li (если допустить вольность в обозначениях, как 
в n 5). | 
(iii) Если 0 — отображение 8 => g~' из G на С, To O(Li) =R,y. 


(iv) Если tŒEU(G) ug=G, то (Lt)g = (Кен) 


Любой правый сдвиг в G коммутирует с любым левым 
сдвигом. В силу предложения 21 n°5 поле L;, следовательно, 


левоинвариантно. Поскольку (Li), = отображение tr>L; инъ- 
ективно. Пусть А — поле левоинвариантных распределений на G 
и t=A,; тогда поля А и Ly принимают одно и то же значение 
веи левоинвариантны; стало быть, А = l;. Это доказывает (i) 
для [,; аналогично рассуждаем для Ry Формулы Lz « ¢ == Lo Ly, 
Rss — ЮроЮ, следуют из (21) и (18). Пусть + ОИ, (CO), le 
=U, (G), f=’ (©, Е), где Q открыто в Си s+s’ < г; полу- 
чаем 
LiRe (f) = Li (ENV sf) = (УР = 


—=ЁРУ*(]*Ё/) (предложение 20) = R;L;f 
и, стало быть, Leo Ry = Ryo Ly. Поскольку 0 является изомор- 
физмом из G на GY, 0([,) есть правоинвариантное поле распре- 


делений на С; его значение ве равно 0, (1) ="; значит, 0 ([.,) = 
= Riv. Наконец, 


я sie rie, = (Re, “1 22-1), 


Замечание 1. Отметим, что для определения левоинвариант- 


7 ных полей распределений мы рассматриваем действие группы G 


на себе правыми сдвигами. 


Замечание 2. Е re что С конечномерна. Отобра- 
жение 


(Е, 8) SE (Юз). —=1* Eg 


из U,(G)XG в T)(G) есть изоморфизм аналитических вектор- 
ных расслоений; в самом деле, это отображение биективно, ли- 
нейно на каждом слое и аналитично (n° 5). С другой стороны, 
пусть ф: 1(/(G)—U,(G)XG есть обратное отображение; если 
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i=T, (6) то g(t) = (Ё*2,-1, 2) и, стало быть, ф аналитично. 


Изоморфизм ф называется правой тривиализацией расслоения 
Т<)(@). Таким же образом рассмотрим отображение (+, с) 

= (Ly), =e,*t из U,(G)XG в Т®(@); обратный изоморфизм 
называется левой тривиализацией расслоения TS) (G). При orpa- 
ничении на T(G) мы снова получаем правую и левую тривиа- 
лизации расслоения T(G) ($ 2, n° 2). 


7. Алгебра Ли группы Ли 


\ Пусть @ — группа Ли. В U(G), как во всякой ассоциатив- 
HOH алгебре, полагаем [t, #] =1{*«ЁГ—ЁР*Ё Поскольку Т. (С) 
является множеством примитивных элементов в U(G), имеем 
IT.(G), Г. (@)] < Те (@) (ra. II, $ 1, n°2, предложение 4). Огра- 
ничение операции коммутирования на Г. (G) определяет, следо- 
вательно, в Г. (@) структуру алгебры Ли. 


Лемма 1. Пусть X и X’ — полные нормируемые пространства, 
Xo — открытая окрестность точки 0 в X, | — такое аналитическое 
отображение окрестности Ху в X’, что 1(0)=0. Пусть f= 
=f + fo + fs + ... — разложение в степенной ряд функции f 
в точке 0, где |, — однородный непрерывный многочлен степени i 
на X со значениями 8 X’. Пусть #— элемент из TS?(X), pac- 
сматриваемый как точечное распределение на X, носитель кото- 
рого содержится в {0}. Пусть !=f,()ETS (X). Однородной 
компонентой степени | элемента Ё является (fa, t). 


Обозначим через В эту компоненту. Для всякого линейного 
непрерывного отображения и пространства À” в некоторое по- 


«линормированное пространство получаем 


u(t)=(, и) (поскольку и линейно и непрерывно) = 
== 4° (Миг Св: рез. 132,3) — 
= ($, Uo fo) (поскольку tee TS (A) 
—u({t, f.)) (Мы. Ce. pes., 13.2.2), 


откуда вытекает утверждение леммы. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 24. Пусть С — группа Ли, (U, ф, Е) — такая 


карта на Е, что ф(е) =0, и У — такая окрестность элемента е, 
что V?CU. Пусть m— аналитическое отображение (a, b)> _ 


> 9 (9 (a) 97! (6) из p(V)X @(V) в Е. Пусть m= >. mi, 1 


‘разложение отображения т в степенной ряд в точке (0, 0), где 
| m;; — биоднородный непрерывный полином бистепени (i, j) на 


ЕЖЕ со значениями в Е. 
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(i) M;,9 =M,; =0, каковы бы ни OoUiAluj<l. 

(ii) m,,9(a, 5) =a u my, 1 (a, b) = 6, каковы бы ни были a &E, 
bEE. 

(iii) Пусть p: T,(G)— Е — дифференциал отображения ф в e. 
Каковы бы ни были и, v из Т. (Ц), 


ф([м, o]) = ти, (bu), ф (0)) — пи, 1 (ф (0), ф (м). 


Имеем mia, 0) =а, т(0, 5) =Ь, каковы бы ни были a, В 
из Ф(И), что доказывает (i) и (ii). Пусть и, о принадлежат 
T,(G). Отождествим T,(E) с Е и, стало быть, pc T,(p). Об- 
разы элементов и и U относительно Т.(ф) суть ф(и) и 1 (о). 
Точечное распределение, являющееся тензорным произведением 
этих образов, есть симметрическое произведение элементов. 


(ф (м), 0) и (0, p(v)) в TS(E XK E)=TS(E) ® TS(E), т. е. 
(ф(м), 0) © (0, p(v)) + (0, + (v)) ® (p(w), 0). 


Значит, {,(и*о) является образом предыдущего элемента при. 
отображении m из p(V) Xp(V) в Е. Его компонента степени 1 
в TS(E) есть в силу леммы 1 


x = (m1, (ф(и), 0) ® (0, + (v)) + (0, p(v)) ® (p(w), 0)). 
Определим билинейное отображение п: (EX Е)? > Е формулой 
п ((а, 6), (a’, b’)) = ти, , (a, b’). 

Имеем п ((а, 6), (а, b) = m, | (а, 6) и, следовательно, 


x=(n, (ф (и), 0) © (0, p(v)) + (0, $ ()) ® (p(w), 0)) = 
— ти, 1 (ф (и), p(v)) + пи, 1 (0, 0) — ти, (bu), ф()). 


Аналогично, 1, (о*и) допускает m,,(p(v), ф(и)) в качестве 
компоненты степени | в TS(E). Поскольку w([u, 3] ) имеет 
степень |, это доказывает (iii). 


СледствиЕ. Нормируемое пространство T,(G), наделенное one- 
рацией коммутирования, является нормируемой алгеброй Ли. 


`ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Нормируемое пространство T,(G), наделенное 
операцией коммутирования, называется нормируемой алгеброй Ли 
группы G или просто алгеброй Ли группы G; оно обозначается 
через L(G). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 55. Пусть G — группа Ли, Е (С) — универсальная 
обертывающая алгебра алгебры Ли L(G). Каноническое вложение 
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пространства L(G) в U (G) определяет гомоморфизм n алгебры Е (G) 
в алгебру И (С). Если К имеет характеристики 0, т есть изомор- 
физм биалгебр. 


Действительно, биалгебра U(G) кокоммутативна (Мн. Ce. 
рез., 13.5.1), и фильтрация (U,(G)) согласована со структурой 
биалгебры. Множестго примитивных элементов BU (G) есть L(G). 
Достаточно тогда применить теорему 1 гл. Il, $ 1, n°6, 


Если К имеет характеристику 0, мы будем с этого момента 
отождествлять U(G) с универсальной обертывающей алгеброй 
алгебры Ли L(G). В силу (2) и предложения 7 (ii) отображе- 
ние #=># из U(G) в U(G) отождествляется с главным анти- 
автоморфизмом алгебры U(G) (гл. I, $ 2, n° 4). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 26. Предположим, что К имеет характеристику 
p> 0. Для всякого a = L(G) имеем а "EL(6) u ad (а?) == (ad a)? 
{степень а’ вычисляется в U (G)). 


Если a@L(G), то а примитивен в U(G), а потому a” при- 
митивен BU(G) (гл. Г, $ 1, n° 2, замечание 1); значит, а? е= L(G). 
Пусть о„ (соотв. т.) — линейное отображение x+>a*x (соотв. 
xt xxa) из U(G) в U(G). Для всякого x@U(G) имеем 
‚ (ада) (x) = (©. — та) (x); стало быть, (ada)? = (о, — та)’. Но og 
и Ta коммутируют друг с другом и, следовательно, (ва — та)? = 
=(0,)” — (T,)" = 0,P — тор, откуда следует второе утверждение. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7. Пусть X — многообразие класса С’ (r >2), 
_— полная нормируемая алгебра Ли. Инфинитезимальным зако- 


u г—1 
ном левого (соотв. правого) действия класса C алгебры Ли 
$3 на X называется отображение a> D, из 9 в множество век- 
торных полей на X, обладающее следующими свойствами: 


а)- отображение (a, x)+>D,(x) есть морфизм класса er 
тривиального векторного расслоения |X \X в векторное расслое- 
ние Т(Х}; | 

6) [Da, Do] = — Ба, ы (соотв. [Da, Do] = Da, вы), каковы бы ни 
были а, b из à. 


В частности, всякое векторное поле D, принадлежит 
г—1 
Koacey CG. 


Замечание. Пусть X — многообразие класса С”, 4 — алгебра Ли 
конечной размерности, at > D, — линейное отображение из 4 


в векторное пространство векторных полей класса Е. #44 À 

Тогда условие а) определения 7 выполнено. Действительно, рас- 

’‹<матривая базис в Gg и применяя Мн. Ce. рез., 7.7.1, мы сво- 

_ дим все к случаю, когда ding= |, и наше утверждение тогда 
очевидно. 


вк 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 27. Пусть С — группа Ли, X — многообразие 
класса С’. Предположим, что задан закон левого (соотв. пра- 
вого) действия класса С’ группы G на X. Для всякого a & L(G) 
пусть Dg есть поле точечных распределений, определенное эле- 
ментом а на X. 


(i) Отображение (a, x)> D, (x) является морфизмом класса С" 
тривиального векторного расслоения Г (С) X X в векторное pac- 
слоение Т(Х). 

(ii) Пусть Г— открытое подмножество в К, содержащее 0, u 

: [> @ — такое отображение класса С’, что у(0)=е. Пусть 
а = То(у) 1 EL(G). Если F— функция класса С’ на некотором 
открытом подмножестве в X, TO 


(Фор) (х)= a ue > (f (y (k) x) — j (x), если G действует слева, 
(D, f) (x) ms = ET (f (xy (k)) — f (x)), если G действует справа- 


(iii) Если r>2, то отображение ar D, есть инфинитези- 


мальный закон левого (соотв. правого) действия класса С" 
алгебры Ли L(G) na X. 


Предположим, что С действует слева Ha À. Пусть gg: GXX>X— 
этот закон действия. Тогда Т(ф) есть ф-морфизм класса C’ 
векторного расслоения T(G)X Т(Х) в векторное расслоение Т(Х} 
Мн. Св. рез., 8.1.2). Индуцированное векторное расслоение: 
(T (G) X T(X)) I (fe} X À) отождествляется с E=L(G)XT(X). 
Стало быть, Т(ф)|Е есть морфизм класса = векторных pac- 
слоений. Для (а, x) = L(G) X X имеем T (ф) (а, x) = D, (x), откуда 
следует (i). к 

Формула, выражающая (D,/)(x), вытекает из сказанного 
в конце n°2 § 2 и из Mn. Ce. рез., 8.4.5. 

Предположим, что r >2. Пусть a,b лежат B L(G) и += 
функция класса C’ на некотором BEN подмножестве из X. 


Имеем 
Dia, vf = Do (Daf) — Da (Def) (в силу (17)) = 
=[D,, D.lf (Мн. Ce. рез., 8.5.3). 


Пусть xe X. Взяв в качестве | отображение, задаваемое ка- 
кой-нибудь картой на Х, область определения которой содер- 
жит точку X, получаем из этих равенств Dia, ы (х) = [Дь, Dal (х), 
откуда следует (iii), Аналогично рассуждаем в случае, когда G 
действует на Х справа. Ч. Т. Д. 

Если r>2, отображение a+>D, называется инфинитези- 
мальным законом действия, ассоциированным с данным законом 
действия. 
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8. Свойства функториальности алгебры Ли 


Пусть G u Н — группы Ли, ф — морфизм из G в H. Ограни- 
чение отображения И (ф) на пространство L(G) (которое есть 
не что иное, как T,(@)) является непрерывным морфизмом 
пространства L(G) в L(H); мы обозначаем его через L(g). 
Если ф — морфизм из Н в некоторую группу Ли, то L (1 © p) = 
= /. (1) ° Г ($). 

Для того чтобы ф был иммерсией, необходимо и достаточно, 
чтобы L(g) был изоморфизмом из L(G) на некоторую под- 
алгебру Ли в L(H), допускающую топологическое дополнение. 
В частности, если @ — подгруппа Ли в À и @— каноническая 
инъекция, то L(G) отождествляется с некоторой подалгеброй Ли 
в L(H) при помощи L(g). В еще более частном случае, когда 
С — открытая подгруппа в Н, имеем L(G)=L(H). 


Если G — квазиподгруппа Ли в À, то L (С) также отождествляется 
с замкнутой подалгеброй Ли в L(H). 


Для того чтобы ф был субмерсией, необходимо и достаточно, 
_ чтобы L(q@) был сюръективен и его ядро допускало топологи- 
ческое дополнение. В этом случае ядро N морфизма ф является 
подгруппой Ли в С и Г, (М) = Кег [. ($). В частности, если Н — 
факторгруппа Ли группы С по нормальной подгруппе Ли Р, 
то L(P) есть идеал в L(G), и если ф -— каноническая сюръекция 
из G на Н, то L(G/P) отождествляется с L(G)/L(P) при no- 
мощи морфизма, получающегося из морфизма L (ф) посредством 
перехода к фактору. 


Пусть J — конечное множество, (G;), — , — семейство групп Ли, 


С — их произведение, р; — канонический морфизм из G Ha G;. 
Тогда (L(pi)),=, является морфизмом алгебры Ли L(G) в ал- 


гебру Ли [I L(G;) и изоморфизмом нормируемых пространств. 
iel 


Мы отождествляем, значит, L (С) cell L (G;) посредством L (p;) 


те 1* 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 28. Пусть G и H — группы Ли, @ — морфизм 
из G eH. Предположим, что К имеет характеристику 0 u H 
конечномерна. 

(i) Ядро N морфизма ф есть. р Ju 6 Gu.' L(N)= 
= Ker L ($). 

(ii) Морфизм % из G/N в H, получающийся из ф посредством 
перехода к фактору, является иммерсией. 

(iii) Если @(G) замкнуто в Н и топология в G имеет счет- 
ный базис, то @(G) есть подгруппа Ли в Н, vd есть изоморфизм 
группы Ли G/N на группу Ли g(G) и L(p (G)) = Im L (q). 
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Зададим левое действие группы G Ha Н с помощью отобра- 
жения (5, й) ->ф(5)Ё. Достаточно применить к орбите эле- 
мента е предложение 14 $ 1, n°7. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 29. Пусть G и Н — группы Ju, D — морфизм 
из ав H. Предположим, что К имеет характеристику 0 u 
группа Н конечномерна. Если H’— подгруппа Ли в H, To 


С’ = ф-'(Н’) есть подгруппа Ли eG и Г(6)=1Г (9) (L(H’)). 
Пусть л — каноническое отображение из FH в однородное 


пространство À = Н/Н”. Зададим действие группы С слева на X 
с помощью отображения (5, х)->ф(5)х. Стабилизатором эле- 
мента л(е) служит подгруппа G’, являющаяся, стало быть, под- 
группой Ли в С ($ 1, n°7, предложение 14). Орбитальное ото- 
бражение для элемента л(е) есть лоф. В силу предложения 14 
$ 1 L(G’) есть ядро морфизма Ё(лоф) =Т. (п) о [. ($). Ядром 
морфизма Т.(л) является L(H’) ($ 1, n°6, предложение 11 (i)),. 
и, стало быть, Кег Г. (лоф) = Г (ф) '(Ё(Н”)). 


СледствиЕ 1. Пусть G, Н — группы Ли, 9, и ф› — морфизмы 
из Ge Н. Предположим, что К имеет характеристику 0 u H 
конечномерна. Множество таких EEG, что ф/ (5) = фо (5), яв- 
ляется подгруппой Ли G в С, a L(G’) представляет собой мно- 
жество тех x = L(G), для которых L (p,) x = L (qo) x. 


Положим ф (2) = (p, (5), @o(g)) для всякого g = G, так что p 
есть морфизм из ав НЖН. Пусть А — диагональная подгруппа 
BH XH. Тогда б’=Ф-(А) и Г (Фх= (L(x, Еф») для 
каждого хе= L(G). Достаточно применить теперь предложение 29. 


Следствив 2. Пусть С — конечномерная группа Ли, G, u 
С, — две подгруппы Ли в G. Предположим, что характеристика 
поля К равна 0. Гогда G,NGs есть подгруппа Ли 8 G с anee- 
брой Ли L(G,)NL (G;). 

Применяем предложение 29 к каноническому вложению под- 
группы G, в С и к подгруппе Go. 


СЛЕДСТВИЕ 3. Пусть G, G’, Н — группы Ли, ф: G— Hu 
ф’: G’—H — морфизмы групп Ли. Предположим, что К имеет 
характеристику 0 u Н конечномерна. Пусть Е — множество тех 
(с, 5’) ЕСЖ О’, для которых ф(5) =’ (g’). Тогда F есть nod- — 
группа Ju 8 GX G’ и L(F) есть множество таких (x, х’) Е Г (@)Ж 
x L(G’), что Г (ф)х =L(g’)x’. 

Применяем следствие 1 к морфизмам (g, g’)+>@(g) и 
(2, 2) > g’ (e’) из G XG’ 8 H. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 30. Пусть С — конечномерная группа Ли co 
счетным базисом, Ни H’— подгруппы Ли в G. Предположим, 
что К имеет характеристику 0 и НН’ локально замкнуто в G. 
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(i) HH’ есть подмногообразие в Gu Т.(НН”) = L(H) + L(H’). 

‚ (ii) Предположим, что всякий элемент из Н перестановочен 

co всяким элементом из Н’. Тогда НН’ есть подгруппа Ли в G. 

Пусть ф — отображение (h, h’)->hh’ из НЖН'’ на HH’. Ядро 

морфизма ф есть множество пар (т, т"), где m=HfNH’, u 

морфизм из (НХ Н”/Кегф на HH’, получающийся из ф nepe- 
ходом к фактору, является изоморфизмом групп Ли. | 


Зададим левое действие группы НЖН’ на G с помощью 
отображения ((h, h’), g)+>hgh’—'. Орбитальное отображение p 
для е есть (A, h’)->hh'-!. В силу предложения 14 (iii) из $1, 
n°7, НН’ является подмногообразием в Си Г. (НН”) = шт Т. (6). 
Однако 

Ге (©) (ЕСН) X {0}) —L(H) и Те (5) {0} X Е(Н’)) =L (A); 
стало быть, Т.(НН’”) = Ё(Н) + L(A’). Предположим, что вся- 
кий элемент из Н перестановочен со всяким элементом из H’. 
Тогда НН’ есть подгруппа BG. В силу (1) это подгруппа Ли 
BG. Оставшаяся часть утверждения следует из предложения 28. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 31. Пусть С — конечномерная группа Ли со 
счетным базисом, Н — нормальная подгруппа Ли в G, A— noo- 
группа Ли в Ц. Предположим, что К имеет характеристику 0 
и АН замкнуто. Пусть @ — канонический морфизм из G на G/H. 
Тогда канонические отображения 


АКН ПА) — @ (A), АН/Н > 9 (A) 
суть изоморфизмы групп Ли. 


В силу предложения 30 АН есть подгруппа Ли BG. В силу 
следствия 2 предложения 29 НПА есть подгруппа Ли BG. 
Таким образом, можно говорить о группах Ли АН/Н и A/(HN À). 
€ другой стороны, ф(А), будучи каноническим образом под- 
множества АН в С/Н, замкнуто и, стало быть, является подгруп- 
пой Ли в G/H (предложение 28 (iii)). Предложение 28, приме- 
ненное к сквозным морфизмам A>G—G/H и AH>G->G/H, 
показывает, что канонические отображения, указанные в пред- 
ложении, суть изоморфизмы групп Ли. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 32. Пусть а и H — группы Ли, Е — замкнутое 
недискретное подполе в К, ф — морфизм из G в Н как групп Ли 
над Е. Предположим, что К имеет характеристику 0. Если L(g) 
является К-линейным морфизмом, то ф есть морфизм структур 
групп Ли над К. | 


Для всякого geG 
T, (ф) = Tey (9 (g))) 0 L (@)° Tz (у (8) ), 


следовательно, отображение T, (ф) является К-линейным. Предло- 
жение следует тогда из Мн. Св. рез., 5.14.6. 
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9. Алгебра Ли группы обратимых элементов алгебры 


Пусть А — ассоциативная полная нормируемая алгебра с еди- 
ничным элементом € и À” — группа обратимых элементов из А. 
Мы видели ($ 1, n°1), что А“ — открытое подмногообразие в А 
и группа Ли. Пусть О — группа Ли, | — морфизм группы Ли G 
в группу Ли À. Можно рассматривать f как аналитическое 
отображение из С в полное нормируемое пространство А. Стало 
быть, если ЁЕЯ (%)(G), то можно образовать выражение DB 
которое является элементом из А. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 33. Отображение tt, f) есть морфизм ал- 
2e6 pol I (С) в алгебру A. 


Достаточно проверить, что если Ёи Г — точечные распреде- © 
ления на С, то {*Ё, f)—(t, (tl, Р. Однако 


tet’, р = ®Ь, (gg) > fi (gg’)) = 
=O, (в, 2) Il) = 
=, У fy. (Ma. Ca. ре. 13.43), I TH, 
Морфизм из предложения 33 называется морфизмом, ассо- 


циированным с ] 
Возьмем в качестве С саму группу А" и в качестве f — то- 


' ждественное отображение ı группы À. Мы получаем морфизм 


(именуемый каноническим) алгебры 9“) (A*) в алгебру А. Каса- 
тельное пространство T,(A”) канонически отождествляется с À, 
и если t@T,(A*), то из определения этого отождествления вы- 
текает, что (1, \) = Коль скоро это так, предложение 33 вле- 
чет за собой следующее 


Следствие. Каноническое отображение & из L(A‘) в А есть 
изоморфизм алгебры Ли L(A‘) на алгебру Ли А. Другими сло- 


вами, 
С([а, b]) = 5 (а)5 (6) —5(6) 5 (а), 


каковы бы ни были a, В из L(A‘). Если К имеет HONTE ae 
p> 0,20 2 (а?) = 5 (a)? для всех a = L(A’). 


С этого момента мы отождествляем L(A‘) и À при помощи 
изоморфизма С. 

Канонический морфизм из Я (%)(4*) в A был получен в Ka- 
чесгве частного случая морфизма из предложения. 33. Но можно 


рассуждать в обратном порядке. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 34. Пусть Н — группа Ли, À — ассоциативная 
полная нормируемая алгебра с единицей, ф: H — А" — морфизм 


групп Ли. Ассоциированный морфизм @ из T (oo) (H) в À полу- 
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чается в результате композиции морфизма $, и канонического 


морфизма из Я (>) (A) в А. В частности, p(x)=L(g) (x) для 
всякого x = L(A). | 


Действительно, пусть i — тождественное отображение из A 
в A. Для любого Ё ЕЯ “®)(Н) имеем 


PO =<Ь Фф) =4, io ф) = 
— (ф. (t), i (Мы. Ce. рез., 13.2.3). 


10. Алгебры Ли некоторых линейных групп 


Пусть Е — полное нормируемое пространство. Тогда & (Е) 
есть полная нормируемая алгебра с единицей и GL(E) есть 
группа Ли. Согласно следствию из предложения 33 n°9, при 
каноническом отождествлении пространства T,(GL(E)) с Z(E) 
структура алгебры Ли в ZL(GL(E)) задается коммутатором 
(x, y) xy — yx двух элементов из (Е). В частности, 
L (GL (п, AnD канонически отождествляется с al(n, К) (ra. I, 
S 1:52 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 35. Пусть Е — конечномерное векторное npo- 
странство. Пусть ф— морфизм gtr detg группы Ли GL(E) 
в группу Ли K*. Отображение L(g) из (Е) в К есть отобра- 
жение х--> Тгх. Ядро SL(E) морфизма ф является подгруппой 
Ли в СЕ (Е) с алгеброй Ли 8\(E). 

Выберем норму и базис в Е. Разложение определителя пока- 
зывает, что 


4е+ (1 и) Е 1+ Тги Ко(]и|), 


когда и стремится к 0 в Z(E). Стало быть, ввиду предложе- 
ния 34, n°9, для хе S(E)— L(GL(E)) имеем 


L (Ф) (x) = (x, p = Тг (x). 


Отсюда следует, что фесть субмерсия. Следовательно, Кегф = 
— SL(E) есть подгруппа Ли в GL(E), алгеброй Ли которой 
является Ker L(g) = 81 (Р). Ч. Т. Д. 


Пусть В, ..., Е, — полные нормируемые пространства и 
Е — их прямая сумма. Любой элемент x =  (E) представляется 
матрицей г: 
iles, jen Me X17 EP (Ei, Е}. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 36. Пусть [—подмножество множества {1, 2, ... 
..., №}, @ — подгруппа в GL(E), образованная такими £= 
= (911), <, jen € GL(E), что g;5=0 при i<j иви=1 при 


10 $ 3. ПЕРЕХОД ОТ ГРУППЫ ЛИ К EE АЛГЕБРЕ ЛИ 987 


iel. Тогда С является подгруппой Ли в GL(E), a L(G) есть 
множество таких = (хи) <; ‚<. (Е), что ху =0 npui<j 
и хи =0 npu iel. 


Пусть $ — множество тех (xij) = Z(E), для которых хи; = 0 
при i<j и хи =0 npniel. Тогда G представляет собой пе- 
ресечение группы GL(E) с аффинным подпространством 1-+ $ 
в Z(E). Стало быть, G является подмногообразием в GL(E) 
и касательное пространство к С в | отождествляется с $5. 
Не 


В частности, в @Ё (и, К) нижняя расширенная треугольная 
подгруппа и нижняя строго треугольная подгруппа, определен- 
ные так же, как в Интегр., гл. УП, $ 3, n°3, суть подгруппы 
Ли с алгебрами Ли t(n, К) и n(n, К) (гл. I, $ 1, n°2). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 37. Пусть А — ассоциативная полная норми- 
руемая алгебра с единицей, х->х' — линейное непрерывное ото- 


бражение из À в А, такое, что (x!) =x, (xy) =y'x', каковы бы 
ни были x, у из А. Предположум, что К имеет характеристику 
РИ: С — nodepynni в А“ образованная элементами x & A, 
Эля Которых хх = x'x =1. T огда G является подгруппой Ли 
в A’ и L(G) есть множество таких yZA, что и =-— y. 

Пусть S (соотв. 5’) — множество таких элементов y А, 
что y =y' (соотв. у = — и). Тогда $, 5’ суть замкнутые век- 
торные подпространства в А. De 


(y+ Er ES (y — y) 


показывает, что А является прямой топологической суммой 
подпространств $ и 5’. Пусть [ — отображение из А в 5, опре- 
деленное формулой f(x) = хх‘. Это отображение аналитично. 
Для всякого y = À имеем f(1 + у) =1 + у-+ и - уу; выберем 
норму в A, согласованную с ее структурой алгебры. Тогда 


(1+ у) +Е 1 -у-+и-о(у|) для у, стремящегося к 0. 


Таким образом, 7,(f)(y)=y+y', так что f есть субмерсия 

1. Следовательно, существует такая открытая окрестность U 
элемента | в A, что UNG есть подмногообразие в U. Стало 
быть ($ 1, n°3, предложение 6), С является подгруппой Ли 
в A’. Кроме того, L(G) =T,(G) = KerT, (р. 


СлЕдствиЕ 1. Предположим, что К имеет характеристики #2. 
Пусть Е — конечномерное векторное пространство над К и ф— 
— билинейная симметрическая (соотв. знакопеременная) невыро- 
жденная форма на Е. Для любого u = ®(Е) пусть и’ — эле- 
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мент, сопряженный к и относительно ф, и С — ортогональная 
(соотв. симметрическая) группа для ф. Тогда G является под- 
группой Ли в СЁ (Е), a L(G) есть множество таких хе  (E), 
“TO X ==—X. 


Применяем предложение 37 с A=L(E) и xt =x", 


Замечание. Пусть В — базис в Eu J— матрица формы ф 
относительно В. Тогда L(G) есть множество тех элементов из 
LE), для каждого из которых его матрица X относительно В 
удовлетворяет равенству 


gm. 
Это следует из Алг., гл. IX, $ 1, формула (59). 


СледствиЕ 2. Пусть Е — комплексное (соотв. вещественное) 
гильбертово пространство, Ц — унитарная группа пространства Е. 
Гогда U является вещественной подгруппой Ли в GL(E) в L(U) 
есть множество таких хе P(E), что X' = — x. 


Применяем предложение 37, полагая А = (Е) (мы рассма- 
триваем ее здесь как алгебру над В) и х' =x’. 


СледствиЕ 3. Пусть Е — конечномерное комплексное вектор- 
ное пространство, ф — невырожденная полуторалинейная эрми- 
това форма на Е, U — унитарная группа формы ф. Тогда U есть 
вещественная подгруппа Ли в GL(E) u L(U) есть множество 
таких хе (Е), что элемент ix эрмитов. 


Если E= {0}, то U не является подгруппой Ли комплексной 
группы Ли GL(E), поскольку L(U) не есть комплексное векторное 
подпространство BZ (E). 


11. Линейные представления 


Пусть С — группа Ли, Е — полное нормируемое простран- 
ство, л — линейное аналитическое представление группы С в Е 
($ 1, n° 2). Ассоциированный морфизм => (fé, n) из Я (°)(G) BL (E) 
является морфизмом алгебр (n° 9, предложение 33), и его orpa- 
ничение на L(G) есть L(x). Стало быть, Ё(л) есть представле- 
ние алгебры Ли L(G) в Е (гл. I, $ 3, определение 1). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 38. Рассмотрим левое действие группы @ на Е; 
заданное отображением (g,x)->n(g)x. Пусть БЕЕи p(b) — 
соответствующее орбитальное отображение. Отождествим кано- 
нически T,(E) с Е. Для всякого Ё Е L(G) 


(L (м) t) (6) = @, 9 (b)) = 9 (6), t= t # ey. 


В частности, векторное поле, определенное элементом 1 на Е, 
есть b+>(L (x) t) (b). 


= 


~ 
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Имеем L(x) t= (¢t, л) (n° 9, предложение 34). Поскольку ото- 
бражение Ar> Ab из Z(E) в Е линейно и непрерывно, выводим 
отсюда, что | | 


(L (xt) 1) (6) = ¢, gr a (5) b) = 
En (+, [Че ор (b)) ie 
—(p(b),t, Ide) (Мн. Ce. pes., 13.2.3) = 
= (5), Е. 


Наконец, p(b),{—txe, (n° 3, предложение 14 (ii)). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 39. Предположим, что К имеет характеристики 0. 
Пусть С — группа Ли, Е — конечномерное векторное простран- 
ство, m — линейное ‘аналитическое представление группы G 8 Е 
u E,, Е›— такие векторные подпространства в Е, что E,CE.. 
Множество G, таких элементов 6 Е С, что n(g)x=æx (mod E,) 
для всякого xEE,, есть подгруппа Ли в С и L(G,) есть мно- 
жество таких элементов а = L(G), что [. (п) а отображает E, в Е.. 


Это следует из предложений 29 (n° 8) и 36 (n° 10). 


СЛЕДСТВИЕ 1. В обозначениях предложения 39 множество 3.1e- 
ментов EEG, таких, что n(g)E, CE), является подгруппой Ли 
в G, и ее алгебра Ли есть множество таких элементов а & L(G), 
что L(n)a отображает E, в E.. 


Надо применить предложение 39 с Е, = Ey. 


Следствие 2. Пусть G, Е и п такие же, как в предложе- 
нии 39, и F — подмножество в Е. Множество таких g EG, что 
л (g) х =x для всякого x & F, есть подеруппа Ли в а, u ee алгебра 
Ли является множеством таких a = L(G), что (L(x) а) (x) = 0 для 
любого хе F. 


Применяем предложение 39, где Е’ ={0} и Е, — векторное 
подпространство в Е, порожденное множеством F. Ч. Т. 


Пусть 1), Io, ..., St, Линейные аналитические представле- 
ния группы G. Ясно, что прямая сумма л представлений д; 
(Алг., гл. VII, $ 13, n° 1) есть линейное аналитическое пред- 
ставление группы С и что Г (л) есть прямая сумма представле- 
ний. Lin) 1.0%)... te) (Е § 3,0 fF). 


ПрЕдложеЕнНИЕ 40. 'Пусть С — группа Ли, Е — полное норми- 
руемое пространство, 1, — линейное аналитическое представление 
группы G в Е, F — замкнутое векторное подпространство в Е, 
устойчивое относительно n(G). Предположим, что либо К имеет 
характеристики 0, либо Е есть прямое слагаемое в Е. 


10 Н. Бурбаки 
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(i) Подпредставление n, и факторпредставление 1, предста- 
вления n, определенные подпространством Е, суть аналитические 
представления. 

(ii) Е устойчиво относительно L (п) (L(G)). 

(iii) Пусть о, и Pa — соответственно подпредставление u фак- 
торпредставление представления L (п), определенные подпростран- 
ством F. Тогда Г (п!) = о, L (по) = оо. 


Пусть А — множество таких и <= P(E), что и (Е) = РЕ. Тогда А 
является замкнутым векторным подпространством в (Е) un 
принимает значения в А. В силу предположений относи- 
тельно К и F отображение x’: G— A, имеющее тот же график, 
что и л, аналитично (Мн. Ce. рез., 5.8.5). Канонические отобра- 
жения 0: A>Z(F) и 65: A> L(E/F) линейны, непрерывны и, 
стало быть, аналитичны. Это доказывает (i). Отображения T, (пл) 
и Г.(л’) имеют одинаковый график, а потому L(x)(L(G)) = А, 
что доказывает (11). Наконец, 

Ге (п!) = Те (0, ° л’) = 9, ° Те (л’) er Pi 


Ге (по) = Те (007) = 60. °Т. (л’) = оо. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 41. Пусть С — группа Ли, п, по, ..., A, п— 
линейные аналитические представления группы С в полных нор- 
мируемых пространствах E,, E>, ..., En, Е. Пусть (x1, Хо, .... Хи) 
=> хо... Xn — непрерывное полилинейное отображение из E, X 
ЖЕ Х ... ЖЕ в Е. Предположим, что 


л (8) (хх... ха) = (пи (в) хи) (sty (в) >)... (пи (в) Xn), 


каковы бы ни были g=G, x SE, ..., x, ES E,. Toeda 


(L (x) а) (хо... х,) = À X1Xo 22. Xi ((L (x) à) x) Kyle Ans 


каковы бы ни были a = L(G), x &E,::., m SE. 
Произведем вычисление, например, для п =2. Имеем 
(L (st) а) (хих2) = (a, g > п (8) (x1%2)) (предложение 38) = 
= (а, (g => m, (в) x) (в => по (8) х.)) = 
= (a, g >, (в) х1). хо + хи. (а, => My (5) Xp) 
(Мн. Св. рез., 5.5.6) = 
= ((L (п) а)х,). хи . ((Ё (п) а) хо) (предложение 38). 
СлеЕдствиЕ 1. Пусть С — группа Ли, Е, ..., En+ı — полные 


нормируемые пространства, п, ..., Mn+, — линейные аналитиче- 
ские представления группы ав Е\,..., En+,. Пусть Е = %(Е.,... 
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а 2) E„+1) — полное нормируемое пространство непрерывных 
полилинейных отображений из Е XK ... X En в E,+1 (Общ. Ton., 
гл. X, § 3, n°2). Для всякого gEG пусть п (5) — автомор- 
физм пространства Е, определенный формулой 


(nu (ghu) (хи, «+ +5 Xp) = Mass (9) (и (и @ x, «+s п, (8) Xn). 


Гогда л есть линейное аналитическое представление группы GeEu 
(Е (n)a)u) (и, ..., Xp) = | 


= — 2 u (x1, coe, Ni, (L (л;) а) Ki Kits ve) Xn) + 


+ (L (Ли+1) а) (и (x1, 1% Xn)), 
каковы бы ни были a= L(G,u&E, x, Ej, ..., X, SE,. 


Любой. элемент {(4;,;..., 4,5) ша ВХ ХЕ 
определяет непрерывный эндоморфизм 0 (A,,..., A„;ı) простран- 
ства Е формулой 


A. derer = Ar AR aA 


Отображение 0 из Z(E))X ... X Z(E,+,) в Z(E) полилинейно 
и непрерывно. Для всякого в = С 


л (5) = 6 (лм, (ET), ..., n, (871), личи (2)) 


и, стало быть, л аналитично. Применим предложение 41 к ото- 
бражению 
(X1, coe, An u) => u(x, cry Xn) 


33 Ei Xe: ХЕХЕ Ee FIMEEM 
Tn+1 (g) (и (X, oO 24 Xn)) = (л (2) и) (a (g) Xi, ce) Ли (8) Xn), 


а потому 
(L (stn +1) a) (и Ре %в)) a 


= Lux АБ HL RE, 


Если пространства Е, конечномерны, представление [ (x) алгебры 


Ли L(G) получается из представлений L(m),..., L (ли+1) способом, 
указанным в предложении 3, $ 3 гл. I. | 


СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть @ — группа Ли, x — ее линейное анали- 
тическое представление в полном нормируемом пространстве Е. 


—1 u 
Тогда g+>'n(g) : есть линейное аналитическое представление p 


10* 
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группы G в полном нормируемом пространстве (Е, K)') u 
[. (о) а = — “(Г (л)а) для всякого а <= L(G). 

Это частный случай следствия |. 

Говорят, что о есть контрагредиентное к п представление. 


Если Е имеет конечную размерность, то L (р) есть контрагредиент- 
ное к L (x) представление в смысле гл. I, $ 3, n° 3. 


СлЕДствиЕ 3. Пусть @ — группа Ли, п, ..., 1, — линейные 
аналитические представления группы С в конечномерных вектор- 
ных пространствах Е, ..., En. Тогда представление п ® ... 


. @л, группы G (см. дополнение) аналитично и Г. (п, ® ... 
... QT») является тензорным произведением представлений 
Lin), ..., L (пи). 


Отображение (A,,..., A,) == А, ® ... @A, из ®(Е)Х ... 

. X P(E,) в “(Е ® ... ®Е,) полилинейно, откуда следует 
аналитичность представления л. Рассмотрим отображение 
KESSEL ФЕ аа ® ФЕ: 
В силу предложения 41 : 


бои... @ x)=) x8 г: -® (прах: ®.... ®х,, 


каковы бы ни были а <= L(G), х ЕЕ; для 1<1< п. Стало быть, 
L(x) есть тензорное произведение представлений L(n;). 


Следствие 4. Пусть @ — группа Ли u x — линейное аналити- 
ческое представление группы G в конечномерном векторном про- 
странстве Е. Тогда представления Т” (п), $" (пл), A” (п) группы G 
(см. дополнение) аналитичны и 


LT) = T'(L()), L(S"()) = S"(L (x), L(A (a) = ALM). 


Это вытекает из следствия 3 и предложения 40. 


СлЕдСствиЕ 5. Пусть А — конечномерная алгебра. Предполо- 
жим, что К имеет характеристику 0. Группа Aut(A) автомор- 
физмов. алгебры А есть подгруппа Ли в GL(A) u L(Aut(A)) — 
алгебра Ли дифференцирований алгебры А. 


Это вытекает из следствия | (примененного к E = Z (А, A; А)) 
и из следствия 2 предложения 39 (примененного к подмножеству 
в Е, состоящему из одного элемента — того, который задает 
умножение в À). 


Замечание. Применим следствие | в ситуации, когда @ == 
== GL (F) (Е — полное нормируемое пространство), u = ло = Idg; 


1) Kak и в случае, когда К =В или С, рассматриваемое здесь сопря- 


женное линейное отображение л(5) есть ограничение на 9? (Е, К) сопря- 
женного (в чисто алгебраическом смысле) к л(5) линейного отображения. 


И 
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F3 — тривиальное представление группы С в К. Мы получим ана- 
литическое представление x группы GL(F) в Z(F, F; К). Пред- 
положим, что F конечномерно и К имеет характеристику 0. 
Применяя к л следствие 2 предложения 39, получаем снова 
часть следствия | предложения 37. | 


ПредложениЕ 42. Пусть @ — группа Ли, X — аналитическое 
‚многообразие, (5, х) -> gx (соотв. ха) — закон левого (соотв. пра- 
8020) аналитического действия группы G на X, х-— точка 8X, 
инвариантная относительно G. Для всякого в = С пусть T(g) — 
автоморфизм x'—> gx (соотв. xg) многообразия X, и пусть п (6) — 
автоморфизм пространства T,,(X), касательный к т(5) в Xo. 

(i) m есть линейное аналитическое представление группы G 
(соотв. группы GY) в T,,(X). 

(ii) Для любого a=L(G) u любого & =+Т,(Х) элемент 
[. (п) а. можно вычислить следующим образом: пусть D, — век- 
торное поле, определенное элементом а на X, и Ë — векторное 
поле класса C! в некоторой открытой окрестности точки Xo, такое, 
что Е (Xo) = &; тогда 

L (л) a. & = — [Da, §] (ro). 

Имеем t(gg’) =1(g)t(g’) (соотв. t(g’) t(g)) и, стало быть, 
n(gg)—=n(g)n(g”) (соотв. n(g’)n(g)). С другой стороны, по- 
скольку TX является векторным С-расслоением класса С° ($ 1, 
n° 8, предложение 16), л аналитично, откуда следует (i). 

При доказательстве п. (ii) предположим, что С действует 
слева. Существуют открытая окрестность [ элемента 0 в Ки 
аналитическое отображение у из [в G, такие, что у (0) =е, 
То(у)1=а. Тогда D, есть векторное поле Ha X, определенное 
отображением ф: (4, x) YA) x из [ХХ в Х ($ 2, n°2). Если 
через @, обозначена биекция xt>y(A)x из Х B X, то 


[Ра, бо) = (= (То, (=) (Px) E (Pr (x)))), (Мн. Ce. pes., 8.4.5) = 


= (rt. @r)&)) = 
= (LG ONE) _- 


Поскольку отображения Ar>Yy A)" и At>y(—A) касательны 
друг другу в 0, эта цепочка равенств продолжается следующим 
образом: 


-- (Zur), = 


-- (Zu) (A), bo 
== — 1 (m) a. &. 


294 ГЛ. III. ГРУППЫ ЛИ г 12 


12. Присоединенное представление 


Пусть @ — группа Ли. Рассмотрим аналитический закон ле- 
вого действия 


(8, 8’) > gg’g' = (Intg)g’ 
группы G на С. Этот закон действия, согласно n° 3, определяет 
билинейное отображение из Я <) (0) Х 9 )(G) 8 7 (co) (G), кото- 


рое мы в этом пункте обозначаем символом Т. В силу пред- 
ложения 13 n° 3 имеем 


(= ТЕТ eT), (22) 
каковы бы ни были ft, t’, 1” из Я ® (4). В силу предложе- 
ния 14 (i) n° 3, 

e, T t= (Int g),t, (23) 
каковы бы ни были geGuteZ™(G). В частности, отобра- 
жение fre, Tt из FT‘ (() в Я ©) (() есть автоморфизм би- 


алгебры Я (<) (G). Ограничения его на U(G), U,(G), L(G) обозна- 
чаются соответственно через Ady (с) (8), Ady, (в) (8), Adz (a) (8). 


Вместо Ad, (с) (8) часто пишут Аа (5), если это не может при- 


вести к путанице. Согласно (23), Аа (5) есть касательное ото- 
бражение ве к отображению Int(g). Это автоморфизм норми- 
руемой алгебры Ли L(G). Если К имеет характеристику 0, то 
Ady (c) (5) — единственный автоморфизм алгебры И (С), продол- 
жающий Ad (5). 

Если ф — морфизм группы Ли G в группу Ли Н, то 


9, ТЕ) =, (В) ТФ, (Е), (24) 


каковы бы ни были f, Ё в 9 <“) (6); это следует из предложе- 
ния 15 n°3. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 43. Пусть t, и лежат в 9 © (G). Пусть 


п 
у, [, © 1; — образ элемента t относительно копроизведения. Тогда 
1—1 
п 
= гу 
tTu= Di tsust; | 


По определению ГТГи есть образ элемента Ё® и при ото- 
бражении (8, 5”) => gg’g"! из GXG 8 G. Но это отображение 
получается в результате композиции следующих отображений: 
шв) нев; из GXG в GXGXG; 
ее =. as CO XEKG 3.0 X XG; 

у: (<, 8’, 8”) +> gg”g’ из GXGXG в С. 
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С другой стороны, 


а, ¢@u) =), (3 Ot) ®и= Lt, Ou, 
В, (Уь®иеи) = Ук и 


n n 
у (> SV ви) - № Е жи*ЕУ. 
*\i=!1 i=1 


CAEACTBHE 1. Пусть u= L(G), и’ ET”) (@). Имеем ити’ = 
=ueu’ — И’*И. 

В самом деле, образ элемента и относительно копроизведе- 
ния есть и © а, + 8, Qu, откуда 


ити’ = ижи’ жа, а, жи’ жи" =uxu — Ц’ жи. 


СледствиЕ 2. Пусть = T° (0) и g=G. Тогда e,Tt= 
=e,*lx&,-ı. Если t=L(G), то e ТЕ= gig”! (последнее произ- 
ведение вычисляется в группе Т (G)). 

В самом деле, образ элемента г, относительно копроизведе-. 
ния есть €, © Es. 


СлеЕдствиЕ 3. Пусть a = L(G). Векторное поле, определенное 
элементом а и левым действием g>Intg группы G на С, есть 
поле R, — Lg. 

В самом деле, значение этого поля в элементе © равно 

aTe, —axe, —e,+*a (следствие 1) == 


= (Ro); — (La); (определение 5). 
Us DANCE À 


Для любого g=G и любого Ё = Г (Ц) 
(Ad 8) (0 =e, Ti=e, *f*e,-1 a nip. (25) 


Поскольку Adg=[,(Intg), предложение 42 n° Il доказывает, 
что Ad есть линейное аналитическое представление группы @ 
в нормируемом пространстве L(G). 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7. Представление Ad группы @ в L(G) назы- 
вается присоединенным представлением группы С. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 44. Для всякого а == L(G) 
(L (Ad)) (а) = ad; (ву а. 
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Пусть Бе Г (С). В силу DRE CAN 42 (ii) n° 11 и след- 
ствия 3 предложения 43 


(L (Ad)) (a). 6 = — [Ra — La, Li] (e). 


Однако R,oL;—=£LioR, (n°6, предложение 23 (ii)), откуда 
[Ка, Lil = 0; опять приняв во внимание предложение 23 (ii), 
получаем 


(L (Ad)) (a). 6 = [La, Lo] (е) = Ща, ы (e) = [а, 6] = (ad; (aa) 6. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 45. Предположим, что С конечномерна и что К 
имеет характеристики 0. Пусть $ — целое число >20. Тогда ото- 
бражение п: g—> Ади, (в, (6) есть линейное аналитическое пред- 


ставление группы G в U,(G) и Г(п)а=ади (na для любого 
ae Г. (Ц). 


Линейное представление л есть фактор представления 


@ T’ (Ad), и, значит, оно аналитично. Для а=[(0) и x, 
№. :.,, Xs ИЗ L(G) 


(L(n) а) (X 1X2 ... xs) = 2 x,... (L(Ad)a.x;)...x, (предложение 41) = 


oe 2 x, ... (fa, x;]) ... x, (предложение 44) = 
= (adv, (oa) (KıX2 ... Xs). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 46. Пусть ВЕС, x ET,(G) ua=L(G). Пусть 
ф — отображение (5, 5”) > ggg"! usGXG 8 G. OGpas у элемента 
- (a,x)ET,(G)X Т,(@) относительно Te n(@) есть y=x+ 
+ А((Аай )а—а). | 
В самом деле, 
ия (T (e, в) ф) (а @ & +8, @ x) = aTe, г, Гх = 


— axe, — а за Е х=((АЧВ ")a) — ha + x. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 47. Пусть С — группа Ли, Н и Е— подгруппы Ли 
в G, и предположим, что РЕВ '=Е для всякого В=Н. Тогда 
9 “®) (Н)ТЯ (< (Е) = 9 <) (Е). В частности, Ad (H)(L(E)) = Г. (Е) 
uid GF); LE) Lee) 

В самом деле, если teT™ (A) и ЕЯ <”) (Е), то ®Ё = 
ЕЯ”) (НЖЕ) и образ множества H XE при отображении 
(с, 5’) => gg’g”! содержится BE. 


To TEE 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 48. Пусть @ —группа Ли, Н и Е подгруппы Ли 
в С. Предположим, что G как группа Ли есть полупрямое произ- 
ведение подгруппы Н на Е. Пусть р — линейное представление 
gt (Adg)|L(E) группы Ли G в L(E) (см. предложение 47), 
и пусть 0 — ограничение представления о на Н. Тогда 

(1) L(G) — топологическая прямая сумма пространств Г (Н) 
и L(E); 

(ii) L(H) — подалгебра в L(G), Г (Е) — идеал в L(G); 

(iii) L(o) есть линейное представление алгебры Ли L(A) 
в алгебру Ли дифференцирований алгебры Ли Г (Е); 

(iv) L(G) есть полупрямое произведение алгебры Ли L(H) 
на L(E), определенное представлением Г. (в) (гл. Г; $ 1, n° 8). 


(i) очевидно, (ii) следует из предложения 47. Имеем L (6) = 
=L(p)|L(H). Но согласно предложениям 40 (n° 11) и 44 (n° 12), 
[. (0) (2) есть (для всякого te L (G)) ограничение отображения ad; (gt 
на L(E). Это доказывает (iii). Если учесть (i) и (ii), это дока- 
зывает также (iv). 


СлеЕдствиЕ. Пусть @ — группа Ли. Наделим векторное про- 
странство T,(G) его единственной структурой коммутативной 
алгебры Ли. Пусть т — присоединенное представление алгебры 
Ли L(G). Тогда алгебра Ли группы Т (G) есть полупрямое произ- 
ведение алгебры Ли L(G) на Т. (С), определенное представлением т. 
Иначе говоря, для x, x’ из L(G) u y, y” us T,(G) 


[(х, y), ER y’)] re ([x, CE [х, y] = Ly, x’]) 


(коммутатор слева вычисляется в L(T(G)), а коммутаторы 
справа — в L(G)). 


Это следует из предложения 48 и из предложения 6 $2, n° 2. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 49. Пусть А — полная нормируемая ассоциа- 
тивная алгебра с единицей. Отождествим А с L(A‘). Тогда, 
если g= А* иуЕА, то (Adg)y— gyg”! 


Напомним, что Adg=T, (Int 5). vers и, — отображение 
х=> gxg-! из Ав А. Карта на A”, являющаяся тождественным 
отображением из A’ в A, преобразует Int g B u,| 4*. Отображе- 
ние, касательное в произвольной точке из А к этому OTO- 
бражению, равно и,, откуда следует доказываемое предложение. 


СЛЕДСТВИЕ. Для всякого ge А” пусть i(g) — автоморфизм 
/=-> gyg”! алгебры A, так что i есть линейное аналитическое 
представление группы А” в À. Для всякого’ г = Ё (А") = А ото- 
бражение [. (1) 2 есть внутреннее дифференцирование у--> гу — ye 
алгебры А. 


Это следует из предложений 49 и 44. 
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13. Тензоры u инвариантные формы 


Пусть @ — группа Ли. Рассмотрим действие группы С на 
самой себе левыми (соотв. правыми) сдвигами. Пусть À — век- 


‘торный функтор класса С” для изоморфизмов. Тогда А (TG) есть 
левое (соотв. правое) аналитическое векторное С-расслоение 
($ 1, n° 8, следствие приложения 16). Отображение (5, и) => gu 
(соотв. ug) из @ ЖА (Ё (@)) на A (TG) есть изоморфизм ф (соотв. %) 
векторных С-расслоений ($ 1, n° 8, следствие 2 предложения 17). 
Всякое С-инвариантное сечение расслоения A(TG) аналитично 
и определяется своим значением ве ($ 1, n°8, следствие | 
предложения 17). Такое сечение называется левоинвариантнымю 
(соотв. правоинвариантным). Пусть © — левоинвариантное сече- 
ние расслоения À (TG); образ с’ сечения O относительно правого 
сдвига 6(g) определяется формулой о’ (6(5)й)=^(Т„ (6 (g))) в (A), 
каков бы ни был элемент A&G; сечение 0’ тоже левоинвариантно; 
оно получается из с также преобразованием у (g) ° à (5) = Int (5), 
значит, 


о’ (e)=A(Adg).o(e). (26) 


Пусть, аналогично, т — правоинвариантное сечение расслое- 
ния A(TG); образ т’ сечения т относительно левого сдвига у (5) 
тоже правоинвариантен, и 


t’ (e) =A(Ad g). Tt (e). (27) 


Рассмотрим теперь левое действие группы С X G ua С, onpe- 
деленное формулой ((g, 8’), 5”) --> gg”’g’—!. Тогда G есть левое 
однородное пространство Ли группы G XG ($ 1, n°6, пример). 
Значит, A(TG) есть левое аналитическое векторное (G X G)-pac- 
слоение. Сечение расслоения À (TG) называется биинвариантным, 
если оно инвариантно относительно действия группы @Х С 
на À (TG), другими словами, если оно инвариантно относительно 
левых и правых сдвигов. Пусть A (Z (@)), — множество элементов 
пространства A(L(G)), инвариантных относительно A(Ad(G)). 
Для всякого u = A (L(G))o пусть о, — отображение из G в A (TG), 
определенное формулой св, (5) = ви =ис. Тогда ин>о, есть 
биекция из A(L(G))) на множество биинвариантных сечений pac- 
слоения A(TG) ($ 1, n°8, следствие | предложения 17). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 50. Пусть G— epynna Ли (предполагаемая 
конечномерной, если характеристика поля К > 0). Пусть Е — век- 
торное пространство непрерывных знакопеременных полили- 
нейчых форм на T,(G) степени Е. Для всякого UGE пусть 
wo” — дифференциальная форма степени k на G, такая, что (@"), 
есть полилинейная форма на T,(G), получающаяся из и при 


сдвиге ht—> gh (соотв. h> hg). Toeda ®’ аналитична и Anesoun“ 
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вариантна (соотв. правоинвариантна) на С. Отображение u-> wo” 
есть изоморфизм пространства Е на векторное пространство 
левоинвариантных (соотв. правоинвариантных) дифференциаль- 
ных форм степени k на G. 


Это частный случай того, что сказано выше. 


Пусть Е — полное нормируемое пространство. Предложе- 
ние 50 остаегся справедливым, если заменить дифференциальные 
‘формы на С со значениями в К дифференциальными формами 
на С со значениями в F. Для всякого непрерывного линейного 
отображения и из Т.(@) в Е существует дифференциальная 
форма ®’ степени 1 на С со значениями в F, такая, что 


(o"),=u oT, (у (5). 23 В частности, возьмем F=T,(G)nu=Idr, (0. 


Получаем тогда дифференциальную форму @ на G, такую, что 
©,=T,(y(g”')); эта дифференциальная форма левоинвариантна 
и’ аналитична: она называется канонической левой дифферен- 
циальной формой на G. Имеем o, (1) = &`Ч для всякого tf = Г, (0). 


Если снова F— некоторое полное нормируемое пространство 
и если ие PÜT,(G), Е), то © =uow. В частности (если взять 
F = К), отображение э--> vo есть линейная биекция дуального 
к T,(G) пространства на векторное пространство левоинвариант- 
ных дифференциальных форм степени | на G, принимающих 
значения в К. 

Аналогично, дифференциальная форма ©” на G, такая, что 


o,=T „(ö(g)), называется канонической правой Ouppepenyuarc- _ 


ной формой на С. Ее свойства аналогичны свойствам формы ©; 
их формулировку мы оставляем читателю. Отображение gr—>g” 
из G на С преобразуют © в о. 


14. Формула Маурера — Картана 


Пусть X — многообразие класса С’, конечномерное, если К 
имеет характеристику >0, и пусть L — полная нормируемая 
алгебра Ли. Пусть а — дифференциальная форма степени | на Х 


r—1 
co значениями в Lu класса С . Пусть x =X. Отображение 


(ш, Ws) => [ах (u), ax (и5)] 


из T,(X)XT,(X) в Г есть билинейная знакопеременная 
непрерывная форма Ha Т,(Х) со значениями BL. Мы ее обо- 
значаем через [a]?, так что [a]? есть дифференциальная форма 
степени 2 на Х со значениями в L. Если отождествить некоторую 
открытую окрестность точки х в Х с открытым подмножеством 
банахова пространства, то сразу видно, что la}? принадлежит 


классу C7, Если X’ — многообразие класса C u f: X ~X—. 
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_ морфизм, TO 


[РГ @Р=Р ([a)?). (28) 
Пусть a, В — две дифференциальные формы степени | на X 
со значениями в L и класса С” '. Внешнее произведение а Л В 


форм a и В (Mn. Ce. рез., 7.8.2) есть дифференциальная форма 
степени 2 на X со значениями в L и класса C’'; имеем 


(a Л В); (u, u) = [а, (41), By (U2)] — [ay (Uo), Вх (м1) (29) 


для u), Uo из T,(X). Сразу ясно, что 


[a + В]? = [о + [BF а A В, (30) 

«Na =2lar: (31) 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 51|. Пусть G—epynna Ли, конечномерная, 
если К имеет характеристику > 0, и пусть ay, ..., Ap — элементы 


из L(G), Е — полное нормируемое пространство, а а — дифферен- 
циальная форма степени р —1 на G со значениями в Е. Если « 
левоинвариантна, то 


(40). (а, «++, ар) = | 
+i | 
age 2. (—1)' a.(la;, ail, Al, ces @:—1, Aiti, +++, Чу, @]чь ce, p)- 
1 , 


Если a правоинвариантна, то 
(do). (ai, ..., ар) = 


1+1 | 
BE 2 (—1) Oe ([a;, aj], ат, cs Az—y, Azty, wee, dj], dit}; ...у lin). 


Предположим, что а левоинвариантна. Согласно Мн. Св. 
рез., 8.9.7, 


(do) (La, ee ey La.) = 
= D D Lae (La ses La, i Lay ys La) 
+ 2 (N o([La, La} La; ee ey La,» ba. vee 
? Le,_, La; ns: La). 


Но функции afLa, ..., La,» La, -- » La,) на С левоинва- 
риантны, а значит, постоянны. Pie wba Че 


La, (La, eeey En tea La,) = 0. 


i—1’ SoD ER Te 


В то же время [La, Га, | = La, a;] (предложение 23), откуда 
следует первая формула предложения 51. Вторая устанавли- 


Mn Lei SRE 
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вается аналогичным образом, если принять BO внимание на 
этот раз, что [Ra,, Ка, | = — Rfa,. a,]- 


СЛЕДСТВИЕ 1. Пусть G— группа Ли, конечномерная, если К 
имеет характеристику >0, а @ и ®' — соответственно левая и 
правая канонические дифференциальные формы на G. Тогда 


do+[oP=0, da’ — [®’?=0. 
Согласно предложению 51, 
(do), (а, а.) = — ©, ([а, а] ) = — [а,, a] = 
= — [®, (а,), @ e (42) = —[o]; (а,, a), 


откуда следует первая формула. Вторая устанавливается ана- 
логичным образом. 


Следствие 2. Предположим, что @ имеет конечную размер- 


ность. Пусть (е, ..., e,) — базис в L(G), (ei, ... er) — дуальный 
базис, (с) — структурные константы алгебры Ли L(G) отно- 
сительно базиса (е, ..., е„) и в; (соотв. Qi) — левоинвариантная 


(соотв. правоинвариантная) дифференциальная форма на С co 
значениями в К, такая, что (@;), =е; (соотв. (wi). — ei). Тогда 


d@, + 2 cie A ©; — 0 RAT, 2: ow ey п), 
8 < 

dor — У ro! Л of =0 (k= 1, 2.2 
i<j 


В самом деле, если г < $, TO 
(do,)e (er, es) == — (®,)е (ler, el) = 
ge D Crs1 (Wz)e (e;) = 


— Crsk = 


es 2; Сие (в: A @,)e(e,, es). 
<] 


| 


| 


Аналогично рассуждаем в случае форм wp. 


15. Конструкция инвариантных дифференциальных форм 


Лемма 2. Пусть G — группа Ли, U — открытая симметричная 
окрестность элемента e в G, Е — полное нормируемое простран- 
ство и 9: U?—E— аналитическое отображение. Для всякого 
geU пусть ®, — дифференциал в точке g отображения й — 


->ф(3-'Й). Тогда ® есть ограничение на U некоторой левоин- 
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вариантной дифференциальной формы на G, значение которой 
в.е равно а. 


Ясно, что ®, = 4.ф. Для всякого gEU и всякого tET,(G) 
“в, Te vo) = (dz (фоу (a), Te(y (g)) t) = 

= (dp T, (в) °), Te (у (в)) t) = (dep, à). 

Значит, ©, получается из 4.ф действием отображения То (y (g)). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 52. Пусть п — целое число > 0, G — группа Ли 
размерности п, U — открытая симметричная окрестность элементае 
аи U? —K"— такая карта на G, что ф(е) =0. Если 


(х,..., X,) — координаты точки X = Y(U) и (у, ..., Yn) — Koop- 
динаты точки у=\(И), обозначим через 
m, (x1, co.) Ап» У +++; Un), “ng m„(Xı, cs Ми» Us +) Yn) 


координаты точки bp (x) D (y)). Тогда, если положить для 

= па 

mi. 2. Sa) МЕ ei wade Hse: 
SIDE ES Les Mig ee AR (08 

то дифференциальные формы w, на w(U) суть образы относи- 


тельно ф и. левоинвариантных дифференциальных форм 
BRD, oi ., Melde 


Применим лемму 2 с E=K, взяв в качестве ф(5) коорди- 
нату с индексом À точки 1 (5). Получаем некоторую дифферен- 
циальную форму ©,; пусть а, — ее преобразование с помощью 1$. 
Значения формы wy B (X, ..., X,) — это дифференциал в (X1, ..., Ха) 
функции Yt—> ть (X, ..., Хи, И, see, Yn); стало быть, это зна- 
чение дается формулой (32). Остается тогда воспользоваться 
заключением леммы 2. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 53. Пусть @ — группа Ли, A— полная норми- 
руемая алгебра, ф — морфизм групп Ли из G в А*. Для всякого 


= С пусть ©, = (8)  .d,p. Тогда ® есть левоинвариантная 
дифференциальная форма на С, значение которой ве есть d.Y. 

В самом деле, применим лемму 2 с E= À, U=G. Диффе- 
ии в g отображения h— (8-11) = (5) ф (h) есть 
lg) 


16. Мера Хаара на группе Ли 


Пусть С — группа Ли конечной размерности и. Тогда A" (Т. (G)) 
имеет размерность 1. Стало быть (n° 13), векторное простран- 
<тво S левоинвариантных дифференциальных форм степени п 
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на С имеет размерность 1. Пусть (a, ..., @,) — базис вектор- 
ного пространства левоинвариантных дифференциальных форм 
степени | на G; тогда @ Ло Л... Ло, есть базисный эле- 
мент в 5. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 54. Пусть @ — группа Ли конечной размерно- 
сти п, ® — левоинвариантная дифференциальная форма степени в 
на С и ф— эндоморфизм группы G. T огда 


9" (@) = (det L (p)) ®. 


Положим [(ф)=и, о. = p'(e).=g. Каковы бы ни были 
X, eee, Xn В L(G) 


El, ++) Xp) =f (ux, ..., ux,) = (det u) f (x1, ..., Xn); 


значит, @ (©), = det Ё (ф).о.. С другой стороны, если g=G, то 
фо (2) =\(Ф (2)) °ф и, стало быть, y(g)*g"(o) = $" (©). Таким 
образом, форма ф" (®) левоинвариантна, откуда вытекает пред- 
ложение. 


СЛЕДСТВИЕ. Для всякого в = 
6 (g)" © = (det Ad g) ©. 


B самом деле, Ô (g) © =46(g)" y(g)"o=(Intg)*o и L(Intg)= 
= Ad TETE 


Пусть Gr компактная группа и ф — ее эндомор- 
физм. Предположим, что существуют открытые окрестности У, 
У’ элемента e, такие, что ф(И) =’ и что @|V есть локальный 
изоморфизм из G в G. Пусть в — левая мера Хаара на G. 
В силу Интегр., гл. УП, $ 1, следствие предложения 9, суще- 
ствует единственное число а > 0, такое, что o(u|V)=a-!u|V”. | 
Ясно, что а не зависит OT выбора he 14 ц. Оно называется 
модулем эндоморфизма ф и часто обозначается через mod, 
или просто modg. Если ф— автоморфизм группы G, мы BO3- 
вращаемся к определению 4 из Интегр., гл. УП, =: 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 55. Предположим, что поле К локально KOM- 
пактно. Пусть ий — мера Xaapa на аддитивной группе поля K. 
Пусть @ — группа Ли конечной размерности п. 

(i) Пусть о — ненулевая левоинвариантная дифференциальная 
форма степени п на Ц. Тогда мера mod (w), (Мн. Св. pas., 10.1.6) 
есть левая мера Xaapa на G. Если К =В и если Ц наделена 
ориентацией, определяемой формой ®, то мера, определенная: 
формой ® (Мн. Св. рез., 10.4.3), есть левая мера Хаара на G. 

(ii) Пусть ф- этальный EINEN, группы G. Тогда 
mod ф = mod det L (q). 
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‚ Утверждение (i) очевидно. Пусть И, V’ — открытые oxpe- 
стности элемента e, такие, что @(V)=V’ и что glV есть 
локальный изоморфизм из G в G. Тогда. 


ф-' (то (o), IV’) = mod ((ф"(®)), | V) (в силу переноса структуры) = 
— mod (det Г. (ф) ®|У), (предложение 54) = 
= mod det L (p) (mod (o)„ IV, 


откуда mod gm = mod det L (ф), согласно определению числа mod ф. 


СлЕДсТвиЕ. Для всякого g = G имеем Ас (5) = (mod det Ad $). 
В частности, чтобы группа С была унимодулярной, необходимо 
и достаточно выполнение условия mod det Ада в =1 для всякого 
ЕС. 


В самом деле, 
Ао (2) = (mod Int g)~' (Интегр., гл. VII, $ 1, формула (33)) = 
— (mod det L (Int g))”' (предложение 55) = 
— (mod det Ad 2)". 


Замечание. Примем опять предпосылки и обозначения предложе- 
ния 52 и предположим, что К локально компактно. Пусть и — мера 


dx 


sks Xai <i, En 91 *** és 


mod det (D +7; (x, cs Ka Хр. 


на ф (И). Тогда pa! (№) является ограничением на U меры Xaapa на G. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 56. Пусть С — группа Ли конечной размер- 
ности п, Н — подгруппа Ли размерности р, a X — однородное 
пространство Ли G/H. Предположим, что 


det Ad; (oA — det Ad, m) h 


для всякого h = H. Тогда 

(1) Дифференциальные формы степени n—p на X, инвари- 
антные относительно G, аналитичны. 

(11) Векторное пространство этих форм одномерно. 

(iii) Если о — такая ненулевая форма и если К локально 
компактно, то то4 (6), есть ненулевая мера на X, инвариантная 
относительно G. 


Согласно примерам из $ 1, n°8, Alt” ? (7X, К) есть анали- 
тическое векторное С-расслоение. Пусть хо — канонический 
образ элемента е в X; его стабилизатор есть Н. Слой рас- 
слоения Alt”? (TX, К) в x есть A” "Т„(Х), и T,(X) канони- 
_ чески отождествляется с L(G)/L(H). Если he H, то автомор- 
физм т, пространства À, определенный элементом A, получается 


en = =, T == = en Se бб СЛИЗИ EEE ан SRE ao звал ‚= 
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из автоморфизма gt >hgh"' группы С посредством перехода 


к фактору. Значит, автоморфизм T,,(T,) получается при пере- 
ходе к фактору из Adz (aA. Пускольку 


det Ad, „Ah = (det Ad, (mh). (det Tx, (tn), 


сделанное предположение влечет за собой условие det7,(h)=1. 


Таким образом, всякий элемент из Л” "T,(X)* инвариантен 
относительно Н. Коль скоро это так, (1) и (1) следуют из $ 1, 
n° 8, следствие | предложения 17, и (iii) очевидно. 


Существование ненулевой положительной меры на Х, инвариантной 
относительно С, следует, впрочем, из Интегр., гл. УП, $ 2, следствие 2 
теоремы 3, поскольку условие предложения 56 влечет за собой равен- 
ство A,|7 =A,, (следствие предложения 55). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 57. Пусть С — группа Ли конечной размер- 
ности п. Выберем базис в ^А'Т.(@); тогда с помощью правой 
(соотв. левой) тривиализации векторного расслоения A"T (G)* 
мы можем отождествить это последнее с тривиальным векторным 
расслоением @ ЖК, так что транспонированный оператор для 
скалярного дифференциального оператора отождествляется со 
скалярным дифференциальным оператором. 

Тогда, если и = 0 ((), то ee RRe оператор для L, 
{COOTB. R,) есть Ly (соотв. Юй). 

Рассмотрим случай, когда A"T (G)* тривиализуется с помощью 
правоинвариантной формы ©. 


Допустим, что предложение доказано для элементов Uy, Up 
из U (G). Тогда 
Lu) = (шо L,) (предложение 93) — 
— (1) КЕ.) (Мн. Ce. pes, 14.3.3) = 
—=L;,°L;, (согласно допущению) = 
—=Lij,.i, (предложение 23) = 
—=L u.” (предложение 7), 


значит, предложение справедливо для и, *и›. Следовательно, 
достаточно доказать предложение в случае, когда и = Те (0). 
’Однако Г, определяется правым действием группы G на G 
(n°6), стало быть, 9 ®=0, поскольку © правоинвариантна 


(Мн. Св. рез., 8.4.5); поэтому если { — аналитическая функция 
в некоторой открытой окрестности элемента е со значениями 
в К, то 67, (fo) = (9% ul) ® (Мн. Св. рез., 8.4.8). С учетом сде- 
ланных отождествлений и Мн. Св. рез., 14.4.1, получаем, что 
транспонированный для L, оператор есть ER LÉ Es: 
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Следствие. Пусть @ — вещественная конечномерная группа 
Ли, w (соотв. v) — левая (соотв. правая) мера Хаара на С, 
Е — целое число 20, и= И, (Ц), а [ u 8 — вещественные функ- 


ции класса С" на G с компактным носителем. Тогда 


\ (Ruf) g du = \ F(Rug)an, 
G 


G 
\ (LP) g dv = \flLie)av. 
G 


G 


Это следует из предложения 57 и из Mn. Св. раз., 14.3.8. 


‚ 17. Левый дифференциал 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 8. IIycroe G— группа Ли, M — многообразие 
класса С’, f — отображение класса С" из M в G. Левым (соотв. 
правым) дифференциалом отображения | называется дифферен- 
циальная форма степени | на М со значениями в L(G), которая 
произвольному вектору u=T, (M) ставит в соответствие элемент 


f (m)~ «(Tmf) (u) (соотв. (Tmf) (и). f (m)~'). 

В этой главе мы рассматриваем лишь левый дифференциал, 
который будем обозначать через {'. ар, и предоставляем чи- 
тателю перенос результатов на случай правого дифференциала. 

Если {— тождественное отображение группы G, то f |. df 
есть каноническая левая дифференциальная форма m на G. 


Я: к общему случаю а И 8, имеем (f .df)h = 
9, (п) ° Ги (7), следовательно, fr. df =f" (0). Из этого выте- 


—1 r—| 
KaeT, что } .df принадлежит классу С”. 


Примеры. 1) Если G— аддитивная группа полного норми- 
руемого пространства Е и если произведено каноническое 


отождествление пространства Fre БОИ f—' df есть диф- 
ференциал df, определенный в Ми. Ce. рез., 8.2.2. 

2) Предположим, что С есть мультипликативная группа À, 
ассоциированная с полной нормируемой алгеброй А. Тогда Е 
можно рассматривать как отображение из М в A, а значит, 
определен дифференциал df в смысле Мн. Св. рез., 8.2.2, и 


—1 
определено произведение | df в смысле Мн. Ce. рез., 8.3.2. 
Ясно, что эта последняя форма совпадает с левым дифферен- 
циалом отображения f. 


none 58. Пусть Си H — две группы Ли, М — много- 
образие класса С’, f— отображение класса С’ us Me Gu 
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_ в — морфизм из G в H. Тогда 


(hof)'.d(hof)=L(A)o(f. df) = (в .dh)eTff). 
В самом деле, каковы бы ни были хе=М ицЕТ, (М), 
(hof)'.d (he f) (и) = ((he f) (x). T(hof)(u). 
Это последнее выражение равно, с ОДНОЙ стороны, выражению 
Т (h) (f K)'.T) (и)). ($ 2, предложение 5) = 
— Те (1) (Ff. df) (u) 


и, с другой стороны, выражению 


kA) Т®(ТтФи= 
— (n”'.dh)(T (f) и). 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 59. Пусть С — группа Ли, М — многообразие 
класса С’, f u в— два отображения класса С’ из Мв Си 


р — каноническая сюръекция многообразия TM на М. 
(i) Имеем 


(fg) .d (Fg) =(Adegep) 'o(f .df)+g”.d 
(ii) Положим h(m)=f(m)~' для всякого т <= М. Тогда 
h'.dh=—(Adefep)e(f .df). 
Утверждение (i) следует из $2, n°2, предложение 7. YT- 
верждение (ii) следует из (i), если положить Lg =. 


Следствие 1. Пусть SEG u $6 — отображение xt > $5 (х) 
из М в G. Тогда (557'). а (sg) = g7'. dg. 

Это следует из предложения 59 (1), если взять в качестве } 
постоянное отображение хн-> $ из М BG. 


СЛЕДСТВИЕ 2. Если отображения | и © из М 8 имеют один 
и TOT же левый дифференциал, то касательное отображение 
к fg”! всюду равно нулю. Если, кроме того, К имеет характе- 
pucruky 0, то [g~' локально постоянно. 


В самом деле, согласно предложению 59, 


(ie) .dlfe)=(Adogep)e(f.df)—(Adegep)o(g”'.dg). 


Если f.df=g”.dg, то, стало быть, (fg) .d(fe7') =0, 
т. e. T,(fg-!)—0 для’ всякого хеЕМ. Это доказывает первое 
утверждение. Второе следует из него в силу Mn. Св. рез., 5.3.3. 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 60. Пусть @ —группа Ли, конечномерная, 
если К имеет характеристику >0, М — многообразие класса С', 
f — отображение класса С’ из М в G и а — левый дифференциал 
отображения |. Тогда da + 13]? = 0. 


В самом деле, пусть ® — каноническая левая дифференци- 
альная форма на С. Используя следствие | предложения 51, 
n° 14, получаем 


da = (Г (@)) = f (da) = [Г (— lof) = — [Г (o) P = — [чР. 


18. Алгебра Ли групускулы Ли 


В этом пункте через (С, e, 0, т) обозначается некоторая 
групускула Ли. Значительная часть результатов настоящего 
параграфа остается в силе с теми же доказательствами. Мы 
изложим конспективно те из них, которые нам будут полезны. 


18.1. Пусть ® — множество определения закона компози- 
ции m. Пусть (g, 5) Е ©, 1= Г” (С), Ее Тб (0). Как в n°1, 
сверткой элементов Ё и Ё, обозначаемой через #*Г, называется 
образ элемента Ё®Ё при отображении т. Полагаем U (G)= 
=15” (6), U,(G)=Te (6), U* (6) = TE”* (6), Us (G) = Te * (0). 
Для t, Ё из U(G) свертка Ё*Ё определена и принадлежит U (G). 
Относительно свертки И (С) является ассоциативной алгеброй 
с единицей &,, фильтрованной пространствами U,(G). Канони- 
ческий изоморфизм ig,, из grU(G) на TS(7,(G)) есть изомор- 
физм алгебр. 


18.2. Пусть а, Н — групускулы Ли, ф: G— A — морфизм. 
Если tEU(G), то образ 0 ($) (1) элемента ¢ относительно ф, — 
это элемент из U(H) и U(g~)— морфизм алгебры U(G) в ал- 
гебру U(H). Отображение 0: x+>x-! из G в С определяет 
отображение {+>{V из U(G) в U(G). Для Ь Ё из U(G) свертка 
txt”, вычисленная в GY, равна свертке 7?’ */, вычисленной в G, 
и ((*Ё)У = [РУ x {V, Имеем U (g) (#\) = (0 (g) t)Y. Если G;,...,G, — 
групускулы Лии G=G,X...XG,„, то канонический изомор- 
физм из U(G;) @ ... @U(G,) на U(G) есть изоморфизм алгебр; 
для t,,...,¢, из U(G) имеем (5,8... @t,)Y=tY @ ... OLY. 
Пусть Ё — подгрупускула Ли BG u i: LG — каноническая 
инъекция. Тогда U (i) есть инъективный гомоморфизм алгебры U (L) 
в алгебру U(G) и 0(1 (1) =(0 (1) @)У для всякого tEU(L). 
Наделенная сверткой и копроизведением, определенным струк- 
турой многообразия на G, U(G) является биалгеброй, а U ($) 
есть морфизм биалгебр. 


18.3. Пусть @ — групускула Ли, X — многообразие класса С" 
и ф — кусок закона левого действия класса С’ групускулы С 
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на X. Пусть ® — множество, на котором Е p. Если 
#=Т“® (С), ет“. а (5, х)Е Q и если $-|- $’ <r, то через 
[+ и обозначается образ элемента À ® и при Ÿ,. Пусть [= re (G), 
reT (6), ve TS? (X); если $-+ $’ + $” <ги если go’, (ge) L, 
g’x, g(g’x) определены, TO 


(#ЁР) жи =Ё* (Ё жи). 


Пусть хо € À и p(Xo) — отображение gt> xX, которое опреде- 
лено в некоторой открытой окрестности элемента е. Если 
t=U,(G), то p(xo),E=t*e,,. Здесь и далее в этом пункте мы 
оставляем читателю перенос результатов на случай кусков. 
законов правого действия. 


18.4. Сохраним обозначены | из 18.3. Пусть tEU,(G), где. 
s<r. Пусть f — функция класса С” на X со значениями в от- 
делимом полинормированном пространстве. Через Ё*} обозна- 
чается функция на Х, определенная формулой 


(t « f) (х) =% gr Fp (8(g), х))) = 
= ({\, Гор (x)) = (9 (x), EY), Г) = CY * 8, |). 


Если #= 0. (6), t’ @Uy(G), ue Ty (Xu если sts’< то: 
(u, 1+ = ОУ «tu, Ри (1*Ё)* Рей. Пусть (EU, (6), iu 
f’ — функции класса С” на X со значениями в отделимых поли- 
нормированных пространствах F 4 F’ соответственно, (и, и’) => 
=>и.и” — непрерывное билинейное отображение из Е ЖЕ’ вне- 
которое отделимое полинормированное пространство; пусть. 
п 


>; t, & ЕЁ — образ элемента ¢ относительно копроизведения; если 
i=l 


SCT, то 
#* (=>. (=) (Е *Г). 


18.5. Сохраним обозначения из 18.3. Пусть = И, (С), где- 
s<r. Отображение х->{*а, называется полем точечных рас- 
пределений, определенным элементом Ё и куском закона дей-. 
ствия 1, и обозначается иногда через D} или D;. Если : Х>Е— 
функция класса С”, то функция {V *f на X обозначается также: 
через D;/; она Mere классу C’ °; если $ < с. Ecru 
t=U;(G), FEU,(CG) и если s+s’<sr, то Die „= Dr (D;f). 
Если С и Х конечномерны, то Dy sete дифференциальный опе-- 
ратор на X порядка <s класса C’ * (если 5 < oo). Функция D;f 
есть тогда результат применения к функции | этого aBDOPPE R= 
циального оператора. 
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18.6. Пусть @ — групускула Ли и te] U(G). Через L; обоз- 
начается поле точечных распределений gt>e,*t на G и через 
R,— поле точечных распределений gt>tee, на С. Если fe 
= ®° (С, Е), то LfE€"(G, Fu Rf=#"(G, Е). Для t, td из 
U(G) получаем Lene =Lio Ly, Rew te = Rro Rt, Lio Re = Ryo Lt, 
9 (1,) =К;. 


18.7. Поскольку T,(G) есть множество примитивных эле-. 
ментов в U(G), то [Т.(@), Г. (@)] = Т.(@). Нормируемое про- 
<транство Т.(С), наделенное операцией коммутирования, есть 
нормируемая алгебра Ли, называемая нормируемой алгеброй Ли 
трупускулы С (или ее алгеброй Ли) и обозначаемая через L(G). 
Пусть E(G)— ее универсальная обертывающая алгебра. Ка- 
ноническая инъекция из L(G) в U(G) определяет гомомор- 
<pu3m n алгебры E(G) в алгебру 0 (С); если К имеет характе- 
ристику 0, n есть изоморфизм биалгебры, с помощью которого 
U(G) отождествляется с E(G). Примем вновь обозначения из 
18.3. Для всякого a&L(G) пусть О, — поле точечных распре- 
‘делений, определенное элементом а Ha X. Отображение (a, х) => 


+> D,(x) есть морфизм класса ea тривиального векторного 
расслоения L(G) X À в векторное расслоение T(X). Пусть J — 
открытое подмножество в К, содержащее 0, и y: Î1—>G— ото- 
бражение класса С’, такое, что у (0) =е. Пусть а==То (у) 1 = 
= L(G). Если f: X > F — функция класса С”, то 


Daf) ® = im во (VC) — F9). 


Если r>2, отображение а->). есть закон инфинитезималь- 
В r—| 
ного левого действия класса С — алгебры Ли L(G) на X. 


18.8. Пусть G и H — групускулы Ли, ф — морфизм из G BH. 
‘Ограничение отображения ИП (ф) на L(G), являющееся не чем 
иным, как T,(@), есть непрерывный морфизм из L(G) в L(A), 
который обозначается через L(g). Если ф — морфизм из Н 
в некоторую групускулу Ли, то [. (фоф) = Г ($) ° [. (ф). Чтобы ф 
‘был иммерсией, необходимо и достаточно, чтобы Г, (ф) был изо- 
морфизмом из L(G) на некоторую подалгебру Ли в L(A), до- 
пускающую топологическое дополнение. В частности, если G 
есть подгрупускула Ли в Ни если ф — каноническая инъек- 
ция, TO L(G) отождествляется с подалгеброй Ли в L(H) при 
помощи L(g). Если (G;); <, — конечное семейство групускул Ли 


и С — их произведение, то L(G) канонически отождествляется 


€ IL L (С). 


18.9. Пусть G — групускула Ли, конечномерная, если К имеет 
характеристику >0. Пусть F — полное нормируемое простран- 
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ство. Пусть a— дифференциальная форма степени À на G co 
значениями в F. Говорят, что а левоинвариантна на С, если ay 
получается из а, с помощью. отображения А --> gh окрестности 
элемента € на окрестность элемента g. Если а левоинвариантна, 
то а аналитична. Отображение at >a, есть биекция множества. 
левоинвариантных дифференциальных форм степени А на С co 
значениями в À на множество непрерывных КА-линейных зна- 
копеременных отображений из T,(G) в Е. Если а, =1@Ат (<), 
‘то а называется канонической левой дифференциальной формой 
‘на G. Аналогичным образом определяют правоинвариантные- 
дифференциальные формы и каноническую правую дифферен- 
циальную форму на С. Если © — каноническая левая дифферен- 
циальная форма на С, то do - [®]? =0. Пусть М — многообра-- 
зие класса С’, f — отображение класса С’ из М BG. Левым: 
‘дифференциалом отображения {, обозначаемым через а. 
называется дифференциальная форма степени | на М co значе-- 
‚ниями в L(G), которая каждому вектору ие T„(M) сопоста- 
вляет элемент (т) . (ТР) (u). Имеем ah He}; da+[a]” 2-0: 
Если два отображения тис из М BG имеют один и тот же 
левый дифференциал и если К имеет характеристику 0, To fg" 
локально постоянно. 


$ 4. Переход от алгебр Ли к panes Ли 


Напомним, что вплоть до конца главы мы предполагаем, что. 
К имеет характеристику 0. 


1. Переход от морфизмов алгебр Ли к морфизмам групп Ли: 


Лемма 1. Пусть G — групускула Ли, § — подалгебра „Ли в Г. (G): 
допускающая топологическое дополнение. Совокупность подпро“ 
“странств gh (соотв. bg) для g = С есть интегрируемое векторное- 
подрасслоение в T (G). 


Рассматривая левую тривиализацию расслоения T(G) ($ 2, 
n° 3), мы сразу видим, что подпространства gh) при в == С суть. 
слои некоторого векторного подрасслоения Е в T(G). Пусть- 
ве С. Множество векторов вида (Ё.)„ где a =b, есть gh. Ho: 
если a и Ob принадлежат подалгебре 5, то Пл, Ш = Las, 
[а, 6] =b. Стало быть, E интегрируемо (Mn. Ce. рез., 9.3.3 (iv)). 
Для подпространств hg рассуждаем аналогично. 

Интегральное слоение (Мн. Ce. рез., 9.3.2) расслоения, опре- 
деленного совокупностью подпространств gh (соотв. hg), назы- 
et левым (соотв. правым) слоением на G, ассоциированным: 
с 

ТЕОРЕМА 1. Пусть @ и Н — групускулы us Î — непрерывный: 
морфизм из L(G) в L(H). | 


< 
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(i) Существуют открытая подгрупускула Ли G’ в С и мор- 
физм ф из G’ в Н, такие, что Î = L ($). 

(ii) Пусть С, G,— две открытые подгрупускулы Лив Си 
ф; — морфизм из G; в Н, такой, что [=L(g,) для 1=1, 2. 
Тогда ф: и Qo совпадают в некоторой окрестности элемента е. 


Пусть р: GXH—G, р: GX H— H — канонические npo- 
екции. Для всякого (5, h)=GXH пусть f,,,— отображение 
ga>hf(a) из T,(G)=gL(G) в T,(H)=hL(H). Рассматривая 
левые тривиализации расслоений T(G) и Т(Н), сразу видим, 
что совокупность отображений f,,, определяет морфизм из 
p, T(G) в рТ(Н). Пусть a— график отображения |; это замк- © 
нутая подалгебра в L(G) X L(H), которая допускает {0} X L(H) 
в качестве топологического дополнения. Для всякой пары 
(2, h) =GXH график отображения f,,, есть (g, h).a. Объеди- 
нение этих графиков есть интегрируемое векторное подрасслое- 
ние в T(GX AH) (лемма 1). Существуют тогда (Мн. Св. рез., 
_ 9.3.7) открытая окрестность U элемента ес в G и такое анали- 
тическое отображение ф из U BH, что ф(ес) =ен и T,(p)= 
=f,.o() для каждого gEU. В частности, Те, (ф) =f. 

Пусть У — открытая окрестность элемента ес в G, такая, 
что для (5$, DEV XV определены произведения st и ф($)ф (0, 
причем st EU. Рассмотрим отображения a), а из УЖУ BA, 
юпределенные формулами. 


a, (5, t) = (15), ls В =Ф(Юф (5). 


"Тогда a, (f, е) =ф( =a, (, е). С другой стороны, зафиксируем # 
в И, и пусть В; — отображение s+ >a;(s, ft) из V BH. Для 
всякого SEV и всякого ае= L(G) 


Г. (B,) (sa) = Ть, (@) (tsa) = |, ф (ts) (tsa) = 
= $ (és) f (а) =F, в, ( (Sa); 

Г, (Bz) (sa) = @ (6) Т, (Ф) (sa) = @ (1) fs, » ts) (Sa) = 
= + (t) P ($) [ (а) HE le Bo (s) (Sa). 


Значит (Мн. Св. pes., 9.3.7), a, и œ совпадают в некоторой 
‘окрестности элемента (ес, ес). Ограничение морфизма ф на до- 
CTATOYHO малую открытую симметричную окрестность эле- 
мента ес является, следовательно, морфизмом групускул Ли, 
‘откуда вытекает (i). 

Пусть Gi, Go, 9, Po — те же, что в (ii), и докажем, что Pr 
P2 совпадают в некоторой окрестности элемента ес. Существует 
‘открытая окрестность № элемента ес, такая, что (fs) = 
= pi (№ ф, ($), фо (ts) = Mo (t) фо (5), каковы бы ни были $ t BW. 
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Тогда если $5 И иае Г (0), то | 
Г; (ф;) (sa) ae (s) Та (pi) (a) = Ф; (5) | (а) Sr Fi; 9; (5) (sa) 


для i=1, 2. Поскольку Фи (ес) — ex == фо (ес), из Мн. Ce. рез., 
9.3.7, заключаем, что y и ф› совпадают в некоторой окрест- 
ности элемента ес. 


СлЕдствиЕ 1. Пусть G и H — две групускулы Ли. Если L (G) 
u L(H) изоморфны, то G и Н локально изоморфны. 


Это вытекает из теоремы 1 $ 1, n° 10, предложение 21. 


СледствиЕ 2. Пусть G — групускула Ли. Если L(G) комму- 
тативна, то @ локально изоморфна аддитивной группе Ли про- 
странства L(G). 


В самом деле, алгебра Ли аддитивной группы L(G) изомор- 
фна L(G). Достаточно, значит, применить следствие |. 


СлЕДСТВИЕ 3. Пусть @ — группа Ли. Если L(G) коммита- 
тивна, @ содержит открытую коммутативную подгруппу. 


Существует открытая подгрупускула Ли U в С, которая 
коммутативна (следствие 2). Пусть У — окрестность элемента е,_ 
такая, что V?CU., Тогда ху = ух, каковы бы ни были X, y BV. 
Стало быть, подгруппа в G, порожденная окрестностью V, ком- 
мутативна; она, очевидно, открыта. 


2. Переход от алгебр Ли к группам Ли 


Мы будем обозначать через Н (Х, У) ряд Хаусдорфа (гл. Il, 
$ 6, n° 4, определение 1). 


Лемма 2. Пусть L— полная нормированная алгебра Ли над 
В или С. Пусть @ — множество таких x EL, что || x|| <+ log = 


Пусть 0 — отображение x—>—x u3 G в G. Пусть H — oepanu- 
чение на GXG функции Хаусдорфа алгебры Ли L (гл. Il, $ 7, 
12:2). 

(i) (С, 0, 6, AH) есть групускула Ли. 

(ii) Пусть ф— тождественное отображение из G 6 L. Дид- 
ференциал отображения ф в 0 есть изоморфизм нормируемой 
алгебры Ли L(G) на L. 


(i) следует из гл. Il, $ 7, n° 2. 


Поскольку ф есть карта на G, дифференциал ф отображе- 
ния ф в 0 есть изоморфизм нормируемых пространств. С дру- 


гой стороны, разложение в степенной ряд Н = >) Ни отобра- 
i,j 20 
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| 
жения Н таково, что Ни (x, y) =>[%, y]. Согласно предложению 
24 $ 3, получаем для произвольных а, b из L(G) 


bla, 6]) = Ни (ф(а), $(5)) — Ни ($ (5), p(a)) = [$ (а), pO), 


что доказывает (ii). 


Говорят, что G есть групускула Ли, определенная алгеброй 
10 E. 


Предположим, что К — ультраметрическое поле. Пусть p — 
характеристика поля вычетов поля F Если р==0, положим 


| pP у если р=0, положим À — 1. 


Лемма 3. Пусть L — полная нормированная алгебра Ли над 
К. Пусть G — множество тех x = Г, для которых |х| < A. Пусть 
H:GXG-G— функция Хаусдорфа алгебры Ли L (гл. Il, $ 8, 
n° 3). 

(1) Будучи наделено законом композиции Н, G становится 
группой Ли, в которой 0 есть единичный элемент и для вся- 
кого хеС обратным к нему элементом является —X. 

(ii) Пусть ф — тождественное отображение из G 8 L. Диффе- 
pernyuan отображения ф в 0 есть изоморфизм нормируемой ал- 
гебры Ли L(G) на L. 

(iii) Для всякого ие В", пусть С, — множество тех хе Г, 
Эля которых |х|| < u. Тогда множества G, при u <A образуют 
фундаментальную систему откруатых и замкнутых окрестностей 
элемента 0 и являются nodepynnamu в G. 


Утверждения (i) и (iii) вытекают из предложения 3 гл. II, 
$ 8, n° 3, a (ii) доказывается, как в лемме 2. 


Говорят, что @ есть группа Ли, определенная алгеброй Ли L. 


ТЕОРЕМА 2. Пусть [, — полная нормируемая алгебра Ли. Су- 
ацествует групускула Ли G, такая, что L(G) изоморфна Г. Две 
такие групускулы Ли локально изоморфны. 


Первое утверждение следует из лемм 2 и 3. Второе утвержде- 
ние вытекает из следствия | теоремы 1 n° 1. 


СЛЕДСТВИЕ |. Пусть С — группа Ли. Существует окрестность 
элемента €, не содержащая никакой конечной подгруппы, отлич- 
HOU OT {е}. Если К =В или С, существует окрестность эле- 
мента e, не содержащая никакой подгруппы, отличной от {е}. 


Положим L(G)=L. Выберем sopmy на L, которая опреде- 
ляет топологию на L и такова, что ||[х, y] |<|]хиу|, каковы 
©ы ни были X, у из L. 


EEE | 
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Предположим, что К =В или С. Пусть С” — групускула Ли, 
определенная алгеброй Ли L. Существуют открытый шар U’ в G” 
с центром в 0 и изоморфизм ф групускулы Ли U’ на открытую 


окрестность И элемента е в G. Пусть — GS и = QUE 


Н — подгруппа в С, содержащаяся в И, и ЙЕН. Положим 
х = ф-! (1) eV’. Если x == 0, существует целое число п > 0, та- 
кое, что X, 2х, ..., nx лежат BV’, (n+l)xeU, п- 1) хе Г’. 


Тогда h,.h°, ..., h" лежат в И, h"*'EU, h"*'&V, что невозможно. 
Стало быть, Н = {6}. 

Предположим, что К ультраметрично. Достаточно доказать. 
следствие в случае, когда С есть группа Ли, ассоциированная 
с L. Если g=G, то степени элемента ©, вычисленные в С, суть 
целые кратные элемента ©, вычисленные в L. Последние попарно 
различны, если g = е. Значит, G не содержит никакой конечной 
подгруппы, отличной от {e}. 


СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть Е — замкнутое недискретное подполе в К». 
С — группа Ли над Е и L=L(G). Предположим, что на L задан 
структура нормируемой К-алгебры Ли L’, согласованная co 
структурой нормируемой Е-алгебры Ли и инвариантная относи- 
тельно присоединенного представления группы G. Тогда на G су- 
ществует одна, и только одна, структура К-группы Ли, согласо- 
ванная со структурой k-epynno Ли, для которой алгеброй JIu. 
является L’, 


Существует групускула Ли С, над К, такая, что L(G;) = L” 
(теорема 2). Согласно следствию | теоремы 1 n° 1, Си G,, pac- 
сматриваемые Kak А-групускулы Ли, локально изоморфны. Стало 
быть, существует открытая окрестность С” элементаев Си 
структура К-групускулы Ли на G’ с алгеброй Ли L, согласован- 
ная со структурой групускулы Ли над К. Пусть V — открытая 
симметричная окрестность элемента ев С, такая, что У? < G. 
Пусть g &G. Тогда ф = Int g есть А-изоморфизм некоторой доста- 
точно малой открытой в С’ подгрупускулы Ли на некоторую» 
открытую подгрупускулу Ли в G’. Далее, T,(p) есть К-линей- 
ное отображение, следовательно, T,(P) есть К-линейное отобра- 
жение для достаточно близких K € элементов X; следовательно,. 


_ ограничение отображения Intg на некоторую достаточно малую 


окрестность элемента е в У является К-аналитическим (Mn. Св. 
рез., 5.14.6). В силу предложения 18 из $ 1, n° 9, на @ существует“ 
структура К-аналитического многообразия, относительно кото- 
рой С является К-группой Ли, а У — открытым К-подмногообра- 
зием в С. Сдвигая И, видим, что нижележащая структура А-мно- 
гообразия на С есть данная структура. Алгебра Ли K-Tpynnbe 
Ли С та же, что у открытой К-подгрупускулы Ли И, стало быть» 
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она есть L’. Наконец, утверждение единственности следует 
из предложения 32 $ 3, n°8. 


ТЕОРЕМА 3. Пусть С — групускула Ли и № — подалгебра Ли 

в L(G), допускающая топологическое дополнение. Существует та- 

кая nodepynyckyaa Ли Н в С, что L(H) =. Если H, и Н›— под- 
групускулы Ли в G, такие, что 


L(H)=L(HA)=), 


TO H,NHs открыто в H, и в Hy. 


Существует групускула Ли Н’ с алгеброй Ли, изоморфной 
алгебре Ли В (теорема 2). Уменьшив, если нужно, H’, можно 
считать, что существует морфизм ф из Н’ BG, такой, что L(p) 
есть изоморфизм из L(H”) на В (n° 1, теорема 1). Поскольку § 
допускает топологическое дополнение, ф есть иммерсия в e. 
Стало быть, вновь уменьшив H’, можно предположить, что ф 
есть изоморфизм многообразия H’ на некоторое подмногообра- 
sue в G. Это доказывает существование подгрупускулы Н. Вто- 
рое утверждение следует из такого результата: 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Пусть С — групускула Ли, H и H’ — две 
подгрупускулы Ли. Включение L(H) > [.(Н”) имеет место тогда 
и только тогда, когда НГН’ открыто в H’. 


Если HNH’ открыто в H’, то L(H')=L(H NH’) cL (A). 
Предположим, что L(H) > L (4°). Пусть i, i’ — канонические 
инъекции подгрупускул Н, Н’Вв G. Уменьшив, если нужно, IH", 
можно предполагать, что существует морфизм ф из HA’ в H, 
такой, что L(W) есть каноническая инъекция из L(H’) в L(A) 
(n° |, теорема 1). Тогда Lio) = Ё (Г), стало быть, существует 
окрестность У элемента ен’ в Н’, такая, что io и Г совпадают 
в И (теорема 1). Следовательно, VCH и, значит, У НПИ”. 
и НПН’ открыто в Н’ ($ 1, n° 10). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть G — группа Ли над К, Е — замкнутое 
недискретное подполе в К и Н-— подгруппа. Ли k-epynno Ли G. 
Предположим, что L(H) есть векторное К-подпространство в L(G), 
допускающее топологическое дополнение. Тогда Н есть подгруппа 
Ли K-epynno Ли G. | 


Существует подгрупускула Ли Н’в К-группе Ли С, такая, 
что [.(Н’) = Г (Н) (теорема 3). Будем рассматривать G, H, H’ 
как К-групускулы Ли; теорема 3 показывает тогда, что НПА’ 
открыто в Ни A’, Стало быть, существует открытая окрест- 
ность U элемента ев С, такая, что (ПН есть подмногообразие 
в С над К. Следовательно, Н есть подгруппа Ли К-группы Ли G 
($ 1, n° 3, предложение 6). | 
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3. Экспоненциальные отображения 


ТЕОРЕМА 4. Пусть G— групускула Ли. L—ee алгебра Ли, 
У — открытая окрестность элемента 0 в L, p— аналитическое 
отображение из V в С, такое, что p(0)—0 u Го (ф) = 4;. Сле- 
дующие условия эквивалентны: 

(1) для любого bEL имеем ф ((A + 4°) b) = @ (Ab) @ (2 (b)) npu 
достаточно малых |A| u lA’ |. 

(ii) Для любого bEL и целого числа n>O0 элемент ф, (5") 


в U (С) однороден степени!) п (мы отождествляем Тб” (L) с TS(L) 


и 6" вычисляем в TS(L)). 

(iii) Отображение ar из TS(L) в U(G) согласовано с epadyu- 
ровками в TS(L) u U(G). 

(iv) Отображение ф. из TS(L) в U(G) есть каноническое ото- 
бражение из TS(L) в универсальную обертывающую алгебру 
алгебры „Ти L 

(у) Существуют норма на Г, определяющая топологию про- 
странства L и такая, что ||[х, у] |<] х Пу| для произвольных x, 
y из Г, и открытая подгерупускула WCV егрупускулы Ли, 
определенной алгеброй Ли L (n° 2), такие, что @|W есть изо- 
морфизм из W на некоторую открытую подерупускулу Ли в G. 


(У) = (1. Очевидно, ибо (Ad).(A’b) = (A+A’)b в W для до- 
статочно малых |А|и |А'|. 

(i) = (ii). Предположим, что условие (i) выполнено. Пусть 
b=L и пусть 14 — ограничение отображения ф Ha УПКЬ. Co- 
гласно предположению, существует симметричная окрестность т 
элемента 0 в аддитивной группе Ли Kb, такая, что Г 
есть морфизм групускулы Ли Т в G. Стало быть, p, (b") = 

= (| 7), (6°) = (Cp 7), (5))" = (ф, (6))", так что @,(b”) однороден 
степени п BU(G). 

(ii) (iii). Это следует из того факта, что TS”(L) есть 
векторное подпространство в ТЗ (Г), порожденное п-ми степе- 
нями элементов из L (Alg., chap. ТУ, $ 5, Bet 5, nelle 2d.). 

(iii) = (iv). Каноническое отображение из ТЗ (Г) в универ- 


‘сальную обертывающую алгебру алгебры Ли L есть. единствен- 


ный морфизм градуированных коалгебр, преобразующий 1 в1и 
продолжающий Id, (гл. Il, $ 1, n°5, замечание 3). Но ф, есть 
морфизм коалгебр, и ф, | [ = 14; по условию. Если условие (iii) 
выполнено, мы видим, что выполнено также условие (iv). 
(iv) = (v). Предположим, что условие (iv) выполнено. Вы- 
берем норму на L, определяющую топологию пространства L 
и такую, что ||[х, у]||<|х у, каковы ‘бы ни были x, y из Г. 
Пусть À — групускула Ли, определенная нормированной алгеб- 


1) В смысле разложения U = >. U”, определенного на стр. 31 — Прим. 
перев. | ; 
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рой Ли L. В силу теоремы | существуют открытая подгрупу- 
скула SCV в Ни изоморфизм ф’ из S на некоторую открытую 
подгрупускулу в С. Поскольку мы знаем уже, что (v) = (iv), 


отображение ф’ из TS(L) в U(G) есть каноническое отобра- 


жение из TS(L) в универсальную обертывающую алгебру ал- 
гебры Ли L. Таким образом, q (1) = Q. (é) для всякого LET) (2). 


Поскольку ф и ф’ аналитичны, они совпадают в некоторой 
окрестности элемента 0. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. ШГусть @ — групускула Ли, L— ее алгебра Ли. 
Экспоненциальным отображением для С называется всякое ана- 
литическое отображение @, определенное в открытой окрестности 
элемента 0 из L, принимающее значения в G и удовлетворяющее 
условиям теоремы 4. 


Из теоремы 4 немедленно следует, что для всякой групу- 
скулы G существует экспоненциальное отображение для G и что 
два экспоненциальных отображения для С совпадают в неко- 
торой окрестности элемента 0. 


Примеры. 1) Возьмем в качестве G аддитивную группу He- 
которого полного нормируемого пространства Е. Канонический 
изоморфизм из L(G) на Е удовлетворяет условию (1) теоремы 4 
и, значит, является экспоненциальным отображением для G. 

2) Пусть А — полная нормированная ассоциативная алгебра 
с единицей. Пусть 4" — группа Ли, образованная обратимыми 
элементами в A. Отождествим L(A’) с А ($ 3, n° 9, следствие 
предложения 33). Если K=R или С, известно, что отобра- 
жение exp из A B A”, определенное в гл. II, $ 7, n° 3, удовле- 
творяет условию (i) теоремы 4 и, следовательно, является 
экспоненциальным отображением. Пусть теперь К ультрамет- 
рично. Пусть р — характеристика поля вычетов поля К. Если 


p#0, положим A=|p|’?""; если р=0, положим À = 1. Пусть 
U — множество таких хе À, что |х|| <A. Известно (гл. II, $ 8, 
n° 4), что отображение exp из U в A” удовлетворяет условию (i) 
теоремы 4, а значит, является экспоненциальным отображе- 
нием. Заметим, что U есть аддитивная подгруппа в А. 

Этот пример объясняет терминологию, принятую в опреде- 
лении |. 


Пусть С — групускула Ли, ф— экспоненциальное отобра- 
жение для G. Тогда ф этально в 0, стало быть, существует 
открытая окрестность U элемента 0 в L(G), такая, что ф(И) 
открыто в @ и @|U есть морфизм аналитического многооб- 
разия U на аналитическое многообразие @(U). 

Канонической картой (первого рода) на G называется карта ф 
на аналитическом многообразии С, обратным отображением 
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для которой является , экспоненциальное отображение. Если, 
кроме того, G конечномерна и выбран базис в L(G), то, система 
координат, определенная картой и этим базисом в области 
определения отображения 1, называется системой канонических 
координат (первого рода). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ: 3. Пусть G— групускула Ли, L— ее алгебра 


Ли и ф— экспоненциальное отображение для G. Пусть Ly, ..., 
L, — векторные подпространства в L, такие, что [ есть прямая 
топологическая сумма пространств Ш, ..., Ги. Отображение 

(6, By, ..., By) > 0 (6, By, ..., Bn) —@(b;)@ (b2) ... P(b,), 
определенное в некотором открытом подмножестве пространства 
LXLX ... X Ly, аналитично. Касательное отображение 
в (0,0,..., 0) к 0 есть каноническое отображение из Li X LyX... 
Мок» ЗИ Г. 


Пусть А; — каноническая инъекция из [; в LXLX ... XL,. 
Для любого bEL, имеем (To,..., 08) ((ToR;) (6)) = (Tog) (6) = 8, 
значит, (Т‹,..., 00)| L; является канонической инъекцией L; BL. 


В частности, 0 этально в (0, 0, ..., 0). Его ограничение на 
достаточно малую открытую окрестность U точки (0, 0,..., 0) 
имеет открытый образ в G и является изоморфизмом многооб-. 
разия U на многообразие B(U). Обратное к 0 отображение n © 
из O(U) на U называется канонической картой второго рода на 
С, ассоциированной с данным разложением пространства L в 
прямую сумму. Если, кроме того, G конечномерна и если 
каждое L; порождено ненулевым вектором е;, то система 
координат в O(U), определенных отображением N и векторами 
€;, называется системой канонических координат второго рода. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть G — групускула Ли, ф — инъективное 
экспоненциальное отображение для G. Каковы бы ни были x, у 
в L(G), имеем | 

x+y= lim MERAN) — (1) 


ЛеЕеК*, A>0 


[x, у = lim А ФФ) @ (Ay) @ (— Ax) (м). (2) 


(Отметим, что ф-' (ф (Ax) ф (Ay)) и ga! (@ (Ax) @ (Ay) p(— Ax) @(—Ay)) 
определены для достаточно малого | A 


Наделим L=L(G) нормой, определяющей топологию про- 
странства L и такой, что ||[х, у] |<|х Пу! для любых x, y B L. 
Приняв во внимание теоремы 2 и 4, можно предположить, 
что С есть групускула Ли, определенная алгеброй Ли L, и что 


SS 
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ф = 14с. Обозначим через (x, у) -->х. у произведение в группе а. 


оказываемые формулы запишутся тогда так: 


х{у= lim A" (Ax). (Ay); (3) 
ЕК*, A>0 | | 

[х, у] = lim A((ax) (Ay). (— Ax). (— Ay). (4) 
ЕК*, 430 


Существует такая открытая окрестность У элемента 0 в К, 
что функция 
| А => f (A) = (Ax). (Ay) 


определена и аналитична в У. В силу гл. Il, $ 6, n° 4, заме- 
чание 2, разложение функции [ в степенной ряд в нуле есть 


Ах НУ) +>, вые 


и это доказывает (3). С другой стороны, для и, из С при 
достаточно малых |и|, |9] произведение и.о является анали- 
тической функцией OT (u, 9), и сумма членов степени | и2 
в разложении в степенной ряд этой функции в нуле равна 


ино (и, 9]. В силу Mn. Св. рез., 3.2.7 и 4.2.3, члены сте- 


пени 1 и 2 в разложении в степенной ряд функции f(A).f(—A) 
в нуле суть члены степени Ги 2 в 


f(A) РСА >If (A), F(— A)], 


или также в 
Изя le, Илле ~ AZ Lx, y] + 
+ RG +y), —A(x + y)] =A2[x, yl, 


и это доказывает (4). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть С — группа Ли, Е — замкнутое не- 
дискретное подполе в К, G’— группа G, рассматриваемая как 
группа Ли над k и ф (соотв. 9) — экспоненциальное отобра- 
жение для G (соотв. a. Тогда ф и Ф’ совпадают в окрестности 
элемента 0. 

В самом деле, ф удовлетворяет условию (i) теоремы 4 для G’, 
а значит, является экспоненциальным отображением для С’. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть С — групускула Ли, L— ее алгебра 
Ли, ф: У —> ЦС — экспоненциальное отображение для G. Для вся- 
кого x<=V отождествим T,(L) с L, так что правый дифферен- 
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yuan w(x) отображения ф в x есть линейное отображение из L 
в L. Для любого x, достаточно близкого к 0, имеем 


| n 
æ (x) = ices i (ad x)”. 


Наделим групускулу L нормой, согласованной с ее тополо- 
гией и такой, что ||[х, y] 1х ПУ каковы бы ни были X, 
y=L. Достаточно разобрать случай, когда С есть групускула 
Ли, определенная алгеброй Ли L, и когда ф = с. По onpene- 
лению w(x) есть тогда касательное отображение в X к отобра- 
жению Yr>y.x7 из G BG. Если обозначить через H (X, У) 
ряд Хаусдорфа, то для достаточно малых ||х|| дифференциал 
w(X) есть, стало быть, касательное в 0 отображение к отобра- 
жению ун>Н (ху, —х) из С в G. Сумма членов первой 
степени по Ув Н(Х-У, —X) есть 


| m 
>: (m+! (ad X)" Y 
т>0 


(гл. II, $6, n°5, предложение 5). Предложение следует тогда 
из Мн. Св. рез., 3.2.4 и 4.2.3. 

Пусть С — групускула Ли и {=К. Отображением степени t 
групускулы G называется всякое отображение, определенное и 
аналитическое в открытой окрестности элемента е со значе- 
_ниями в С и совпадающее в_некоторой окрестности элемента е 
с отображением 


gr 9 (tp7' (5)), 


где ф — инъективное экспоненциальное отображение для G. 


IIPENNOXEHHE 7. (i) Если t=Z, то отображение степени t 
совпадает в некоторой окрестности элемента е с отображением 
t 
д. 
(ii) Касательное отображение ве к отображению степени 1 
есть гомотетия, отвечающая элементу |. 
(iii) Если h — отображение степени t и h’ — отображение сте- 
пени Ё для G, то Вой’ есть отображение степени tt’ u 
/ / 
g:>h(g)h’(g) есть отображение степени t + Г. 
(iv) Если h— отображение степени t и если u=U”(G) (см. 
стр. 31), 76: ВД) = 


Достаточно доказать предложение в‘ случае, когда С есть 
групускула Ли, определенная полной нормированной алгеброй 
Ли, и когда рассматриваемые отображения степени Г строятся 
с помощью экспоненциального отображения ф = Че. Но тогда 
все очевидно. 


1] H. Бурбаки 
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4. Функториальность экспоненциальных отображений. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Пусть G и Н — групускулы Ли, h— мор- 
физм us G в H, Qg и фин — экспоненциальные отображения для G 
u Н. Существует окрестность У элемента 0 в L(G), такая, что 
hogg и qy°L(h) совпадают в У. 


Наделим L(G) и L(H) нормами, определяющими их топо- 
логию и такими, что ||[х, и] |<|]х Пу], каковы бы ни были x 
u у. Можно предполагать, что G (соотв. Н) есть групускула 
„Ли, определенная алгеброй Ли L(G) (соотв. L(H)), так что Фа 
{соотв. Фн) совпадает с Id, (соотв. Ан) в окрестности эле- 
мента 0. С другой стороны, существует открытая симметричная 
окрестность W элемента 0 в L(G), такая, что’ L(h) есть мор- 
физм групускулы Ли W в Н. Согласно теореме 1, L(A) совпа- 
дает с h в окрестности элемента 0, откуда следует предложение. 


Образно говоря, если отождествить G и Н с некоторыми окрест- 
ностями единичных элементов в L(G) и L(H) соответственно посред- 
ством экспоненциальных отображений, то всякий морфизм из GB À 
линеен в некоторой окрестности элемента 0. 


СлЕДствиЕ 1. Пусть С — групускула Ли, С’ — подерупускула 
«Ли в G, ф — экспоненциальное отображение для G. 

(i) Существует открытая окрестность У элемента 0 в L(G’), 
такая, что @|V есть изоморфизм многообразия У на некоторую 
открытую окрестность элемента е в G’. 

(ii) Пусть хе (а). Следующие условия эквивалентны: 
а) x=L(G’); 6) p(Ax) Е С’ для достаточно малых | À |. 


(i) получается в результате применения предложения 8 
к канонической инъекции из С’ в G, а (ii) следует из (i). 


СледствиЕ 2. Пусть @ — группа Ли, о — линейное аналити- 
цеское представление группы G и @ — экспоненциальное отобра- 


жение для G. Существует окрестность У элемента 0 в L(G), 


такая, что 
| р (p (x)) = exp (ZL (p) x) 
Эля всякого хеЕТ. 
Это следует из предложения 8 и из примера 2 n° 3. 


СлЕдствиЕ 3. Пусть G—epynna Ли, ф — экспоненциальное 
отображение для G. 
(i) Существует окрестность У элемента 0 в L(G), такая, что 


| Ad (9 (х)) = ехр adx 
Эля всякого x=V. 


Eee TEICHE EEE SO aan > rn ee ae u ST TE рр ЛЕ РЕ 
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(ii) Если с © G, существует окрестность W элемента 0 8 L(G), 
такая, что 
&Ф(х) g~' = p(Adg.x) 
для всякого x = W. 


(i) вытекает из следствия 2 и из предложения 44 $ 3, n° 12. 
(ii) вытекает из предложения 8, примененного к Intg. | 


5. Индуцированная структура на подгруппе 


Лемма 4. Пусть С — группа Ли конечной размерности, 
О — открытая симметричная окрестность элемента e eG и 
H — подмножество в ®, содержащее е, такое, что условия x € H, 
уЕН, ху ЕО влекут за собой ху-' ЕН. Пусть ге Мк. Для 
всякого x = H пусть D, — множество элементов a = T,(G), обла= 
дающих следующим свойством: существуют открытая окрест- 
ность I элемента 0 в К и отображение f класса С’ из Cd 8 G, 
такие, что [ (0) = x, FU) CH, (Tof) (1) =a. 

(i) Положим D, — b. Тогда Ь есть подалгебра Ли в L(G), 
инвариантная относительно Adz (a (HM). 

(ii) Имеем bh, ==xh—bx для всякого x GH (xh u bx вычи- 
сляются в T(G)). 

(iii) Пусть У — многообразие класса С’, Y%— точка в у, 
f — отображение класса С’ из V в G, такое, что j (vo) — e u 
f(V) CH. Какова бы ни была подерупускула Ли Н’ в Ge aa- 
геброй Ли b, f (v) = H’ для элементов 9, достаточно близких к Vo. 

(iv) Какова бы ни была подгрупускула Ли Н’ в С с anee6- 
рой Ли 5, H’(\H есть окрестность элемента e 6 H’. 

(у) Для всякого x = H и всякого а ED, существуют откры- 
тая окрестность [ элемента 0 в К и такое отображение } 


класса С” us [в С, что | (0) =х, f() CH, (Tf) (I) =a. 


Ясно, что Khb=h и что xb,z—6,,, если x, y, ху, xyz 
лежат в Н. Это влечет за собой (ii) и тот факт, что D инва- 
риантна относительно Adz, (a (Н). 

Пусть а, а› лежат в В. Пусть [ — открытая окрестность. 
элемента 0 в К и fi, fa — отображения класса C’ из [в С, 
такие, что |, (0) =е, [;(DZH, (Ту) (1) =а, (=1, 2). Опре- 
делим [: />G формулой } (A) =f, (A) fo (A). Тогда f принадлежит 
классу С’ и f(0)—e. Уменьшив, если нужно, [, получаем 
включение [(/)< H. С другой стороны, отображение из T,(G) X. 
Хх Г.(@) в T,(G), касательное к отображению (g, 5”) => gg’, 
есть сложение; стало быть, (Ту!) (1) = а, + as. Значит, а, + ao = 
и Весть векторное подпространство в [. (G). Поскольку xhx—-! = § 


для всякого хе H, имеем (Adf, A). eb для всякого el. 
Отображение, касательное в 0 к отображению Ar> Аа] (A), co- 


11* 


ОН: ax. > ri 
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гласно предложению 44 $ 3, n° 12, есть отображение Ar> ad (Aa,); 
_ стало быть, [ay, aJ=(ada,).aa bh, поскольку № замкнуто 
в L(G). Стало быть, мы доказали (i), В заключение доказа- 
тельства мы зафиксируем подгрупускулу Ли Н’ в С с алгеб- 
рой Ли 5. 

Пусть И, Up, [ такие же, как в (iii). Пусть У — левое слое- 
ние на С, ассоциированное с D (n° 1). Для всякого уе H’ имеем 
Т,(Н’) = 5. С другой стороны, для всякого ve V образ про- 
странства Т,(У) относительно T,(f) содержится в В+ (и =f (9) 9 
(по определению множества D). Согласно Мн. Ce. рез., 9.3.2, 
{ есть морфизм из У в У. Поскольку H’ является листом 
слоения У (Мн. Ce. рез., 9.2.8), то f(v) =A’ для любого v, 
HOCTATCUYHO близкого к Uo. | 

Пусть (a, ..., а.) — базис в b. Существуют открытая окрест- 
ность / элемента 0 в К и такие отображения fi, ..., [‹ класса С” 
из [в (С, что [, (0) =е, f;()C AH, (ТР) 1=а, для всякого j. 
В силу (Ш) f;, A) =H" для достаточно малых | À |. Значит, эле- 
‚ менты 1 (A) fo (Ao)... К(^;) при достаточно малых | A, ..., | № | 
составляют окрестность элемента е в H’, и эта окрестность 
содержится в Н. Отсюда следует (iv). 

Если ae, то существуют открытая окрестность Î эле- 


мента 0 в К и отображение класса C®” из I в G, такие, что 
_f(0)=e, [Г ен’, (Ту) 1=а. Вместе с (iv) это влечет за собой (Vv). 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Говорят, что № есть касательная подалгебра 
“TT ве. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Пусть С — конечномерная группа Ли, 
Н — подгруппа в G. 

(1) На Н существует одна и только одна структура анали- 
тического многообразия со следующим свойством: для всякого г, 
заключенного между 1 и ®, для всякого многообразия У класса С" 
и Оля всякого отображения | из V в Н отображение | npu- 
надлежит классу С' как отображение из У в Н тогда и только 
тогда, когда { принадлежит классу С' как отображение из У в G. 

(ii) Относительно этой структиры Н является группой Ли, 
каноническая инъекция i из Н в С есть иммерсия, а L (1) (Е (Н)) — 
подалгебра Ли, касательная K H ве. 


`’Единственность в (i) очевидна. Докажем существование. 
Пусть  — алгебра Ли, касательная к H ве. Пусть H’ — под- 
трупускула Ли в С с алгеброй Ли В. Заменив H’ некоторой 
открытой подгрупускулой в MH’, можно предположить, что 
Н’<Н (лемма 4 (iv)). Для всякого x =H множество xH’x— 
есть подгрупускула Ли в С с алгеброй Ли xhx—'=b. Стало 
быть, H’ (\(xH’x—') открыто в H’ (n° 2, теорема 3), и отображе- 
ние yr—> хух-!' есть изоморфизм из H’ ()x—'H’x на xH’x='NH”. 
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Учитывая предложение 18 $ 1, n°9, мы видим, что существуют 
открытая подгрупускула Ли W в H’ и структура группы Ли 
на H со следующими свойствами: W открыта в H, и структуры 
многообразия на Н и H’ индуцируют одинаковую структуру 
на №. Отсюда следует, что каноническая инъекция i из HBG 
есть иммерсия и что Г (7 (Ё(Н)) = Г (Н”) =\. Кроме Toro, 
пусть V u [ такие же, как в (i). Если f: V>H принадлежит 
классу С’, Toiof: V—G принадлежит классу С’. Предположим, 
что iof: VG принадлежит классу С’, и докажем, что 
f: V>H принадлежит классу С’. Поскольку можно сделать 
сдвиг, достаточно рассмотреть случай, когда существует такой 
элемент Uy =V, что (vo) =е, и доказать, что f: V>H при- 
надлежит классу C7 в некоторой открытой окрестности эле- 
мента Up. Но согласно лемме 4 (iii), f(v) H’ для 9, достаточно 
близкого к Up, откуда следует наше утверждение. Таким обра- 
30M, (i) доказано, а (ii) было получено по ходу дела. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Структура группы Ли на Н, определенная 
в предложении 9, называется структурой, индуцированной на Н 
структурой группы Ли на С. 


Если Н есть подгруппа Ли в С, ее структура группы Ли 
индуцирована структурой группы Ли на G (Мн. Св. рез., 5.8.5). 
Если @ =В и Н=0, то } = {0}, а значит, структура, индуциро- 

ванная на Н, есть структура дискретной группы Ли. То же самое 


происходит, если @ = С (рассматриваемая как комплексная группа Ли) 
и H=R 


6. Первообразные для дифференциальных форм со значениями 
в алгебре Ли 


Лемма 5. Пусть X — многообразие класса С’, Fu F’ — век- 
торные расслоения класса С’ с базой Х и ф— морфизм us; F 
в Г’. Для любого x EX пусть $, — множество элементов 


(а, pa) Е Е. ФЕ», 


где а=Р,. Тогда объединение $ множеств $, есть векторное 
подрасслоение в FOF’, 


Пусть 8 и 07’ — отображения из ЕФЕ’ в себя, определенные 
следующим образом: если (и, 9) = Е. ФР», то 


Ou, 5) = (и, 0+ ф(и)), 6/(u, 0) = (и, о—ф(и)). 


Согласно Мн. Св. pes., 7.7.1, 8 и 0’ суть морфизмы векторного 
расслоения F@F’ в себя. Ясно, что 9о0’==0’о 0 = кхе". 
Значит, 0 и 0’— автоморфизмы расслоения F@F’. Следова- 
тельно, S—60(F@{0}) есть векторное подрасслоение. в FOF’, 
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Лемма. 6. Пусть G — групускула Ли, © — каноническая левая 
дифференциальная форма на С ($ 3, n° 18.9), М — многообразие 
класса С’ (r>2), а a— дифференциальная форма класса С" 
и степени | на М со значениями в L(G). 

(i) Элементы us Т(МХ G), на которых дифференциальная 
форма 

90 = рга — pra 


обращается в нуль, образуют векторное подрасслоение $ 
класса С’! в T(MXG). 

(ii) Для всякого (x, g = MX G отображение T (pr,) | $х, gy 
есть изоморфизм из Six, в) на T,(M). 


(iii) Если da + [а]? =0 (см. $ 3, n° 14), то векторное подрас- 
слоение $ интегрируемо. 


Если (x, ge МЖС и (и, v0) ET, (М) Х Г, (Ц), то 
Bix, g (и; о) = а (и) — 57%. 


Следовательно, ядро отображения 0\х,„) есть множество Six, gp 
элементов (и, ва (и)) для ие Т, (М), откуда вытекает (ii). Pac- 
смотрим Т(МЖС) как ‘прямую сумму двух векторных рас- 
слоений F u F’ c Fry, gy=Tx(M) X {0} и Foe, 2 = {0} XT, (G) 
для Любого 
E (x, <) Е МЖО. 
Для ueT,(M)X {0} положим ф(и) = (0, ба (и)). Используя 
левую тривиализацию расслоения T(G), видим, что ф есть’ 
морфизм из F в F’, откуда следует (i) (лемма 5). Наконец, 
если da+ [а]? =0, то 


40 = pr; (da) — pr, (do) = 
= —  (priaA pria— pre A pry) = 
= — > (pria— prie) A (prja + prio) = 
=— FA (pria+ prio), | 


значит, S интегрируемо (Мн. Ce. рез., 9.3.6). 


ТЕОРЕМА 65. Пусть С — групускула Ли, M — многообразие 
класса С’ (>29), a— дифференциальная форма класса С’ 
и степени | на М со значениями в L(G), такая, что da + [a]? = 0. 
Для всякого x=M и всякого EEG существует отображение | 


—! 
со значениями в С, определенное и принадлежащее классу С” 
в некоторой открытой окрестности элемента X, такое, что 


eh ALAN 
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—1 
Ix)=guf .df =a. Два отображения, удовлетворяющие этим 
условиям, совпадают в некоторой окрестности элемента х. 


Пусть хе Ми geG. Согласно лемме 6 (обозначения KOTO- 
рой мы принимаем) и Mn. Ce. рез., 9.3.7, существуют открытая 
окрестность U элемента x в М и отображение тн>ф (т) = 
= (1, | (т)) класса С" из U в МХО, такое, что те) 
и что p (0) =0. Тогда 


Г'.аЁ=Р (@) ($ 3, n° 18.9) = 
== (рго ° ф)" (©) (ибо f= pr, 0 p) = 
= (р а— 09) (лемма 6) = © 
—œp"(pria) (ибо $” (0) — 0) = 
—@ (ибо pr, оф = Idy). 


—| 
Пусть f/— отображение класса C’ из U в G, такое, что 
= # 
j'(x)=8g uf .d=a. В силу $ 3, 18.9, ff’ локально по- 
стоянно, стало быть, |=} B некоторой окрестности элемента X. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 10. Пусть М — аналитическое многообразие, 
4 — полная нормируемая алгебра Ли, a — дифференциальная 
форма степени 1, аналитическая на M, со значениями в 4Q, 
имеющая следующие свойства: 

а) для всякой точки mE M значение аи есть изоморфизм 
из T, (M) na 9; | 

6) da + [a]? =0. 

Тогда для всякой точки my = М существуют открытая окрест- 
ность М’ точки т в М и структура групускулы Ли на M, 
согласованная со структурой многообразия на М’, с единичным 
элементом ту, имеющая следующие свойства: 

(i) ат, есть изоморфизм us L(M’) na 9; 

(ii) дифференциальная форма т-> а! ° a, есть каноническая 
левая дифференциальная форма на M’. 

Если Mi u M5 суть две такие групускулы, то М! и M2 обла- 
дают общей открытой подгрупускулой. 


Существует такая групускула Ли G, что L(G)=—q. Пусть 
m, Е М. В силу теоремы 5, существуют открытая окрестность М” 
точки Mo в М и аналитическое отображение } из М’ BG, такое, 
что | (Mo) =еи р .df =a. Тогда Tm, (р = ат. есть изоморфизм 
из Tm,(M) на 9; значит, уменьшив М’и С, можно предполо- 
жить, что | есть изоморфизм многообразия М’ на многообра- 
зие С. Перенесем на М’ структуру групускулы Ли на G mocpen- 


ством отображения f . Тогда Ти, (Р) становится изоморфизмом 
из L(M’) на L(G)=g, откуда следует (i), С другой стороны, 
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обозначив через « каноническую левую дифференциальную 
‚ форму на G, получаем 


am © бт = (Timf) (+) (т) = (Ти) "о (F (m)) ° Ти, 
стало быть, Mr>0, ° 0, есть каноническая левая дифферен- 


циальная форма Ha М”. 

Пусть M" — открытая окрестность точки Mo, наделенная 
структурой групускулы Ли с единичным элементом My и со 
свойствами, аналогичными свойствам (i) и (ii). Тогда am, есть 
изоморфизм из L(M’) на 4, а также из L(M”) на 9, а значит, 
Г. (М’) = Г(М”). Следовательно, уменьшив М’ и М”, можно 
предположить, что существует изоморфизм ф групускулы М” 
на групускулу М” (n° 1, следствие | теоремы 1). Тогда g—'- do 
есть каноническая левая дифференциальная форма на М". 
С другой стороны, пусть Ÿ — каноническая инъекция много- 


образия М”ПМ” в групускулу Ли М”; ясно, что ф +d есть 
ограничение на М ПМ” канонической левой дифференциальной 
формы на М”. Стало быть, (р . аф)(т) = ano m—(g” - dq) (m). 
Следовательно, ф и VŸ совпадают в некоторой окрестности 
точки mo ($ 3, 18.9). Это доказывает последнее утверждение 
предложения. | 


СЛЕДСТВИЕ. Лусть М — аналитическое многообразие конечной 
размерности п. Пусть @,, ..., ©, — аналитические формы сте- 
пени 1 на М со скалярными значениями, линейно независимые 
в каждой точке из М и такие, что для всякого k=|,...,n 
форма do, есть линейная комбинация с постоянными коэффи- 
циентами форм ®; Л ®;. Гогда для всякой точки то = M суще- 
ствуют ее открытая окрестность М’ в М и структура групу- 
скулы Ли на М’, согласованная со структурой многообразия на М’, 
с единичным элементом то U такая, что | М”, ..., @,|M’ обра- 
зуют базис гространства скалярных левоинвариантных диффе- 
ренциальных форм степени 1 на М". 

Если Mi u М? суть две такие групускулы, то М! и M5 обла- 
дают общей открытой подгрупускулой. 


Пусть X1, +++, À, — векторные поля на М, такие, что в Ka- 
ждой точке m из М векторы (X;)m образуют базис в Ти (M), 
дуальный к ((@;)m, ..., (@n)m). Эти поля аналитичны. Согласно 
условию, существуют такие с; =К (ISi, j, RS), что 
Cijg = — Сп И ЧТО du 2 Cijzx®; Л ®;. В силу Mn. Св. рез., 


8.5.7, формула (11), отсюда вытекает, что 
(Xi, Xj], ©) = — (doz) (Xi, Х) = 
wage (2 Crsk@r /\ Os) (X, X;)=— Ci 
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значит, [X;, Х=— 2: CijgÂx. Следовательно, элементы — сууь 
k 


суть структурные константы некоторой алгебры Ли g в базисе 

(е,..., e,). Для всякой точки mE М пусть о„ — линейное ото- 

бражение из Т„(М) в 4, преобразующее (X,)m ве, ..., (Xn)m 

в е„. Тогда а есть аналитическая дифференциальная форма сте- 

пени 1 на М со значениями в 4, H Gm есть изоморфизм из Ги (M) 
п 


на 9. С другой стороны, de: Or, следовательно, 
n : n | 
da= by (do;) еь = ea ( >; Си: A ®; } ep 
k=! k=l \i <j 


п 


ор = 2 Tor + 2 (в) A (ве) ($ 3, формула (30)) = 


k=1 


= >, ® À o,)le;, е] = 


i<j 


ur > 2, (Ci72@; Л @;) е, = 
k=l i<j 
= — da. (5) 


Достаточно теперь применить предложение 10. 


7. Переход от законов инфинитезимального действия 
к законам действия 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 11. Пусть G, и Ц. — групускулы Ли, Хи X — 
многообразия класса С’ (r>2). Для i=1, 2 пусть p; — кусок 
закона левого действия класса С’ групускулы G; на X, a D; — 
ассоциированный закон инфинитезимального ‘действия. Пусть 
u: С. >С. — морфизм, œp: ХХ. — отображение класса С". 
Предполагается, что для всякого aEL(G) векторные поля (Dis 
и (Dir и) а являются ф-связанными (Мн. Св. рез., 8.2.6). Тогда 


существует окрестность Q множества {ee} X, в а XX, такая, 
что Ф(ф (8, х)) =p. (р (6), P(X)) для всякого (g, x) € Q. 


Пусть py: а ЖХ.>С, р: GX Х.->> X, — канонические 
проекции. Для каждого (51, X) + G, ЖХ. пусть fg,, x, — отобра- 
жение agı > (Do)r (и) а (X) из Та, (Ц) = 5. (Gi) в Г», (Хэ). Ото- 
бражения ],,,, определяют морфизм f из piT(G,) в РТ (X,). 

Пусть хе=Х,. Существуют открытая окрестность С эле- 
мента € в G; и открытая окрестность À точки х в Ä,, такие, 
что %(8 x) и (и (2), p(x)) определены при (в, x) = G X À. 
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Положим 


a (g, x) = q (, (5, х)) = Xo, B(g, x) = 1 (u(g), ф (x)) E À, 
для (5, X)=GX À. 


Если С и X достаточно малы и (а, g, x) Е L(G)XGXX, то 


(Ta) (ag, 0.) = (Tg) (Ру. (фи (а, x))) = 
— (Di)z а(Ф(фи(а, x) = 
= (5) 1 (и) а“ (8; x), 


(TB) (ag, 0,) = (Th) (L (и) а- в (в), p(x)) = 
= (Do) qu) а (> (в (в), @ (x) = 
= (Do) 1 (и) aB(g, X). 


Значит, для x =X, морфизмы gr>a(g, x) и в->В (5, x) суть 
интегралы для [. Поскольку 


В (е, x) = ф (x) — а(е, x) 


для всякого ХЕХ, из Мн. Св. рез., 9.3.7, заключаем, что @ 
и В совпадают в некоторой окрестности точки (е, хо). Отсюда 
следует предложение. 


Следствие. Пусть @ — групускула Ли, а X — многообразие 
класса С’. Рассмотрим два куска законов левого действия 
класса С’ групускулы G на X. Предположим, что для всякого 
a=L(G) соответствующее векторное поле D, на X одинаково 
для обоих кусков законов действия. Тогда оба эти куска зако- 
нов действия совпадают в некоторой окрестности множества 


{e} X Z. 


ТЕОРЕМА 6. Пусть G—epynyckyna Ли, X — многообразие 
класса С’ (r>2) и x, — точка 8 X. Пусть a> Dg — закон инфи- 
нитезимального левого действия класса С’ —' алгебры Ли L(G) 
на X. 

(1) Существуют открытая окрестность X точки x в X u 
кусок закона левого действия класса С’ es групускулы G на x 
такие, что ассоциированный закон инфинитезимального действия 
есть ar> 0. |Х". | 

(ii) Пусть заданы два закона левого действия класса Per 
групускулы С в открытой окрестности X” точки хо; если они 
допускают a> О. |Х” как ассоциированный закон инфинитези- 
мального действия, то они совпадают в некоторой окресткости 
точки (е, хо). 
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Утверждение (ii) вытекает из следствия предложения 11. Дока- 
жем (i). Для всякого (g, x) Е СХ X и всякого а = L(G) положим 


О, (8, x) = (ав, Da(x)) ET, (G) XT (Х). 
Пусть Sig, x) — множество элементов Q, (g, x) для a = L(G). Со- 


тласно лемме 5 из n° 6, множества Sig, x) суть слои векторного 
подрасслоения $ в T(G)XT(X). Пусть а, 6 лежат в L(G); 


' имеем 
[Qa, Qe] (g, x) = ([Ка, Rol (®), [Da Вы (x)) = 
LEA = Ria, b] (8), Bag Dia, b] (х)) ($ 3, 18.6) ee 
sens Ч а. b] (8; x}, 
следовательно, $ интегрируемо (Мн. Ce. рез., 9.3.3 (iv)). 


В силу Мн. Св. рез., 9.3.7, существуют открытая окрест- 
ность С, элемента е в G, открытая окрестность À, точки Xp 


в X и отображение (5, x)+>gx класса C’' из G,XX, 8 X, 
такие, что ех =X для всякого ХЕХ, и 
(ag)x =D,(gx). при aeL(G, сеС, sel. (6) 
В частности, 
ЕО. (7) 


Пусть Go — открытая окрестность элемента € BG, и X, — 
открытая окрестность точки хо в Xj), такие, что 66’ определено 
и принадлежит окрестности G, для g, 6’ из Go и что gx onpene- 
лено и принадлежит окрестности X, для (5, x) = Go ЖХ.. Рас- 
смотрим отображения QG, A из Go X (GoX X, в X, определен- 
ные формулами 


a, (g, (A, x) = в (hx), а (в, (h, x)) = (gh) x. 
Они принадлежат классу C’~’. Имеем | 
a, (e, (A, х)) = hx =ay(e, (A, x)). 
С другой стороны, 
T (a) (ag, O(n, x) = (ag) (Ax) = 
=D,(g(hx)) (B силу (6)) = 
= Da (a (в, (A, x))), 
T (0) (ag, O4. x) = (agh) x = 
=D,((gh)x) (8 силу (6)) = 
= D, (a (8, (A, х))). 
В силу Мн. Св. рез., 9.3.7, & и GQ, совпадают в некоторой 


окрестности элемента (e, (е, хо)). Коль скоро это установлено, 
(i) следует из (7) и из предложения 23 $ 1, n° 11. 
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CJIEACTBHE 1. Пусть С — групускула Ли, а X — паракомпакт- 
ное многообразие класса C’ (r>2). Пусть ar D, — закон инфи- 


u r—] 
нитезимального левого действия класса С алгебры Ли L(G) 
на Х. 


e ыы uv — À 

(i) Существует кусок закона левого действия класса С’ 
групускулы G на X, такой, что ассоциированный закон инфини- 
тезимального действия есть ar Па. 


(ii) Два закона левого действия класса C7" групускуля G 
на X, допускающие ar D, в качестве ассоциированного закона 
инфинитезимального действия, совпадают в некоторой окрест- 
ности множества {е} X X. 


Утверждение (ii) вытекает из следствия предложения 11. Co- 
гласно теореме 6 (i), существуют открытое покрытие (Х;); <, 
пространства X и для всякого i@/J кусок закона левого дей- 

r—1 

ствия %, класса C групускулы G Ha X,, такие, что ассоции- 
рованный с ); закон инфинитезимального действия есть 
a>D,|X;. Поскольку X паракомпактно, покрытие (Х;), <, 
можно предположить локально конечным. Для всякого (i, |) = 
=/ЖГ[и всякого хе X; [] Х, куски законов 1; и ф, совпадают 
в некоторой окрестности элемента (e, x) (следствие предложе- 
ния 11). Поскольку Х нормально, можно применить предложе- 
ние 24 из $ 1, n° 11, что доказывает (i). 


СлеЕдствиЕ 2. Пусть X — паракомпактное многообразие 
класса С’ (r>2) и Е- векторное поле класса CP a XX. Cute: 
ствует кусок закона действия ф класса CT! группы К na X, 
такой, что для всякого хеХ вектор &(х) есть образ касатель- 
ного к К вектора 1 в 0 относительно отображения tr Wit, x). 
‚Два куска законов действия с таким свойством совпадают в не- 
которой окрестности множества {0} ХХ. 


Это частный случай следствия 1. 


Замечание. Разумеется, всюду в этом пункте можно заме- 
нить законы левого действия на законы правого действия. 


$ 5. Формальные вычисления в группах Ли 


Пусть f, в — два формальных ряда с коэффициентами в К 
от одних и тех же переменных; пусть f; (соотв. &;) — однород- 
ная компонента степени i ряда f (соотв. 8). Мы будем писать 


Î = & mod deg р, 
если =; для i<p. 
В этом параграфе С означает групускулу Ли конечной раз- 
мерности п; основное поле К предполагается имеющим харак- 
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теристику нуль. С помощью какой-либо карты некоторая OKPECT- 
ность элемента е в С раз и навсегда отождествляется с откры- 
той окрестностью U элемента 0 в К”, причем е отождествляется 

Для x, уиз U итей через x! обозначается 11-я сте- 
пень элемента X в G, а через х.и — произведение элементов X 
и у (коль скоро они определены). Координаты элемента x @U 
обозначаются через X, «y Хи. 


1. Коэффициенты Copy 


Пусть 9 — множество таких (X, y) Е ИЖО, что x.y опре- 
делено и лежит в U. Тогда Q открыто в (ЖИ и отображение 


(x, y) x.y из Q в U аналитично. Координаты 21, ..., 2, эле- 
мента г =х.у допускают, стало быть, разложение в степенной 
ряд в начале координат по степеням переменных хи, ..., Хи, 
и, ++.» Yn» Следовательно, существуют однозначно определен- 
ные константы Ca, ..+, Gas Biere Bar Vp oe Vpn =K, такие, что 
Yı ER 
2] eee en у 
a a, В В 
= Ds OG sins Oy Bins Bes Re we Peek ee OS р (1) 
Рек ВЕ М 1 п’ т n 1 n n n 
для Yj, +++) Yn из N. Приняв соглашения Mn. Ce. рез., мы за-. 
пишем эти формулы более кратко так: 
$. ал п 
wer cs gt we. (2) 
a, BEN” 


Поскольку х.0=0.х=х для X EU, то 
Са, 0-м, = бал, (3) 


где Ogy есть индекс Кронекера. В частности, условившись 
в дальнейшем писать Ё вместо & для Е =|,..., п, получаем 


rt er. (4) 


Si |BI>1 
Полагая Cog == (Cagis Сав» +++» Cagn) © К”, приходим, таким обра- 
зом, к равенству 


ххх бе, (5) 


14] 21, [621 


Рассмотрим однородную компоненту степени 2 ee стоя- 
щего в правой части формулы (5): 


BAR, y) = 3 CjjXiYr» 


i, j=l 
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Таким образом, (х, y) > B(x, у есть билинейное отображение 


из К"ЖК" в К”. Имеем 


х. у=х + у- ВС, y) moddeg3. (6) 
Из формулы (4) вытекает, с другой стороны, что 
С. в. з==0, если lal+ipl<lyl (7) 


и что члены суммарной степени | y| в разложении для ZY суть 
также члены выражения 


tn д. Ont уз) = a В)" 


(см. Мн. Св. pe3., Обозначения и соглашения). Следовательно, 
Са. ву =0 если | “| --|В |= Ур но а-ЕВ=у, (8) 
Са, 8, а+в == ((a, B)). (9) 


Ассоциативность произведения влечет за собой соотношение 
9 ыы B\ >у 
D -Cotnt (2° :yPzY) = Ус (2. Cape X YU ) 2 
> а В, у oi & Y a ap °° 


для любых X, у, 2, достаточно близких к 0, откуда следует, 
что 


2 CaënC pv = D CéynCagé = (a, В, y, | лежат в №). (10) 


Групускула С обладает открытой коммутативной подгрупу- 
скулой тогда и только тогда, когда Copy = Cpay Каковы бы ни 


apY 
были а, B, y B №. 
2. Операция коммутирования в алгебре Ли 


Q 


| 
Для a = N° пусть e, — точечное распределение а 


д 
чале координат. В частности, е, =е,, = Е Элементы €, обра- 


в на- 


зуют базис векторного пространства U(G). Если {— аналити- 
ческая функция в открытой окрестности элемента 0 в G и если 


r(x) = D AaX® — ее разложение в степенной ряд в начале коор- 
a ; 


динат, TO 


(eax D = Ag: 


‘Eq ху) er Say: 


B частности, 
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Значит, 


(e, "Ep x) (e, Фе» (x. у") = 
= (ex @ eg > „ca’p’ ух” we 
=a Ps Ca’p’y (Cas x "(ep ув’ = Cie 
следовательно, xz 


е,*е; = 2 Capyer (11) 


(Формула (10) выражает тогда ассоциативность алгебры U (G).) 
В частности, поскольку L(G) устойчива относительно опе- 
рации коммутирования В 


le;, e;] = 2. oni Cie) Epe (12) 


: в 
Структурные константы алгебры Ли L(G) в базисе (e,, ..., e,), 
таким образом, суть Cijg — сир. Другими словами, канонически 


отождествив L(G) с К”, получаем 


x, у] = B(x, у) — Bly, x). (13) 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ |: 
(i) xl — x + B(x, x) mod deg 3, 
(ii) x.y.xl=y-+[x, y] mod deg 3, 
(iii) yl-.x.y =x+[x, у| mod deg 3, 
(iv) xi-1l ИН. х.у=[х, у| mod deg 3, 
(v) x.y. xi, yl- = fx, y]mod deg 3. 


(В (i), разумеется, xI=! представляет собой разложение в сте- 


пенной ряд в начале координат отображения xH> x]; осталь- 
ные формулы интерпретируются аналогично.) 

Пусть g; и Lo — однородные компоненты степеней 1 и 9 ряда 
х!-Ч. Тогда 


0=—х. ГП == 
= x + о! (x) + B(x, с, (х)) mod 4е 2 (в силу (6)) == 
=x + g, (x) mod deg 2, 
а значит, 2,(x)— — x. Jlanée, 
0 =х.х-П == 


=x +(—x + go(x)) + B(x, — x + go(x)) mod deg 3 == 
= g,(x) — B(x, x) mod deg 3, 


N) 
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следовательно, 55 (х) = В (х, x). Это доказывает (1). Пользуясь 
свойством (1), получаем 


x.y.xiNes(x+y+ B(x, y)).(—x+B(x, x)) mod deg 3 = 
cex+tyt+ B(x, y)+(—*x+B(x, x)) + B(x - у, — x) mod deg 3= 
= y + B(x, y)—B(y, x) mod deg 3 = 
= y +[x, y]moddeg3 (в силу (13)), 
откуда следует (11). Доказательство формулы (iii) аналогично. 
Комбинируя (1) и (111), получаем 
AU y xy =(—*4 +B, x)).(x +[x, yl)moddeg3 == 
=—x+ B(x, x) +x+[x, y] + В (—х, x) mod deg3 == 
= [x, y] mod deg 3, 


откуда следует (iv). Доказательство формулы (У) аналогично. 


3. Степени 
Рассмотрим j точек BG 
x (1) = (x (1, х(ь ..., x (Dn), 
х (2) = (х (2), (da ..., ¥(2)n)s 


х()=((ОФь хОь cs ХО»). 


Отображение (х (1), x(2), ..., x(j)) =>х(1).х(2)...х(@ допу- 
скает разложение в степенной ряд в начале координат: 
x (D). x (2).....х (= D Ba: an pe. 
all, @ (2), ..., a(/)EN” 
(14) 
ГДе аа (1),..., о() CYTb элементы из К”. Положим для ] — 0, 1, 
Ÿ; (x) Sn Sans. Вы ER ta, (15) 


@(1)520, ..., 9 (1) #0 


правая часть есть сходящийся степенной ряд от переменного 
хе К”. Этот ряд получится, если изъять из (14) члены, в KO- 
торых не присутствует явно одно из переменных х (1), ..., X(j), 
а потом положить х (1) =х (2) =... =х( =x. 

Если tEK, все отображения степени Ё группы G имеют 
одно и то же разложение в степенной ряд в начале координат, 
поскольку произвольные два из.них совпадают в некоторой 
окрестности точки 0. Мы обозначим через xll это разложение 
в степенной ряд. 


3 $ 5. ФОРМАЛЬНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ В ГРУППАХ ЛИ 337 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. (i) Имеем ф, =0 mod deg j. 
(ii) Если ЕК, то 


t 
xl =D (1) $: 69, (16) 
i=0 
где формальный Be cnpasa er смысл благодаря (i). 
(Мы полагаем C a ED) 11 ong всякого ЕК. ) 


il 


Утверждение (i) очевидно по определению рядов p;. 
° Докажем (ii) для целого #0. В силу (14) 


АЙ == > Bali), a, art = Fa), (17) 
a(1), «+s, at)eN” 

Для а= (а(1),..., а (4) = (№)' обозначим через с (а) множество 
чисел |={1,..., В, таких, что a(j) 40. Если в сумме (17) 

сгруппировать члены с одним и тем же о (а), получится 
= 2; Mo), (18) 

oc (i, #) 
где 
hz, с (X) ne у, Aa (1), «++, a(t) EIERN, (19) 
0(a)=o 

Положим o = {], fo ..., jg} Ch Lo <<... <j, В (14) (rae ] 


заменено на В подставим O на место x(k) для RO; по- 
скольку 0 есть единичный элемент в G, получаем разложение 
в степенной ряд в начале координат произведения X(j;).X(jo).... 


«EUS! 


x (j;) . x (jo) verre LU — „en. ..., @ (Ё)Х GJ (1) x (j)° (12) is 
UN, 
<тало быть, приняв во внимание определение ряда 1ф., получаем 
Ÿ, (x) = > re (I), «6, а в С (20) 


В силу (19) и (20) видно, что 4, (х) = eus с (®). ree (18). 
влечет за собой A 


“2G ) №: (9 = УС ) te @). 


Установив это, положим x’ => (: ) + (x) для всякого te K, 


В степенных рядах x и xl” НОЯ коэффициент есть поли- 
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номиальная функция OT #. В самом деле, это очевидно для x, 
Что касается ряда xl, достаточно доказать, что для всякого. 
_ u=U(G) образ элемента и относительно x+> ох есть полино- 
миальная функция от t. Но для u =U”(G) этот образ равен и 
($ 4, n° 3, предложение 7 (iv)). 

Поскольку Хх =” для целого Ё>0, заключаем отсюда, 
что хИ = И’ для всякого te K. 


Замечания. 1) BRAIN условие (ii) предложения 2 для це- 
лого числа #0: 


0 == Wo (x), 
= ЕЯ + p, (x), 
APT = фо (x) + 24 (x) + ф> (x), 


Этих формул достаточно для определения рядов 1};. 
2) Ясно, что фи (х) = 0, (x) =x, py (x) = xl — 2x, 


N. 


`3) Предыдущие выражения для ряда wp. и формула (6) до- 
казывают, что 
| Abs (x) = B(x, x) mod deg 3. (21) 


Учитывая предложение 2 (i) и (ii), видим, что 
хи + (5) B(x, x) mod deg3. (22) 


4) Обозначим через 1, „(х) и Ay, m(X) однородные компо- 
ненты степени m рядов Ÿ,(x) и x. Имеем ,, „=0 для т <p. 
С другой стороны, предложение 2 (1) дает 


t(t— 1 t— | 
re à aeg Ye, m (2) (23) 
pam 
те : 
hy, m (x) 3 Рф, т (х), (24) 
Iisrsm 
где Pr, m — однородные полиномиальные отображения степени m 
из К" в К". В частности, в силу a 
—1 
Pi, т (xX) = > = I te), (25) 
р<т Fu 


mm) = ir Фи, m (+ (26) 


о ee 
Е 
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5) Если К имеет характеристику > 0, результаты n°n° | и 2 
остаются справедливыми при том условии, что в N° 2 элемент €, 


определяется формулой (Ca D Agr?) = Au. В n°3, если onpene- 


лить ряды Ÿ; как выше, наше рассуждение показывает, что 
oo 


= Ÿ (1) + (x) для t EN. 
i=0 


4. Экспоненциальное отображение 


Пусть E(x) — разложение в степенной ряд в 0 некоторого 
экспоненциального отображения для G. Пусть L(x) — разложе- 
ние в степенной ряд в 0 отображения, обратного к некоторому 
инъективному экспоненциальному отображению для G. По- 


скольку касательное отображение в 0 ко всякому 3KCHOHEH- ~ 


циальному отображению есть тождественное отображение в L(G), 
то E (x) =x mod deg 2 и L (x) =x mod deg 2. Поскольку Е (L (х)) = 
— L(E(x)) для любого x, достаточно близкого к 0, формальные 
ряды Е и L таковы, что Е(Ё(Х)) =[ (Е (Х)) =X. Аналогичное 
рассуждение показывает, что E(tX)=(E(X))"!, L(x) = И, (Х) 
для [ЕК. | 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Справедливы формулы 
Eu en 
b=), - 


р= 


— bps (27) 


E=), — Фр. р (28) 


(напомним, что Pp, „ — однородная компонента степени р ряда %,). 


Имеем 
Е (tx) = (Е (x), 
где, согласно (24), 


Е = 2 tr, „(Е (4). 


т >01 


Обе части равенства являются формальными рядами OT Ё их. 
Приравняем члены первой степени по #. Получается 


= 2, Qi m (E (0). (29) 


Но обращение системы формальных рядов, в случае если оно 
возможно, единственно (Alg., chap. IV, § 6, corollaire de la 
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_ proposition 8). Тогда à 
(= À um) (8 силу (29) = 


т >20 
— Пр 
= У | = Vom) — (в силу (25)) = 
р, 
=> CL, (x), 
p 


откуда следует (i). Аналогично, при #52 0 
L (tx) = И, er = 
PA L m-r - 
t Е Е. Pr, т (Х)) — (в силу (24)). 


Сравним члены первой степени no É. Получим 
x= ( 2: Pm, m(*)), 
m>0 
откуда 
E@) = ) Lund 
т >0 
1 
= =m m(x) (8 силу (96)). 
m>0 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Для того о используемая в вычисле- 
ниях этого параграфа карта на G была канонической, нгобхо- 
димо и достаточно, чтобы VW; =0 для j > 2. 


Достаточность следует из предложения 3. Предположим, 
что карта каноническая и что 4; =0 при 2Si<n. Тогда 


mn)! $: (x) = их + Yn (x), откуда %,=0. Таким 


образом, operon по j получаем, что g; =0 для j > 2. 


$ 6. Вещественные или комплексные группы Ли 


В этом параграфе предполагается, что К равно В или С. 


1. Переход от морфизмов алгебр Ли к морфизмам групп Ли 


Лемма 1. Пусть G— односвязная') топологическая группа, 
W — открытая связная симметричная окрестность элемента е, 


1) См. гл. XI Top. gen. В этой главе доказано, что если Ст и С. — связ- 
ные топологические группы, ф — открытый непрерывный гомоморфизм из Gy 
на G2 с дискретным ядром и G2 односвязна, TO ф является гомеоморфизмом. 
Напомним, с другой стороны, что односвязное пространство связно. 
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H — некоторая группа, f — отображение из №3 в Н, такое, что 
f (xyz) =f (x) (у) il) 


для x, у, 2 из №. Существует такой морфизм [ из G e H, что 
РИ =. 


Для (5, h)=GXH и открытой окрестности U элемента е 
в № пусть A(g, h, U) — множество элементов (gu, hf(u)) = 
ЕСЖН, где ueU. Имеем (5, h) Е А (5, h, U) и А(5, 1, 0) П 
ПА (5, h, U)=A(, h, U, N U2). Пусть (5, р = А (5, h, U); тогда. 
$ = ви и t=hf(u) для некоторого и EU; существует открытая 
окрестность U’ элемента ев W, такая, что wU’ CU; при этом 
для и’ eu’ | 

(su”, tf (u’)) = (вии’, hf (uu’)) = А (в, №, U), 


значит, Als, Ь U)CA(g, 1, U). Отсюда следует, что MHO- 
жества A(g, h, U) образуют базис топологии Ha GX H. Мы 
обозначим через У множество G X H, наделенное этой тополо- 
гией, и обозначим через р каноническую проекцию из У на G, 
которая является открытым отображением. Ограничение про- 
екции р на A(g, h, U) есть гомеоморфизм из А (5, A, U) на gU. 
Следовательно, (У, р) есть накрытие пространства G. Пусть. 
У, — подгруппа в У, порожденная множеством À (e, e, №), и пусть 
B — множество окрестностей А (e, e, U). Ясно, что 8 удовлетво- 
ряет условиям (@Ут) и (@Уип) из Общ. топ., 1969, гл. Ш, $ 1, 
n° 2. Множество У’ таких y=Y,, что отображения 2r> yzy! 
и zr>y!zy из Yo в Yo непрерывны в (e, е), есть подгруппа 
в Yo. Пусть wEW. Отображение wWı>www-! из W BG не- 
прерывно, значит, отображение (9, } (w’)) > (ww’w!, j (ww’w-'))- 
из Ale, е, W) в У непрерывно в (e, е). Но f(ww’w-!) = 
= j (w) f (w’) j (w-!) и, следовательно, 


(wo’w-', f (wo’w-')) = (w, f (w)) (w, f(w’))(w, f (&)) 


Поскольку w!EW, видим, uro“(w, f (w)) = Y{. Таким образом, 
А (е, е, W) Yj, так что У. =У,. Группа Yo, наделенная бази-- 
сом фильтра %, удовлетворяет, следовательно, условию (GVjır)- 
из Общ. топ., 1969, гл. Ш, $ 1, n° 2. Поскольку (0, h). A (e, e, И) = 
— A(g, h, U), Yo есть топологическая группа, связная, по- 
скольку Ale, е, №) связно. Тогда p(Yo) есть открытая под-- 
группа в С, откуда р(У,) = С, поскольку С связна. Ядро го- 
моморфизма p|Yo дискретно. Поскольку С односвязна, р|Уь. 
есть гомеоморфизм из У, на С. Следовательно, Yo — график 
морфизма [ из@вН. Для g & W имеем (5, f (5)) = А(е, е, W) = У., 
откуда f(g) — (8). 


ТЕОРЕМА 1. Пусть @ и H — группы Ли, h— непрерывный: 
морфизм из L(G) в L(A). Предполагается, что G односвязна.. 


EA 
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Тогда существует один и только один морфизм ф групп Ли из G 
в Н, такой, voh=L(g). 


Существование морфизма ф следует из леммы 1 и из $ 4, n° 1, 
‘теорема | (i). Единственность морфизма ф следует из $ 4, n° 1, 
теорема | (ii), и связности группы G. 


[e) 


Следствие. Пусть G — односвязная конечномерная группа Ли. 
Существует конечномерное линейное аналитическое представле- 
ние группы G, ядро которого дискретно. 


Существуют (гл. I, $ 7, теорема 2) конечномерное вектор- 
ное пространство E и инъективный морфизм A из L(G) в ал- 


re6py Ли End (Е). Согласно теореме |, существует морфизм @ 


из ав GL (Е), такой, что Г, (ф) =A. Значит, ф есть иммерсия, 
‘и, следовательно, его ядро дискретно. 


Замечания. |) Существуют односвязные конечномерные 


| труппы JIn, у которых нет инъективных аналитических линей- 


ных представлений конечной размерности (упражнение 2). 

2) Существует связная конечномерная группа Ли G, такая, 
что всякое ее линейное аналитическое представление конечной 
размерности имеет недискретное ядро (упражнения 3 и 4). 


2. Интегральные подгруппы 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. Пусть С — группа Ли. Интегральной под- 
группой в G называется подгруппа Н, наделенная такой струк- 
Typoü связной группы Ли, что каноническая инъекция из H 8 G 
есть иммерсия. 


Однопараметрической подгруппой в G называется интеграль- 
ная подгруппа размерности 1. 

Пусть H — интегральная подгруппа в G, i — каноническая 
инъекция из Н BG. Тогда [. (1) определяет изоморфизм из L (A) 
на некоторую подалгебру Ли в L(G), допускающую топологи- 
ческое дополнение. Мы отождествляем L(H) с ее образом OTHO- 


«сительно L (i). 


Примеры. 1) Связная подгруппа Ли в С есть интегральная 
подгруппа BG. 

2) Предположим, что С конечномерна. Пусть Н — подгруппа 
в G; наделим ее структурой, индуцированной структурой © 


‘группы Ли на С ($ 4, n°5, определение 3). Тогда ee связная 


компонента единицы Но является интегральной подгруппой BG, 


_и касательная подалгебра век Н есть L(H,) ($ 4 n°5, пред- 


ложение 9 (ii)). 
3) Пусть С — комплексная группа Ли, A — интегральная 


подгруппа в G, С, (соотв. H,) — вещественная группа Ли, se 


2 $ 6. ВЕЩЕСТВЕННЫЕ ИЛИ КОМПЛЕКСНЫЕ ГРУППЫ ЛИ -343. 


жащая ниже С (соотв. Н). Тогда H, — интегральная подгруппа 
в С, и Ё(Н!) — вещественная алгебра Ли, лежащая ниже L(H). 


ТЕОРЕМА 2. Пусть @ — группа Ли. 

(i) Отображение H+>L(H) является биекцией множества 
интегральных подгрупп в @ на множество подалгебр Ли в L(G), 
допускающих тспологическое дополнение. 

(ii) Пусть Н — интегральная nodepynna в G. Тогда всякая 
связная подерупускула Ли в С с алгеброй Ли L(A) является 
открытым подмногообразием в H, порождающим Н. 


а) Пусть D — подалгебра Ли в L(G), допускающая тополо- 
гическое дополнение. Пусть H, — подгрупускула Ли BG, такая, 
что L(H,)=b ($ 4, теорема 3). Можно выбрать H; так, что. 
она будет связной. Пусть À — подгруппа в G, порожденная 
множеством H,. Существует ($ 1, следствие предложения 22} 
такая структура группы Ли Fa H, что H, — открытое подмного- 
образие в H и каноническая инъекция из Н в С является им- 
мерсией. Поскольку H, связна, Н связна и, стало быть, есть интег- 
ральная подгруппа BG. Имеем L(H)=L(H,) =). Это доказы- 
ваз-т, что отображение, рассматриваемое в (i), сюръективно. 

6) Пусть Н — интегральная подгруппа в С и М, — связная 
подгрупускула Ли в. С с алгеброй Ли L(H). Поскольку кано- 
ническая инъекция из Н в С есть иммерсия, существует OT- 
крытая подгрупускула Н, в Н, которая является в то же 
время подмногообразием в G и потому подгрупускулой Ли 
в С с алгеброй Ли L(H). С другой стороны, пусть N — под- 
группа в G, порожденная множеством /№,; согласно части a) 
доказательства, она наделена структурой интегральной под- 
группы BG, такой, что N, есть открытое подмногообразие в N. 
В силу теоремы 3 $ 4 НПМ, открыто в H, ив N,. Стало: 
быть, подгруппа в С, порожденная множеством Н, [| Ny, равна, 
с одной стороны, подгруппе Н, а с другой стороны, подгруппе N. 
Следовательно, группы Ли Н и М совпадают. Это доказы- 
вает (1), а также что отображение, рассматриваемое в (1), 
инъективно. 


Замечание 1. Пусть Н — интегральная подгруппа в G. Пусть. 
У — левое слоение на С, ассоциированное с L (Н). Если geG, 
наделим QH структурой многообразия, получающейся переносом 
соответствующей структуры на Н с помощью у (5). В силу 
Мн. Ce. рез., 9.3.2, каноническая инъекция из gH в У есть. 
морфизм. Этот морфизм этален. Стало быть, максимальные 
связные листы слоения У суть левые классы смежности по Н. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Пусть @ и М — группа Ли, Н — интеграле- 
ная подгруппа eG, ф — морфизм из M в С, такой, что Г. (ф) (Е (М)) = 
C L(H). Предположим, что М связна. Тогда ф(М) =Н и 9, 
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рассматриваемое как отображение из М в Н, есть морфизм 
грипп Ли. 


В самом деле, если ве обозначения замечания 1, то ф 
есть морфизм из М в У (Mn. Ce. pes., 9.3.2), и, стало быть, 
@(M) CH, поскольку М связна. 


СлЕедствиЕ 1. Пусть G и Н — группы Ли, ф — морфизм групп 
„Ли us Ge H, N — ядро морфизма q u h = L m Предположим, 
- что G связна u H конечномерна. 

(1) N есть подгруппа Ли eG, и L(N)=Kerh. 

(ii) Пусть H’ — интегральная подгруппа в Н с алгеброй Ли 
Imh. Тогда q(G) =Н.. 

(iii) Отображение из G/N в НУ’, полученное us ф переходом 
жк фактору, есть изоморфизм групп Ли. 


Утверждение (i) уже было доказано ($ 3, n° 8, предло- 
жение 28). 

Пусть 4 — морфизм групп Ли из G/N в H, полученный из ф 
переходом к фактору; это иммерсия ($ 3, n° 8, предложение 28). 
“Согласно предложению 1, p является морфизмом групп Ли 
из G/N в HA’. Этот MOPDH3M этален и, стало быть, p(G/N) =H’, 
поскольку Н’ связна; это доказывает (ii). Тогда морфизм 
р: G/N—H’ биективен и является изоморфизмом групп Ли, 
что доказывает утвержение (iii). 


СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть G — группа Ли, H, и Н›— интегральные 
подгруппы в G. Если L(H;)C L(H;), то Но есть интегральная 
nodepynna в Hy. 


Пусть д: H,—>G, 6: Ho > G — канонические инъекции. Тогда 
L (ig) (L (H2)) = L (Ay) = Е (Ну). 


В силу предложения | ip есть аналитическое отображение из Ho 
в H, и даже иммерсия из Ha B H,, поскольку L(i,) является 
‘изоморфизмом из L(A.) на подалгебру в Ё(Н\), допускающую 
топологическое дополнение. 


Следствие 3. Пусть G — конечномерная группа Ли, (H т 
семейство подгрупп Ли в С. Тогда Н = [| H, есть подгруппа 
iel 


„Лив Си 
L(H) = LE (A). 


Существует конечное множество J в I, такое, что (| L(H,) 
ies = 


‘равно пересечению М всех L(H,). Мы знаем, что H*= [|] H, 


isJ 
-есть подгруппа Ли, такая, что [. (Н") = М ($ 3, n° 8, следствие 2 
предложения 29). Пусть Но — компонента единицы в H* Это 
подгруппа Ли в G и L(H)=M. В силу следствия 2 имеем 
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Но= H; для всякого i, a потому Hy) CH CH’, что доказывает 
следствие. 


СлЕДСТВИЕ 4. Пусть G — связная конечномерная группа Ли. 
Следующие условия эквивалентны: 

(i) G унимодулярна (Интегр., гл. УП, $ 1, n° 3, определение 3); 

(ii) dt Аа с =1 для всякого в = Ц; _ 

(iii) Trada—0 для всякого а <= L(G). 


Отображение с--> det Ad g есть морфизм ф группы G в К". 
Согласно $ 3, предложения 35 (n° 10) и 44 (n° 12), имеем L (ф) а = 
= Тга4 а для всякого а е= L(G). Ясно, что ImL (ф) = {0} или К. 
В первом (соотв. втором) случае имеем Пиф={1} (соотв. 
[пф= К”) в силу следствия 1, а значит, G унимодулярна 
г a унимодулярна) в силу следствия предложения 55, 

‚2.10. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть С — конечномерная группа Ли, Н — 
интегральная подгруппа в С. Следующие условия эквивалентны: 

(1) Н замкнута; 

(ii) топология на Н индуцирована топологией на G; 

(iii) H есть подгруппа Ли в G. 


Импликация (i)> (iii) следует из $ 1, предложение 2 (iv) 
(n° 1) и предложение 14 (iii) (n° 7). 

Импликация (iii) = (ii) очевидна. 

Докажем, что (ii) = (1); если топология на À индуцирована 
топологией на G, то Н замкнута, поскольку Н полна ($ 1, 
n° |, предложение |). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть G—epynna Ли, Н — интегральная. 
подгруппа в G, М — связное непустое аналитическое многообразие, 
{ — отображение из М в Gu re Мк. Рассмотрим следующие 
условия: 

(i) f принадлежит классу С’ и f(M)CH; 

(ii) (МН и f, рассматриваемое как отображение из М 
в Н, принадлежит классу С’; 

(iii) f принадлежит классу С’, |(М) пересекается с Н и образ 
пространства Тт (М) содержится в | (т).Г(Н) для всякого т <= М. 

Тогда (1)=(1)=(10. Если топология на Н допускает счет- 
ный базис, то все три условия эквивалентны. 


Импликации (ii) = (1) и (ii) = (Ш) очевидны. 

Докажем, что (iii) (ii); будем считать условие (iii) выпол- 
ненным. В силу Mu. Св. pes., 9.2.8, | есть морфизм класса С” 
в левое слоение, ассоциированное с L(H). Поскольку М 
связно, [(M) CH. 

Если топология на Н допускает счетный базис, то из условия (i) 
следует, что f— отображение класса С’ из М BH (Mn. Ce. 
рез., 9.2.8); стало быть, (i) => (ii). 
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СлеЕдствиЕ 1. Пусть G — конечномерная группа Ли, H — ux- 
тегральная подгруппа в G. Тогда касательная подалгебра Ли 
векнН ($ 4, n° 5, определения 2 и 3) есть L(A), и структура 
группы Ли на Н является структурой, индуцированной соответ- 
ствующей структурой на G. 


В самом деле, поскольку Н связна и конечномерна, ее TO- 
пология допускает счетный базис. 


СлЕдствиЕ 9. Пусть С — группа Ли, H, и Hy — интегральные 
подгруппы в G. Предположим, что топология на H, допускает 
счетный базис. Тогда 

Н› <= Н, & L(A) CL (Aj), 
если эти условия выполнены, то Но является интегральной 
подгруппой в Fi,. 


Последнее утверждение и импликация Г, (Н.) CL (Н!) > Н.=Н, 
вытекают из следствия 2 предложения 1. Обратная импликация 
следует из предложения 3. 


СЛЕДСТВИЕ 3. Пусть G — группа Ли, Ну и Hz, — интегральные 
подгруппы в G, топология которых допускает счетный базис. 
Если H, и Но имеют одинаковые нижележащиз множества, TO 
структуры групп Ли на H, и Hy одинаковы. 


Это вытекает из следствия 2. 


Замечание 2. Пусть С — конечномерная` группа Лии H— 
подгруппа в С. Допуская вольность речи, будем говорить, 
что Н есть интегральная подгруппа в G, если существует 
структура $ группы Ли Ha Н, такая, что H, наделенная струк- 
турой $, является интегральной подгруппой BG. В силу след- 
ствия 3 предложения 3, если 5 существует, то она. единственна. 


Замечание 3. Пусть У — многообразие класса С’, M — под- 
множество в У ихи y — элементы из М. Рассмотрим следую- 
ee свойство: 

Рмху: существуют Г; лье Ses Liss «5 Im такие, что: 
а) I есть открытое связное множество в К; 6) ху, ..., Xh лежат 
в M, х=х, x, =; в) |. для 1 Lin является отображением 
класса С’ из Г в И, образ которого содержит х;—, и X;, причем 
ем. 

Будем говорить, что М есть С’-связное множество в V, 
если, каковы бы ни были элементы X, у в М, выполняется 
условие Py, x, и. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть G — конечномерная группа Ли, Н — 
подгруппа в G и ге Мк. Следующие условия эквивалентньй 
(i) H есть интегральная подгруппа в G; 


4 
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(ii) H, наделенная структурой группы Ли, undyyuposaHHoü: 
структурой na G, связна; 
(iii) H является С’-связной. 


(ii) => (i). Очевидно. 

(i) => (iii). Предположим, что Н наделена структурой группы: 
Ли, такой, что Н — интегральная подгруппа в G. Используем 
обозначения замечания 3. Множество таких y = H, что свой- 
ство Py,e.y Выполнено, является открытой подгруппой в MH. 
Поскольку Н связна, эта подгруппа равна À, и, стало быть, 
условие (11) выполнено. 

(iii) = (11). Будем считать условие (Ш) выполненным и на- 
делим Н структурой, индуцированной структурой группы Ли 
на С. Пусть, bh — касательная подалгебра к Н ве. Компонента 
единицы Но группы A есть интегральная подгруппа BG, такая, 
что L(H,)=). Покажем, что Н = Но. Достаточно доказать. 
следующее: пусть [ — открытое связное множество в К, |— 
отображение класса С’ из Г в G, такое, что f()CH, ли 
ц — две точки из /; тогда если F(A) Е Ho, то f(u)= H,. Ho 
для всякого ve имеем (T,f)(K)=f(v)b по определению под- 
алгебры №, так что наше утверждение следует из предложения 3. 


Замечание 4. Если К = В, то интегральные подгруппы в @ 
могут быть охарактеризованы также как подгруппы, которые. 
будучи наделенными топологией, индуцированной топологией 
на G, линейно связчы ($ 8, упражнение 4). Тем не менее могут 
существовать связные подгруппы, не являющиеся интегральными 
(Комм. алг., гл. VI, $ 9, упражнение 25). 


Следствие. Пусть G — конечномерная группа Ли, H, u H,— 
две интегральные подгруппы в G. Подгруппа в G, порождаемая: 
nodepynnamu H, и Ho, и подгруппа (H,, Hs) в G сить интег- 
ральные подгруппы в G. 


Подгруппа (G, G) в Ц не всегда замкнута ($ 9, упраж- 
нение 6). 


Напомним ($ 3, n° 11, следствие 5 предложения 41), что 
если а — конечномерная алгебра, то Aut(a) есть подгруппа Ли 
в GL (a) и 2 (Ац{а) есть алгебра Ли дифференцирований алгебры а. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть а — конечномерная алгебра Ли. Через 
Аа (а) или Int(a) обозначается интегральная подгруппа в Aut (a) 
с алгеброй Ли а4 (а). Элементы этой группы называются ae 
ренними автоморфизмами алгебры N. 


В силу переноса структуры add инвариантна относительно 
Aut (a), стало быть, [Ш (а) есть нормальная подгруппа в Aut (a). 
Приняв во внимание следствие 1 предложения 8 $ 4, n° 4, и 
связность группы Int(a), видим, что элементы из Int(a) суть. 
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конечные произведения автоморфизмов вида expadx, где xea. 
Вообще говоря, Int(a) не есть подгруппа Ли в Aut(a) (упраж- 
нение 14). 


3. Переход от алгебр Ли к группам Ли 


ТЕОРЕМА 3. (i) Если Г — конечномерная алгебра Ли, суще- 
ствует односвязная группа Ли G, такая, что L(G) изоморфна 
алгебре Ли L. 

(ii) Пусть G, uU G,— dee связные группы Ли, причем Ц, 
односвязна, {— изоморфизм из L(G,) на L(G.), P— морфизм 
из G, 6 Go, такой, что Г (ф) = ри N — ядро морфизма ф. Тогда N 
является дискретной подеруппой, лежащей в центре группы G,, 
и морфизм из СМ в Gy, полученный из @, есть изоморфизм 
групп Ли. Если Ga односвязна, ф — изоморфизм. 


Пусть Г, — конечномерная алгебра Ли. Существует конечно- 
мерное векторное пространство Е, такое, что Г можно OTO- 
ждествить с подалгеброй Ли в End (Е) (гл. I, $ 7, теорема 2). 
Пусть Н — интегральная подгруппа в GL(E) с алгеброй Ли L. 
Пусть Н — ее универсальная накрывающая ($ 1, n°9, заме- 
чание 2). Тогда L(H) изоморфна L, откуда следует (i). 

Пусть G,, Go, f, ф, N — такие же, как в (ii). Тогда ф этален 
и, стало быть, @P(G,) — открытая подгруппа в Gy, а потому 
Ф (С!) = (5. С другой стороны, ядро N дискретно, и, следо- 
вательно, содержится в центре группы G, (Интегр., гл. УП, 
$ 3, лемма 4). Ясно, что морфизм из G,/N на Go, полученный 
из @, есть изоморфизм групп Ли. Если G, односвязна, то 
ar re отображение из G, на Gp инъективно, а потому 
N = {e}. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть С — связная вещественная группа Ли. 
Предположим, что на L(G) задана структура комплексной нор- 
мируемой алгебры Ли L’, согласованная с ее структурой веще- 
ственной нормируемой алгебры Ли. На G существует одна u 
только одна структура комплексной группы Ли, согласованная 
со структурой вещественной группы Ли и такая, что алгеброй 
„Ли для нее является L’. 


В силу следствия 2 теоремы 2 $ 4, n° 2, достаточно дока- 
зать, что структура на L’ инвариантна относительно AdG. 
Пусть ф — экспоненциальное отображение для G. В силу след- 
ствия 3 (i) предложения 8 $ 4, n° 4, существует окрестность И 
элемента 0 в L(G), такая, что структура на L’ инвариантна 
относительно Adœ(V). Но g(V) порождает С, поскольку G 


связна. 
7 Заключение предложения 5 не обязательно выполняется, если мы 
не предполагаем, что G связна (упражнение 7). 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть G — связная комплексная группа Ли. 
Если G компактна, то С коммутативна. 


Голоморфное отображение g+>Adg из G в L(L(G)) по- 
стоянно (Мн. Св. pe3., 3.3.7); стало быть, ad a — 0 для всякого 
a=L(G) ($ 3, n°12, предложение 44). Следовательно, G ком- 
мутативна ($ 4, следствие 3 теоремы 1). 


4. Экспоненциальное отображение 


ТЕОРЕМА 4. Пусть С — группа Ли. Существует одно и только 
одно экспоненциальное отображение, определенное на L(G). 


Существуют выпуклая открытая окрестность U элемента 0 
в L(G) и экспоненциальное отображение ф для С, определенное 
на U. Можно предполагать, выбирая U достаточно малой, что 


p ((A + A’) a) = y (Aa) ф (Га) (1) 


для a&L(G), a, \ из К, Aa, A/a, (A +A’) а из 0. 
Пусть а= L(G). Существует целое число п > 0, такое, что 
1 


| 
а = U. Если т — другое целое число > 0, такое, что = a=, 


1 Mi 
TO mes; и соотношение (1) влечет за собой 


Pre) = Cm) Se) 


стало быть, ( (- y = (‹ (-- a)) . Существует продол- 
жение 4: Г, (С) —> С отображения ф, такое, что 1 (а) = (‹ (— a)) 


| 
для аеГ.(() и любого числа п>0, такого, что ZueU, 


Ясно, что 1p аналитично и является экспоненциальным отобра: 
жением для G. Если 1’; L(G)— С — экспоненциальное отобра- 
жение для G, то  H VŸ совпадают в некоторой окрестности 
элемента 0, а потому равны, поскольку L(G) связно. Ч. Т. Д. 


С этого места, если мы будем говорить об экспоненциальном 
отображении для G, то речь будет идти об отображении, рас- 
смотренном в теореме 4. Оно обозначается через eXPg или 
просто exp, если это не может привести к путанице. 


Пример. Пусть А — полная нормированная ассоциативная 
алгебра с единицей. Тогда ехрд» есть экспоненциальное отобра- 
жение, определенное в гл. II, $7, n°3. 


TIPENIOKEHHE 7. Пусть С — группа Ли, a — элемент из L(G). 
Отображение Ar—>exp(Aa) из К в @ является единственным мор- 
физмом ф группы Ли К в С, таким, что (Top) 1 = а. 
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Отображения (A, A’) exp(Aa)exp(Aa) и (A, A’) exp(A+-A’)a 
из КЖК в С аналитичны и совпадают в некоторой окрест- 
ности элемента (0, 0). Поскольку КЖК связно, эти отобра- 
жения равны. Стало быть, ф: Ан->ехр (Аа) есть морфизм групп 
Ли из К в G. Касательное отображение в Ок At>Aa есть 
отображение Ar>Aa и Г. (ехр) == 1Чр(с); значит, (Тоф)1 = а. 
Утверждение единственности следует из теоремы 1. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Пусть С — группа Ли. Каковы бы ни были 
x, ув L(G), имеем, обозначая через п целое число, : 


ехр(х + у) = lim (ep. х) (exp v)) . (2) 


exp[x, у] = | 
= “lim ((exp+ x) (exp—y) (exptr) (expty) ) (8) 


n>+% 


Это следует из предложения 4 § 4, n°3, если положить 
в нем A= 1/n и принять во внимание предложение 7. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Пусть G — комплексная группа Ли, G’ — ни- 
жележащая вещественная группа Ли. Тогда exp; = exp. 


Это следует из предложения 5 $ 4, n°3, и аналитичности 
отображений ехрс и ехре.. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 10. Пусть @ u H — группы Ли, ф— морфизм 
из ав H. | 

(i) poexps = ехрн ° L ($). 

(ii) Если G— интегральная подгруппа в H, TO xp = 
—=ехрн | Г (С). 


Обе части равенства (i) суть аналитические . отображения 
из L(G) в Н, совпадающие в некоторой окрестности элемента 0 
($ 4, n°4, предложение 8); стало быть, они равны. Утвержде- 
ние (11) является частным случаем утверждения (1. 


СЛЕДСТВИЕ 1. Пусть @ — группа Ли, G’ — подгруппа Ли в G 
и a=L(G). Следующие условия эквивалентны: 

(i) a=L(G); 

(ii) exp (Aa) =G’ для KEK и достаточно малых | À |; 

(iii) exp (Aa) = С” для всякого EEK. 

Рассуждаем так же, как в следствии 1 предложения 8 
$ 4, n° 4. 


СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть С — группа Ли, H — интегральная под- 
группа в С и а= Г ((). Рассмотрим следующие условия: 
(i) a=L(H); 
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(ii) exp. (Aa) =H для всякого KEK. 


Тогда (i) (ii). Если топология на H ern счетный 
базис, то (i) (ii). 


Пусть i— каноническая инъекция из HBG. Если ae Г. (Н), то 
ехрс (Aa) = (exp, ° L (1) (Aa) = ({°ехрн) (Aa) € H. 


Стало быть, (1) (ii). Обратная импликация для подгрупн H 
CO счетным базисом следует из предложения 3. 


СЛЕДСТВИЕ 3. Пусть С — группа Ли, о — линейное аналити- 
ческое представление группы G, x= L(G) и в ЕС. 


(i) р (exp x) = exp L (о) x; 
(ii) Ad (exp x) = expad x; 


(iii) g (exp x) gr!’ =ехр (Аа g.x). 


Рассуждаем так же, как в следствиях 2 и 3 предложения 8, 
$ 4, n 4. 


СледствиЕ 4. Пусть G — связная конечномерная группа Ли. 

(i) Имеем Int (L (G)) = Ad(G). 

(ii) Пусть 2 — центр группы G. Тогда Z является подгруппой 
Ли в G, алгебра Ли которой есть центр в L(G). Отображение 
из G/Z в IntL(G), получающееся из gt Ad в переходом к фак- 
тору, есть изоморфизм групп Ли. 


Утверждение (i) вытекает из следствия 3 (ii) и замечаний, 
следующих за определением 2. Пусть gEG. Чтобы Adg == Id; (д), 


необходимо и достаточно, чтобы Intg совпадало с Id, в неко- 
торой окрестности элемента е ($ 4, n° 1, теорема | (ii)), a по- 
тому во всей G; другими словами, необходимо и достаточно, 
чтобы g=Z. Коль скоро. это так, TO (ii) вытекает из след- 
ствия | предложения |. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Пусть G — связная конечномерная группа Ли. 
Группа Ли Пи (Е (С)) = Аа (С) называется присоединенной epyn- 
пой к G 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 11. Пусть С — коммутативная связная группа Ли. 

(1) exp есть этальный морфизм аддитивной группы Ли L(G) 
на G. 

(ii) Если K=R и С конечномерна, то G изоморфна группе 
Ли вида ВР XT! (р, а— целые числа 20). 


В силу формулы Хаусдорфа (expx)(expy)=exp(x + y) для 
х, у, достаточно близких к 0, а, стало быть, по аналитическому 
продолжению и для произвольных X, и в L(G). Значит, exp есть 
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гомоморфизм групп, и он этален, поскольку 
т (ехр) == Id; (а). 


Отсюда следует (i). Утверждение (ii) вытекает из (i) и из Общ. 
ron., 1969, гл. VII, $ 1, предложение 9. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 12. Пусть @ — группа Ли и L=L(G). Для 
всякого x=L отождествим T,(L) с L, так что правый диффде- 
ренциал æ (x) отображения exp в X будет линейным отображе- 
нием us L в Г. Для любого хе=ЕЁ 


a 
a Lapin ads. 


Оба члена являются аналитическими функциями OT .X и COB- 
падают для всех x, достаточно близких к 0 ($ 4, n° 3, предло- 
жение 6). 


Замечание. Имеем w (x). (а4х) = expadx— 1. Допуская воль- 
ность в обозначениях, пишут 


=> ехра@х — 1 
(x) = ad x 


Следствие. Пусть @ — комплексная группа Ли и x=L(G). 
Ядром касательного отображения в X к ехрс является 


Œ кКег(аах — Zinn). 


пей -—{0} 
Нулями целой функции 2=> pF —— DI ————- 2", равной (e? — 1)/z 


при 20, являются точки из "Ол — {0}, все они — простые 
нули. Следствие вытекает тогда из предложения 12 и такой 
леммы: 


Лемма 2. Пусть Е — комплексное банахово пространство, 
и — элемент из (Е), $ — спектр элемента и в Z(E) (Спектр. 
теор., гл. I, $1, n°2), F— комплексная голоморфная функция 
в открытой окрестности Q множества $. Предположим, что fF 
имеет в Q только конечное число sos различных нулей 
2, ...› Zn, имеющих кратности h,,..., h, соответственно. Тогда 


Кег} (и) есть прямая сумма пространств Ker (и —2)) "i для 
ета в: 


(Относительно определения элемента f(u) см. Сиектр. Teop., 
I, § 4, n°8.) 
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Существует голоморфная функция Lg в Q, нигде He обра- 


h h 
щающаяся в нуль и такая, что (2) —(2— 2) '...(<—%k,)”g(2). 
Тогда 8(и)5—' (и) = в" (и) в (и) =1, стало быть, Kerf (u)= 


== Ker [] (и — 2)“. Пространство Кег] (и) можно рассматривать 
как С[Х|-модуль, поскольку на нем задан внешний закон 
(h, x)+>A(u)x, где ВеЕС[Х]|, хе Кег] (и). Используя Alg., 
chap. УП, $2, n°1, proposition 1'), мы видим, что Kerf (и) 


есть прямая сумма пространств Ker (u — 2)“. 


5. Применение к линейным представлениям 


ПРЕдложениЕ 13. Пусть G — связная группа Ли, о — линейное 
аналитическое представление группы G в полном нормируемом 
пространстве Е и Е, Е› — два замкнутых векторных подпро- 
странства в Е, таких, что Е = Е\. Следующие условия экви- 
валентны: 

(i) о (5) х=х (то4 E,) для любых ве+С ихеЕЕ;; 

(ii) элементы из Г (6) (Е (()) отображают E, в Ey. 


В самом деле, 

о (2) х ==х (тоа Е5) для любых geGu xeE9 
р (ехра) х =x(mod Е.) для любых а=[ (4) u xe Е, <> 
& (ехр [. (0) а) х =x(mod Ey) для любых ae&L(G) n xEE,.. 
С другой стороны, если ие (E), то 


(exp Au) x =x(mod Е.) для любых ЛЕК и хеЕЕ <и (Е) < Е,, 
откуда следует предложение. ; 


СлЕДСТВИЕ 1. Для устойчивости Е, относительно о необхо- 
димо и достаточно, чтобы Е; было устойчиво относительно L(p). 


Достаточно положить Е, = Е› в предложении 13. 


СЛЕДСТВИЕ 2. Предположим, что р конечномерно. Чтобы p 
было простым (соотв. полупростым), необходимо и достаточно, 
чтобы L(p) было простым (соотв. полупростым). 


Это вытекает из следствия |. 


СЛЕДСТВИЕ 3. Для того чтобы x GE был инвариантен отно- 
сительно о (G) необходимо и достаточно, чтобы X аннулировался 
элементами из L(p)(L(G)) (т. е. чтобы x был инвариантен отно- 
сительно [. (0) в смысле гл. 1, $ 3, определение 3). 


Достаточно положить Е! =Кх, Е›=0 в предложении 13. 


1) См. также Алг., гл. УП, $2, n°2, предложение 3. — Прим. перев. 


12 Н. Бурбаки 


Е pate 


4 
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СледствиЕ 4. Пусть о’— другое линейное аналитическое пред- 
ставление группы G в полном нормируемом пространстве Е’. 
Пусть TEL (E, Г’). Следующие условия эквивалентны: 

(i) То (5) = о’ (g)T для всякого gEG; 

(ii) TL (о) (а) = L(o’)(a)T для всякого a E L(G). 


Пусть с — линейное представление группы G в Z(E, Г’), 
полученное из p u 0’ ($ 3, n° 11, следствие | предложения 41). 
Условие (i) означает, что Т инвариантен относительно о (G). 
Условие (ii) означает, что Г, (0) (Ё (()) аннулирует 7. Теперь 
достаточно применить следствие 3. 


СлЕдствиЕ 5. Предположим о и р’ конечномерными. Для 
эквивалентности о и 0’ необходимо и достаточно, чтобы L (6) 
и [. (0’) были эквивалентны. 


Это частный случай следствия 4. 


СлеЕдствиЕ 6. Предположим, что G конечномерна. Пусть 
t=U(G). Чтобы L; (соотв. R;) был инвариантен справа (соотв. 
слева), необходимо и достаточно, чтобы 1 принадлежал центру 
алгебры U (G). 


Чтобы Г, (соотв. Ry) был инвариантен справа (соотв. слева), 
необходимо и достаточно, чтобы &,*Ё=={*а, для всякого GEG, 


т. е. чтобы (145), =. ‘Cyeensyes целое число п, такое, что 
taU,(G). В силу следствия 3 и предложения 45 $ 3, n° 12, 
(Inte), t=t для всякого g@G тогда и только тогда, когда 
la, |=0 для всякого a&L(G), т. е. тогда и только тогда, 
когда Z коммутирует с U ((). 


6. Нормальные интегральные подгруппы 


Лемма 3. Пусть а — группа Ли, A, u Н› — интегральные 
подеруппы, топология которых допускает счетный базис, и 
се ЗС. Тогда 


gH g—' = Нь (Аа g) (L (A,)) = L (AD). 


Имеем Adg=T7,(Intg). Стало быть, благодаря nepe- 
носу структуры (Intg)(H,;) имеет в качестве алгебры Ли 
(Аа 2) (Г (Н!)). Поскольку H, и Но. имеют счетный базис, совпа- 
дение множеств H, и (Intg)(A,) эквивалентно тому, что инте- 
гральные подгруппы A, и (Intg)(H,) совпадают (n°2, след- 
ствие 3 предложения 3). Коль скоро это так, лемма следует 
из теоремы 2.11}; 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 14. Пусть С — гручпа Ли, Н — интегральная 
подгруппа, топология которой допускает счетный базис. Сле- 
дующие условия эквивалентны: 
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(1) Н нормальна в G; 

(ii) L(H) инвариантна относительно Ad (0). 

Если, кроме того, G связна, эти условия эквивалентны сле- 
дующему условию: 

(iii) L(H) есть идеал в L(G). 

Если, кроме того, G односвязна и L(H) имеет конечную ко- 
размерность в L(G), из этих условий следует, что Н есть под- 
группа Ли в С и С/Н односвязна. 


Эквивалентность условий (i) и (ii) следует из леммы 3. Если, 
кроме того, С связна, то условие (ii) эквивалентно утверждению 
об устойчивости подалгебры Ли L(H) относительно аа L(G) 
(n° 5, следствие | предложения 13, и $ 3, n° 12, предложение 44). 

Предположим, что С односвязна и L(H) есть идеал конечной 
коразмерности в L(G). Согласно теореме 3, n° 3, существует 
односвязная группа Ли С’, такая, что L(G’) изоморфна алгебре 
Ли L(G)/L(H). Существует непрерывный морфизм | из L(G) 
на L(G’) с ядром L(H). В силу теоремы 1, n° 1, существует 
морфизм ф из С в G’, такой, что Г (ф) =f. Этот морфизм есть 
субмерсия, и, стало быть, его ядро N является подгруппой Ли 
в С, такой, что [. (№) == Кег} = [.(Н). Значит, Н есть компо- 
нента единицы в М и, следовательно, подгруппа Ли в С. Пусть. 
фр — морфизм из С/Н в С’, полученный из ф переходом к фак- 
тору. Этот морфизм этален; поскольку G’ односвязна, % является 
изоморфизмом из G/H на С". 


‚ СЛЕдствиЕ 1. Пусть С — односвязная конечномерная группа 
Ли. Пусть m, b — подалгебры Ли в L(G), такие, что L(G) есть 
полупрямое произведение подалгебры m на b. Пусть M, H — co- 
ответствующие интегральные подгруппы в СЦ. Тогда М u Н суть 
односвязные группы Ли u G, рассматриваемая как группа Ли, 
есть полупрямое произведение подгруппы М на H. 


В силу предложения 14 Н есть нормальная подгруппа Ли 
BG, и группа Ли С/Н односвязна. Пусть л — канонический 
морфизм из @ на С/Н. Существует морфизм 0 из С/Н в М, 
такой, что L(0) является каноническим изоморфизмом из 
 L(G)/L(H)=L(G)/b на L(M)=m. Тогда 

L (x о 9) = L (x) oL (6) = Id; (G/H)s 
стало быть, ло = Чан. В силу следствия 1 предложения 1, 
n° 1, 0(С/Н) = M. Согласно предложению 8 $ 1, п°4, М есть 
подгруппа Ли в G, и группа Ли G является полупрямым про- 
изведением подгруппы М на Н. 


CrEncTBHE 2. Пусть С — односвязная конечномерная группа 
Ли, Н — связная нормальная nodepynna в G и x — канонический 
морфизм из G на G/H. 


12” 


> 
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(i) Существует аналитическое отображение p из G/H в С, 
такое, что пор = Пан. 

(ii) Для всякого отображения о, обладающего свойством (i), 
отображение? (h, m)+> ho (т) из НХ (G/H) в G есть изоморфизм 
аналитических многообразий. 

(iii) Н и G/H односвязны. 


Пусть п = т С — dimH. Следствие очевидно для п=0. 
Проведем индукцию по п. 

Предположим, что существует идеал в L(G), содержащий 
L(H) и отличный от L(G) и L(H). Пусть AH’ — соответствующая 
связная подгруппа Ли в G. Пусть ni: G>G/H’ и ль: H’> 
— H’/H — канонические морфизмы. В силу предположения 
индукции существуют аналитические отображения p;: G/H’—>G, 
05: H’/H — Н”, такие, что n, op, = Idem, Лоо Po == ШЧнун. Пусть 
as: G/H —G/H’ — канонический морфизм. Если x=G/H H y — 
представитель х в G, то y u о (л. (х)) имеют одинаковый кано- 
нический образ по модулю MH’, а потому xin (ep, (nz (x))) € H’/H. 
Положим p(x)=Ppı (nz (х)) pg (x (р; (лз (x))) ' x) ЕС. Ясно, что 
0 — а отображение из G/H в G. Имеем 


л (© (x)) = x (01 (пз (x))) ль (65 (л (р (лз (х))) x)) = 
= л (р! (пз (x))) л (01 (лз (x))) x = x. 


Если теперь единственными идеалами в L(G), содержа- 
щими L(H), являются L(G) и L(H), то алгебра Ли L(G)/L(H) 
либо имеет размерность 1, либо проста. В обоих случаях L(G) 
есть полупрямое произведение некоторой подалгебры Ha L(A), 
это вытекает из следствия 3 теоремы 5 гл. I, $ 6. Утвержде- 
ние (i) следует тогда из следствия |. 

Утверждение (ii) очевидно. Утверждение (Ш) вытекает 
из (i) и (ii). | 


Заключения следствия 2 не обязательно выполняются, когда С беско- 


нечномерна или когда À не является нормальной (упражнения 8 и 15). . 


СЛЕДСТВИЕ 3. Пусть G — связная конечномерная группа Ли, 
Н — связная нормальная подгруппа Ли в G. Канонический мор- 
физм из x (H) в m,(G) инзективен. 


Пусть G, — универсальная накрывающая группы С, À — кано- 
ническое отображение из С, на С. Алгебра Ли группы G, ото- 
ждествляется с L(G). Подгруппа Ли А Е(Н) 8G, нормальна 
BG, и ее алгеброй Ли служит L(H). Пусть MH, — компонента 
единицы группы À (H) и A =A|H,. Имеем L(H)=L(H), и, 
стало быть, А, — этальный морфизм из H, на Н. С другой сто- 
роны, H, односвязна (следствие 2), а потому отождествляется 
с универсальной накрывающей группы Н. Тогда, согласно Тор. 


: 
ls 
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gén., chap. XI, канонический морфизм из x, (H) в л, (() ото- 
ждествляется с канонической инъекцией из KerA, в KerA - 


7. Первообразные дифференциальных форм со значениями 
в алгебре Ли 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 15. Пусть С — группа Ли, М — многообразие 

—1 
класса С’ (r>2), а — дифференциальная форма класса С’ и 
степени 1 на М со значениями в L(G), такая, что da + [a =0. 
Предположим, что М односвязно. Для всякого хеМ u вся- 
кого $ЕС существует одно и только одно отображение | 


класса С’ ' из M в С, такое, что fx)=suf'.df=.a. 
Единственность отображения | вытекает из следствия 2 пред- 
ложения 59 $ 3, n° 17, и связности многообразия М. Докажем 
существование отображения [. Существует открытое покры- 
тие (U;),=, многообразия М и для любого i = [ отображение 
g;: И; >С класса С" ', такое, что a .dg, =a на U, ($ 4, n°6, 
теорема 5). В силу следствия 2 предложения 59 $ 3, n° 17, 8,87" 
локально постоянно в U,NU,. Положим g,87'=8;,,. Пусть 
С. — группа С, наделенная дискретной топологией. Отображе- 
ния g,;: Ч: ПИ; —> Са непрерывны и L;Qje = ip в И; ПИ, ПИ,. 
Поскольку М односвязно, существуют непрерывные отображе- 
ния') À,: U,—G,, такие, что BE, АА, в О; ПО,. Пусть g — ото- 
бражение из М в G, ограничение которого на О; есть hy av 
каково бы ни было EI. Это отображение принадлежит классу Е 
ис '.46 =а. Отображение f из М 8 G, определенное формулой 
f=s(e(x))"'g, удовлетворяет условиям г’. 4 =аи f(x)=s. 


8. Переход от законов инфинитезимального действия к законам 
действия 


„Лемма 4. Пусть С — связная топологическая группа, X — отде- 
лимое топологическое пространство, | U Ja — законы левого 
{соотв. правого) действия группы G на X, такие, что для вся- 
кого x =X отображения st>f,(s, x) и $=> | ($, x) из Ge X 
непрерывны. Предполагается, что существует такая окрестность У 
множества {е} XX в GX X, что fi u fa совпадают на: V. Тогда 


h=h. 
Пусть x =X и Ар— множество таких gEG, что fi (g, x) = 
— (5, x). Тогда А замкнуто BG. С другой стороны, пусть g & A; 


1) Главное расслоение с дискретным слоем, определенное коциклом 8, 


(Mn. Ce. ред., 6.4), тривиально ввиду односвязности М; его sempepubaee 
сечение над М и задает отображение Aj. — Прим. перев. 


« 
LS 
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положим y=}, (g, x) = |. (5, x). Существует окрестность U эле- 
мента е BG, такая, что | (t, y)=folt, y) при t EU, другими 
словами, такая, что | (Ё, x) = (Е, x) для Ее Ug (соотв. 20). 
Стало быть, А открыто в С и, следовательно, A=G. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 16. Пусть G — связная группа Ли, X — отдели- 
мое многообразие класса С’ и |, Ь— законы левого (соотв. 
правого) действия ‘класса С’ группы G на X. Если ассициирован- 
ные с |1 и fo законы инфинитезимального действия равны, TO 


hy = fo. 
В силу следствия предложения 11 из $ 4, n° 7, существует 


окрестность V множества {е} ЖХ в GX X, такая, что [и fo 
совпадают в И. Следовательно, f, = (лемма 4). 


Лемма 5. Пусть С — односвязная топологическая группа, 
X — отделимое топологическое пространство, Ü—OTKPbLTAA окрест- 
ность элемента е в G, ф — непрерывное отображение из UXX 
в X, такое, что ple, x) =х и p(s, p(t, х)) = ($, x), каковы бы 


‘ни были xe X us, t из 0, такие, что St ŒU. Пусть W — or- 


крытая связная симметричная окрестность элемента €, такая, 
что W CU. Существует один и только один закон непрерывного 
левого действия \{’ группы С на X, такой, что W u p совпа- 
дают в WX X. Если G— группа Ли u X — многообразие класса С", 
ap принадлежит классу С’, то W принадлежит классу С". 


Единственность закона % следует из леммы 4. Пусть 
Р — группа подстановок множества X. Для u = W? отображе- 
ние хн>\1р (и, x) является элементом [(и) из Ри 


[ (uiuous) = f (u,) f (us) I (из) 


для ty, Ио, из из №. Применяя лемму 1, n° 1, получаем морфизм ]” 
из G в Р, продолжающий f|W. Положим 1’ (g, x) = jf’ (8) (x) 
для любого (0, x) Е С ХХ. Тогда 1’ есть закон левого действия 
группы G на X, совпадающий с ф в W XX. Поскольку 
p’ (5, 4’ (g’, х)) =’ (gg’, x) для (5, 8’, x) EGXGXX, непре- 
рывность отображения ф в W X X влечет за собой непрерыв- 
ность отображения ty в gW X X, каков бы ни был элемент LE G. 
Стало быть, 1’ непрерывно. Если tp принадлежит классу С’, то 
мы подобным же образом убеждаемся в том, что tp’ принад- 
лежит классу С". 


ТЕОРЕМА 5. Пусть @ — односвязная группа Ли, Х — компакт- 
ное многообразие класса С’ (r>2) и at D, — закон инфини- 


u r—| 
тезимального левого (соотв. правого) действия класса С 
алгебры Ли L(G) na X. Существует один и только один закон 


vu r—| 4 
левого (соотв. правого) действия класса С группы @ на X, 
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такой, что ассоциированным с ним законом инфинитезимального 
действия является at Па. 


Единственность следует из предложения 16. В силу след- 
ствия 1 теоремы 6 $ 4, n°7, существуют окрестность И 
множества {e}X X в С ХХ и кусок закона левого (соотв. 


правого) действия класса С группы G Ha X, определенный 
в V, такой, что ассоциированным законом инфинитезимального 
действия является ar>D.. Поскольку À компактно, можно 
предположить, что У имеет вид И X X, где U — открытая окрест- 
ность элемента € B С. Теперь достаточно применить лемму 5. 


9. Экспоненциальное отображение в линейной группе 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 17. Пусть А — множество таких 2 ЕС, что 
— nm <J(z) <л, и ^№ — множество таких 2еС, которые не 
являются вещественными числами L 0. Пусть Е — полное норми- 
руемое пространство над С, А (соотв. A’) — множество элемен- 
тов хе (E), спектр которых Sp x содержится 8 А (соотв. 8A’). 
Тогда А (соотв. A’) является открытым подмножеством простран- 
ства £(E) (соотв. GL(E)), и отображения exp: A— А’ u log: А’>А 
(Спектр. теор., гл. I, $ 4, n°9) суть обратные друг другу изо- 
морфизмы аналитических многообразий. 


Это следует из Cnexrp. теор., гл. I, $ 4, предложение 10 
и n°9. 


ТЕОРЕМА 6. Пусть Е — вещественное или комплексное eune- 
бертово пространство, Ц — унитарная группа пространства Е. 

(i) Множество Н эрмитовых элементов из LE) является 
(относительно структуры вещественного нормированного прост- 
ранства) замкнутым векторным пространством в LE), допу- 
скающим топологическое дополнение. 

(ii) Множество H’ элементов >0 в GL(E)NA есть вещест- 
венно-аналитическое подмногообразие 8 GL(E). 

(11) Ограничение на Н отображения ехр есть изоморфизм 
вещественно-аналитических многообразий из H на H’. 

(iv) Отображение (h, и) -> (ехрй)и из HXU в GL(E) есть 
изоморфизм вещественно-аналитических многообразий. 


Напомним, что если хе L(E), то через х” обозначается 

элемент, сопряженный к x. Пусть Н, — множество таких x= LF (E), 
| | 

что х"=—х. Формула x= > (x +x") +5 (х—х“) показывает, 


что относительно своей структуры вещественного нормирован- 
ного пространства Z(E) является прямой топологической сум- 
мой пространств Н и H,, откуда следует (i). 
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Предположим, что K—C. В обозначениях предложения 17 


Н’ есть множество таких À & H [ А’, что Зрй с В+. Поскольку. 


exp (В) = В*, утверждения (ii) и (iii) следуют из предложения 17, 
из Спектр. теор., гл. I, $ 4, предложение 8, и $ 6, n°5. Ото- 
бражение (A, и) => у == (ехрй)и из НЖИ в GL(E) биективно 
согласно Сиектр. Teop., гл. I, $ 6, предложение 15. В силу 
изложенного выше оно вещественно-аналитично. Отображение 


1 
у-> В = log (yy") является вещественно-аналитическим, стало 


быть, таково же и отображение ун> и == (ехрй) "y. Отсюда 
следует (iv). = 

Предположим, что К = В. Пусть Е — гильбертово простран- 
ство, являющееся комплексификацией пространства E, и J—oTo- 


бражение E + in>&— in (для Е, |, принадлежащих E) из Ese. 
Обозначим через H, Н’, U множества, определенные для Ё 
таким же образом, как множества H, Н’, U для Е. Тогда Н 
(соотв. sé U) отождествляется с множеством таких хЕЙН 
(соотв. Я’, U), что JxJ~'==x. Свойства (ii), (iii), (iv) сразу же 
следуют тогда из (i) и аналогичных свойств в комплексном 
случае. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 18. Пусть Е — полное нормируемое пространство 
над С, v= P(E) и g=expv. Предположим, что Sp(v) не 
содержит никакой точки вида Zinn, где n= Z—/{0}. Тогда для 
всякого X SE условия vx — 0 и 5х =X эквивалентны. 


Это следует из леммы 2 n°4, примененной к функции 


zt>e*— 1. 


СлЕдствиЕ 1. Пусть Е — полное нормируемое пространство 
над С, Е — пространство непрерывных п-линейных отображений 
из Е" в Е. Для всякого 0 = LE) пусть о (v) — элемент из L (F), 
определенный формулой 


(с (v) Г) (x1, ses Xn) = U (f (x, “AS x) 2 À (cr ss UX;, ..., Ko 


Для всякого в = СЁЬ(Е) пусть p(g) — элемент из GL(F), onpe- 
деленный формулой 


и, О Lu, LL). 


Пусть элемент и = LE) таков, что всякая точка ZS Sp и удо- 


влетворяет условию | 9 (2) | < 2x/(n + 1). Тогда для всякого | = F 


условия с (и) |= 0 u p(expu)f =] эквивалентны. 


Имеем L(p)=o ($ 3, n°11, следствие | предложения 41); 
стало быть, о (ехри) =ехро (и) (n° 4, следствие 3 предложе- 
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ния 10). Принимая во внимание предложение 18, мы видим, что 
достаточно тогда` доказать, что Spo (и) не пересекает множе- 
ство 2in(Z— {0}). Но это вытекает из следующей леммы: 


Лемма 6. Если veZ(E), ro Зро (и) = Spu + Spu +... + $ри, 
где сумма включает N+ | членов. 


Определим элементы Up, Vi, ..., Un Из L(F), положив для 
всякого ЕЁ 


(vof) (x1, ...) Xp) = 0 (f (x1, sey Xn)), 
to}. eme ER SORT M np Ten 


п 
Тогда о (9) = >) v; и элементы 9; попарно перестановочны. Пусть 
i=0 | 


А — замкнутая наполненная подалгебра в Z(F), порожденная 
элементами 9;; она коммутативна (Спектр. Teop., ra. I, $ 1, n° 4), 


и Spe(molv)=Spao (9) = » Sp v; (Спектр. теор., гл. I, $ 3, предло- 
i=0 


жение 3 (11)). Но если точка A=EC такова, что элемент U — À 
обратим, то ясно, что элементы 9; — A обратимы, а стало быть, 
Фра; € Spv для всякого i. 


СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть Е — полная нормируемая алгебра над С 
и ше (E). Предположим, что любая точка ге Spw удовле- 
творяет условию |9 (2) | < (2n)/3. Следующие условия эквива- 
лентны: 

(1) w есть дифференцирование алгебры Е; 

(ii) expw является автоморфизмом алгебры Е. 


Это вытекает из следствия 1, где мы полагаем п =2 и в Ka- 
честве | берем умножение в E. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 19. Пусть Е — полное нормируемое простран- 
ство над С, ve (Е) и g=expv. Предположим, что всякая 
точка z2E Spu удовлетворяет условию — п <Я (2) <л. Тогда 
Эля всякого замкнутого векторного подпространства Е’ из Е 
условия 9(Е’) = Е’ и 5(Е’) = Е’ эквивалентны. 


Из условия 9 (Е”) < Е’ следует, что g(E’) < Е’ u g-!'(E") CE’, 
и потому g(E’)=E’. Предположим, что &(Е’) = Е”. Восполь- 
зуемся обозначениями A, А’ предложения 17. Поскольку Spv 
есть компактное подмножество в А, существует компактный 
прямоугольник @ = (а, 6) Х (а’, 6’), такой, что SpucQca. 
Множество À — Q связно. Стало быть, Зре < ехрО < А’, мно- 
жество expQ компактно и множество` А’— ехрО cB43H0. 
Замыкание последнего множества в С содержит } — ©, 0), и 
потому (A’—expQ)U)— ~, 0) = C—expQ вязно. Тогда expQ 
полиномиально выпукло (Спектр. Teop., гл. I, $ 3, следствие 2 
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предложения 9), и, следовательно, функция log, определенная 
в N’, есть предел в © (exp О) полиномиальных функций (Спектр. 
теор., гл. I, $ 4, предложение 3). Значит, v=logg является 
пределом в Z(E) элементов вида P(g), где Р — многочлен 
(Спектр. Teop., гл. I, $ 4, теорема 3). Поскольку Р (5) (Е’) = Е”, 
10 DIENTE. 


Следствие. Пусть Е— полное нормируемое пространство над С, 
ve L(E) u g—expu. Предположим, что всякая точка ze $ро 
удовлетворяет условию — nf2 < Я (2) <n/2. Тогда для всякого 
замкнутого векторного пространства М в (Е) условия gig = — М 
и [v, M] М эквивалентны. 


Пусть Р== (Е), 5’ — отображение fr gfg-! из Ев Ри 
v’ — отображение [r>[v, f] из Е в F. Имеем g’=expv’ (n° 4, 
следствие 3 предложения 10, и $ 3, n° ll, следствие | пред- 
ложения 41). Лемма 6 показывает, что —л <Я (2) <л для 
всякого 2 = Spv’. Достаточно теперь применить предложение 19. 


10. Комплексификация вещественной конечномерной группы Ли 


Лемма 7. II YCT6 B—epynna, А — нормальная nodepynna в В, 
С — группа B/A, i: А>Вир: В—>С — канонические морфизмы. 
Пусть А’— группа, f — гомоморфизм из А в A’ u w— морфизм 
из В в группу автоморфизмов группы А’. Предположим, что для 
а ЕЛ, а’еЕ À, БЕВ 


f(bab~') =0 (b)f(a), o(a)a’ =f (a)a’f (a)™". 


Пусть В” — полупрямое произведение группы В на A’ относи- 
тельно ®, 9 — канонический морфизм из В” на В. 

(i) Отображение at—>(f (a~'), i(a)) из А в В” есть морфизм 
из А на некоторую нормальную nodepynny D в В". Пусть 
В’ = В”/О иг: А’> В’, в: B>B’— морфизмы групп А’ и В 
в В’, полученные при переходе к фактору из канонических 
инъекций групп А’ u Be В". 

(ii) Морфизм, peg из В” в С при переходе к фактору onpede- 
ляет морфизм р’ из В’ в С. 

(iii) Морфизм i’ инъективен, р’ сюръективен, Ker (р’) = Im (Г) 
и нижеследующая диаграмма коммутативна 


А <> В = С | 
и (4 
Asks Rise 
(iv) Если b=B ua’ =A’, To 
g (6) i’ (a’) g(b) =i (w (b) a’). 
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(i) Для a), à из А в группе В” 
(Far) (а,)) FG") GNC") (о (а) HG") Ка, ) 1 (а,))= 
ais = и . —] . a 
= (1 (ar) (аа art), i(a,a,)) = (aa) ), (аа, 
стало быть, at (7 (а-'), i(a)) есть гомоморфизм, A из À в В”. 
Пусть a] A, a’ E A’, Бе В; тогда в В 
bh(a)b "—=bi(a')ab "= (в (6) Fa” ))(dab”') = 
— f (ba~'b~') (bab~') = h( bad’), 
a’h(a)a’~! =a’f (a7!) aa’! = а’! (a) (w (a) а’-/а = 
=a'f (aq!) f(a) а’ (а) а= h(a); 
следовательно, группа A(A)=D является нормальной в В”. 
(ii) Для aeg À 
(р°9) (h(a) = p(q(f (a~') a) = р(а) =e, 
а потому род тривиален Ha D. 
(iii) Пусть элемент a’ © A’ таков, что Г (a’) =e; имеем а’ =D, 
и, стало быть, существует a = A, такой, что a’ =] (а!) а; это 
влечет за собой а — €, откуда a’ =e; таким образом, i инъекти- 
вен. Поскольку р и Q сюръективны, р’ сюръективен. 
Обозначим через г канонический морфизм из В” на В’. Пусть 
а’ Е А’, рЕВиьв’ =г(а`5). Если b = Па (Г), существует aj € A’, 
такой, что 6’=г(а1); тогда существует такой элемент a € A, 
что а’6 =а11 (аа, откуда 6 =ае Аи 


р” (5') = р (9 (a’b)) = р (5) =e; 
таким образом, [шт (Г) < Кег(р’). Сохраним обозначения а’, 6, 


6’, но предположим, что Б’е Кег(р’); тогда e=p(b)= 
= р (а (а’6)) = р (5). Стало быть, b= A, откуда 


b! =r(a’f(b) [(d')b)=tr(a’f(b)) € Im); 


таким образом, Ker (р’) & Im(’). 
Если a € À, то 


i (f (a) =r (fF (a) =r (fF (a) f(a“) а) = r (a) = g(i(a)). 
Если Бе В, то 
р’ (g(b))=p(b), 


а потому диаграмма (4) коммутативна. 
(iv) Пусть bEB, a’ A’. Имеем 


g (b) i’ (a’) в (6) ‘= г() г (а) г (в) =r (ba’b™') = 
== (в (6) a’) = i’ (w (5) a’). 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 20. Пусть G — вещественная группа Ли конеч- 
ной размерности. 


(i) Существует комплексная группа Ли G и В-аналитический 


морфизм у из G в С, обладающие следующими свойствами: для 
всякой комплексной группы Ли Н и всякого В-аналитического 
морфизма ф из С в Н существует один и только одич С-анали- 


тический морфизм ф из G в H, такой, что ф==фоу. 
(ii) Если (G’, у’) обладают теми же свойствами, что и (С, у), 


i 
то существует один и только один изоморфизм 0 из С на G!, 
такой, что Bo ÿ — Y’. 


(iii) С-линейное отображение us L(G)®C в Lö), продол- 
жающее L(y), сюрзективно; в частности, dime (С) < dime (G). 


Утверждение (ii) очевидно. Докажем существование пары 


(С, у), обладающей свойствами (i) и (iii). 
а) Предположим сначала, что С связна. Пусть g9=L(G), 
Ic = 9 @,C — комплексификация алгебры Ли 4$, $ (соотв. S’) — 


вещественная (соотв. комплексная) односвязная группа Ли, 
такая, что 4 (соотв. 4‹ )—тее алгебра Ли, о—единственный В-анали- 


тический морфизм из $ B S’, такой, что Г. (0) есть каноническая 
инъекция из 9 в 4%. Пусть x — единственный В-аналитический 


морфизм из $ на G, такой, что Г, (п) = Idr(c, и Е == Кегл. 
G 5 
| 
feat C 
а 
Н 
Для всякой комплексной группы Ли Н и всякого В-анали- 


тического морфизма ф из G в Н отображение Г. ($): 9—7. (HA) 
обладает единственным С-линейным продолжением. на ec; и это 


продолжение имеет вид L(g’), где q — некоторый С-аналити- 
ческий морфизм из 5’ в H. Имеем 
[ (pon) = Г (ф)° Г (пл) = (Ф) = ($) ° Г (0) = Г (ge) 


и, стало быть, фол = goo. Следовательно, gp (с (Ё)) = g(a (F)) = 
== {e}, откуда 


S 


G 


о (Р) < Кегф”. 


Пусть р пербсечиние подгрупп Sie при изменяющемся ф. 
Это нормальная подгруппа Лив $’ (n° 2, следствие 3 предложе- 
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ния 1). Пусть G=S’/P и À: S’—G— канонический морфизм. 
Имеем с (F) CP, а потому существует один и только один В-ана- 
литический морфизм \ из G в G, такой, что yom = Ход. Если 
41: G—H означает морфизм, полученный из ф’ при переходе 
к фактору, то 
(фроу)ол = фо (^°0) = ф'об = фол, 

откуда poy =. Ясно, что L(W), а следовательно, ф однозначно 
определены равенством фо\ ==ф. Доказано таким образом, что 


пара (С, y) удовлетворяет условиям (i) и (iii). 

6) Перейдем к общему случаю. Пусть F — компонента еди- 
ницы группы @, M=G/F, i: F>G u p: G— M — канонические 
морфизмы. Применим к F часть а) доказательства. Получаем 


пару (Е, 5). Для всякого gEG отображение Int g | Е = ©’ (2) есть 
автоморфизм группы Е. В силу свойства универсальности 


группы Ё существует один и только один автоморфизм © (5) 
комплексной группы Ли F, такой, что бою” (6) = a(g)°6. Ясно, 
что ® есть морфизм из @ в АШ(Р). Если ЕС и | ЕЁ, то 


6 (gfg~') = (do (g)) (Г) = (® (в) ° 8) (7) = (5) (öl). 


Если f ЕР, то öo (Int) et (Intzö(f)) ° би Intzö(f) есть автомор- 
физм комплексной группы Ли Е; стало быть, Int; (7) = (7). 


Можно, следовательно, применить лемму 7, и мы получаем 
диаграмму 


F-—»G—>M 
в 
Ride GE M 


Отождествим Fe нормальной подгруппой в Сс помощью ie: 


Группа G порождена подгруппами Е u y(G); стало. быть, авто- 
морфизмы группы F, определяемые элементами из G, суть авто- 
морфизмы структуры комплексной группы Ли. Согласно предло- 
жению 18 $ 1, n° 9, на G существует одна и только одна структура 
комплексной группы Ли, такая, что F есть открытая подгруппа 
Ли в С. С этого места мы наделяем G этой структурой. Поскольку 
6 является В-аналитическим морфизмом, у есть В-аналитический 
морфизм. 

Пара (G, у) обладает свойством (iii), сформулированным 
в предложении. Покажем, что она обладает свойством (1). Пусть 
Н — комплексная группа Ли и ф — некоторый В-аналитический 
морфизм из G в Н. Существует С-аналитический морфизм N 
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~~ 


из Ев H, такой, что neö=pgIF. Пусть gEG. Отображения 
=> 1 (о (5) 1), free(g)n(f)e(g)' 


из F B H суть С-аналитические морфизмы; они совпадают на Ô(F), 
_ибо если j = F, то 


Ф(5) м (6 (Г) Ф (8) '=9(8)$([)Ф(®) "= (gg!) = 
= (6 (275 ')) = (о (5) à (Г), 


следовательно, y(o(g)/)=@(g) п (7) p (0) ' для любых ЕСИ 
e Е. Если _ через G’ обозначено полупрямое произведение 
группы G на Г относительно @, то существует, стало быть, мор- 
физм б группы G’ в Н, совпадающий с фна С ис {на Е. Для ЕЕ 


(ВР = ")) О =Ф( = 


Следовательно, & определяет при переходе к фактору морфизм p 


из GBH. Имеем фоу =фи poi =1. Из последнего равенства 
следует, что ф является С-аналитическим. 


Пусть, наконец, tp’ есть С-аналитический морфизм из G B H, 
такой, что p= oy. Тогда 


ap’ о об = р’ оуо} = фой == фор об, 


а потому doi = фор. Поскольку С порождается подгруппами 
1 (Е) u y (С), мы получаем $’ =. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Говорят, что (Ц, у), или просто G, есть уни- 
версальная комплексификация группы G. 


Замечания. 1) Пусть (С, y) — универсальная комплексифика- 
ция группы G. Пусть Со (соотв. Go) — компонента единицы 
группы С (соотв. С). Согласно доказательству предложения 20, 
(Go, у |Go) является универсальной комплексификацией группы Go, 
а сквозной морфизм 

G>6->6/6 
определяет при переходе к фактору изоморфизм из С/Ц, на G/G.. 
2) Предположим, что С односвязна. Пусть 9=L(G), qe — 


комплексификация алгебры Ли g, $’ — односвязная комплекс- 
ная группа Ли с алгеброй Ли 4, о — морфизм из С BS’, такой, 


что L(o) есть каноническая инъекция из $ в 4. Примем вновь 
обозначения части а) доказательства предложения 20. Если 
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Н = 5’ и g=o, имеем p—Ids. Стало быть, (S’, 0) — универ- 
сальная комплексификация группы G. Отметим, что 0, вообще 
говоря, не инъективен (упражнение 16); однако его ядро дис- 
кретно, ибо Г. (0) инъективен. С другой стороны, пусть 8 — инво-. 
люция алгебры Ли g., определяемая подалгеброй Ли g, и пусть 


1] — соответствующий автоморфизм вещественной группы Ли, ле- 
жащей ниже S’; пусть 5$” — множество точек в S’, инвариантных 
относительно M; это — вещественная подгруппа Ли BS’ с ал- 
геброй Ли 4 ($ 3, n° 8, следствие | предложения 29). В силу 
следствия | предложения 1 n° I 0(G) есть вещественная инте- 
гральная подгруппа в S’ с алгеброй Ли g и, стало быть, 0(G) 
является компонентой единицы в $”; в частности, 0(G) — Be- 
щественная подгруппа Ли в S”. 


$ 7. Группы Ли над ультраметрическими полями 


В этом параграфе мы предполагаем, что нормированное поле К 
является ультраметрическим и имеет характеристику 0. Через А 
обозначается кольцо нормирования поля К, через щ — макси- 
мальный идеал в А, через р — характеристика поля классов вы- 
четов А/и. Если К локально компактно, то PO (Комм. алг., 
гл. VI, $ 9, теорема 1). | 


1. Переход от алгебр Ли к группам Ли 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Пусть @ — групускула Ли с единичным эле- 
ментом е. Существует фундаментальная система открытых окре- 
стностей элемента е в G, образованная nodepynnamu Ли в С. 


Наделим L(G) нормой, согласованной с ее топологией и та- 
кой, что |[х, у] |<|х Пу], каковы бы ни были x, ув L(G). 
Пусть G, — группа Ли, определяемая алгеброй Ли L(G). В силу 
теоремы 2 $ 4, n°2, Си G, локально изоморфны. Теперь до- 
статочно применить лемму 3 (iii) $ 4, n° 2. 


TEopEMA 1. Пусть Г, — полная нормируемая алгебра Ли. Cy- 
ществует группа Ли С, такая, что L(G) и Г изоморфны. Две 
такие группы локально изоморфны. 


Первое утверждение было доказано в лемме 3 $ 4, n°2, 
Второе является частным случаем теоремы 2 $ 4, n° 2. 


ТЕОРЕМА 2. Пусть G — группа Ли, b — подалгебра Ли в L(G), 
допускающая топологическое дополнение. Существует такая 
подгруппа Ли Н eG, что L(H)=h. Если H, u Н›- две под- 
группы Ли в G, такие, что L(H;)= Ё (Но) =D, то Н.Н. or- 
крыта в H, ue Ho. 
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Первое утверждение следует. из предложения | и из Teo- 


ремы 3 $ 4, n° 2. Второе является частным случаем теоремы 3 
$ 4, n° 2. Е 


TEopeMA 3. Пусть а и Н — группы Ли, В — непрерывный мор- 
физм из L(G) в L(H). 

(i) Существуют открытая подгруппа С’ в С и морфизм групп 
Ли ф из G’ в H, такой, что h = L (®). 

(ii) Пусть G;, Go — открытые подгруппы в G и g; — морфизм 
из G, в Н, такой, что h=L(g;,). Тогда 9, и ф› совпадают в не- 
которой открытой подгруппе в G. 


Ввиду предложения | это следует из теоремы | $ 4, n° I. 


Предложение 2. Пусть G—epynna Ли, b — подалгебра Ли 
в L(G), допускающая топологическое дополнение. Следующие 
условия эквивалентны: 

(i) Существует открытая подгруппа G’ в G и нормальная под- 
группа Ли Н в G’, такие, что L(H)= 

(ii) b есть идеал в L(A). 


Если существуют G’ u H со свойствами, указанными в (i), 
то L(G’) = L(G) и L(H) есть идеал в L(G’) в силу предложе- 
ния 47 $ 3, n° 12. 

Предположим, что В есть идеал в L(G). Существует такая 
группа Ли F, что L(FJ=L(G)/h (теорема 1). Пусть À — кано- 
нический морфизм из L(G) на Г. (ЕЁ). В силу теоремы 3 (1) су- 
ществуют открытая подгруппа Ли G’ в Си такой морфизм 
групп Ли ф из С’ в F, что L(g) =A. Согласно n° 8, $ 3, ядро Н 
морфизма ф является подгруппой Ли в G’ u L(H)— Ker L (9) = 
—Kerh=bh. Наконец, Н нормальна в С”, поскольку Н = Кегф. 


2. Экспоненциальные отображения 


ПредложЕениЕ 3. Пусть @ — группа Ли. Существует экспо- 
ненциальное отображение ф для (Ц, обладающее следующими 
свойствами: 

(1) ф определено в некоторой открытой подгруппе U аддитив- 
ной группы L(G); 

(ii) @(U) есть открытая подгруппа в G, и ф есть изоморфизм 
аналитического многообразия Ц на аналитическое многообразие 
p(U); 

(iii) @ (nx) = p(x)" для всякого x EU и всякого nE Z. 

Наделим L(G) нормой, согласованной с ее топологией и 
такой, что |[x, у] |<] ху! для x, у из L(G). Пусть G, — 
группа Ли, определенная алгеброй Ли L(G). Пусть ф = св; 
это — экспоненциальное отображение для (|. Для всякого u > 0 
обозначим через L, множество таких хе. ((), что |х| < u. 
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Тогда, для достаточно малого и, Г, — открытая подгруппа ад- 
дитивной группы L(G), p(L,) — открытая подгруппа в G; ($ 4, 
n°2, лемма 3), | L,— морфизм аналитических многообразий 


из L, на p(L,) и ф (их) = p(x)” для всякого xEL, и всякого 
n=Z. Множества [, образуют фундаментальную систему 
окрестностей элемента 0 в L(G). В силу теоремы | существуют 
число и и открытая подгруппа G’ в G, такие, что ф(Ё,) и G’ 
изоморфны, откуда следует требуемое утверждение. 
Предложение 4. Пусть @ — группа Ли, @— инжективное 


экспоненциальное отображение для G. Предположим, что р > 0. 
Каковы бы ни были x, ув L(G), 


Lg = TIE pomp (p (p°x) p (р"у)), (1) 
[x, y] Pa ro ae Sh (ф (p"x) p (p"y) ф (— p"x) p = py} 12) 


Это частные случаи предложения 4 $ 4, n° 3. 


3. Стандартные группы ') 


Если S(X,, Х.,..., Х,) — формальный ряд с коэффициентами 
из A, то, каковы бы ни были X, ..., X, BM, ряд S(xX,, Хо,..., Xr) 
сходится. Более точно, MXMX ... X M содержится в области 


строгой сходимости ряда $ (Мн. Св. рез., 4.1.3). 


ОпрееДЕЛЕНИЕ 1. Лусть г— целое число 20. Стандартной 
группой размерности г над К называется группа Ли С, обла- 
дающая следующими свойствами: 

(i) аналитическое многообразие, лежащее ниже G, есть MX 
XMX ... Xm (г множителей); 

(1) существует формальный ряд Е от 2г переменных с коэф- 
фициентами в A’, не имеющий свободного члена U такой, что 
x.y=F(x, y), каковы бы ни были x, ув G. 


Имеем тогда 0.0=0, стало быть, Sy ee элемент B G 
является началом координат в mx . 
Отождествим L(G) с K’. Согласно. a (13) $ 5, струк- 


турные константы алгебры Ли L(G) относительно канонического 


базиса принадлежат кольцу А. Нам придется в одном и том же 
рассуждении рассматривать элементы из MX ... X M то как 
элементы из G, TO как элементы из L(G). 


Пример. Пусть @ =1-+ М, (м); это открытое подмножество 
в М, (К). Если xeG, то де хе 1-м и потому С < GL(n, К). 


‚1) Результаты n°3 и 4 и их доказательства остаются в силе, если поле К 
имеет характеристику > 0. 
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Ясно, что GG EG. Если x = 1 + y, где y = M, (m), TO вычисле- 
ние обратной матрицы показывает сначала, что x! = M, (А); 
полагая х-! =1 и’, получаем y+y’+ yy’ =0; стало быть, 
y = M, (м) и, следовательно, x! + С. Таким образом, С есть. 
открытая подгруппа в СЕ (и, К). Отождествим Gc m™ при no- 
мощи отображения (6;; + и;;) => (y;;). Ясно, что @ — стандартная 
группа. 


ТЕОрЕМА 4. Пусть G — конечномерная группа Ли. Существует 
открытая подгруппа в G, изоморфная стандартной группе. 


Заменив С некоторой ее открытой подгруппой, сведем все 
к случаю, когда G является открытым подмножеством из К" 
с единичным элементом 0, а координаты произведения X,Y H 
обратного элемента xI=!! задаются формулами 


Gad ne АЕ, 


14121, | В >21 


(x), = x, + » dy; x er 2...:0,: A 
Jal>1 


причем ряды в правых частях этих формул сходятся при X, у 
из G ($5, n° I). Пусть À € К”; перенесем групповой закон с G 
на G’ =AG посредством гомотетии порядка A. Для x’, у’ из G” 


произведение х’. у’ и обратный элемент x’ Il, вычисленные в С”, 
имеют координаты 
f # / / 7 7 7 . 
(ху) == + y, + У. Ты ed, 5 РВ 
14121, 1B|[2>1 
г = / / / ° 
(/I-M),=— xi + > dx ES ee ии 
fat> 1 
где 
fe. out 2 5 pe AR M а >; 
Capi À Copi> di — À ai 


Поскольку ряды (3) и (4) сходятся, мы видим, что при доста- 
точно больших | À | и произвольных а, В, À | 


| Ist, 


т.е. со Е А и due À; с другой стороны, G'DMXMX ... Жи. 
Тогда mx mx ... X M есть открытая подгруппа в С” и стан-. 
дартная группа. 


4. Фильтрация стандартных групп 


Примем вновь обозначения определения 1. Выберем число 
a > 1 u такое вещественное нормирование v поля К, что | х |= 
— a) для всякого хеЕК (Комм. алг., гл. VI, $ 6, предло- 
жение 3). Если я — ненулевой (стало быть, открытый) идеал в А, 
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содержащийся в M, обозначим через С (а) множество элементов 
в G, координаты которых принадлежат а. Если В, через а, 


(oun ay) обозначается множество таких KEK, что v(x) >A 
соотв. v(x) > À); имеем я = А, af = м. Для х=(х,..., х,) ЕС 
положим 


о (x) = inf (0(x)), ..., v(x,)). (5) 


ПредложениЕ 5. Пусть G — стандартная группа. 

(i) Если а — ненулевой идеал кольца A, содержащийся в m, 
то @ (а) есть открытая нормальная подеруппа 6a. 

(ii) Множества С (а) для À > 0 образуют фундаментальную 
систему окрестностей элемента е в G. 

(iii) Предположим, что a, Ca для À 2 lo, и наделим фактор- 
группы G(a)/G(a,) для À > № дискретной топологией. Тогда то- 
пологическая группа С (а) есть проективный предел групп 
G (a)/G (m). 

(iv) Пусть a, b — ненулевые идеалы в À, содержащиеся в м, 
такие, что a> 5 02. Отображение x (x, modb, ..., x,mod 6) 
U3 G(a) 8 (a/b) X . . X (a/b) определяет при переходе к фак- 
Topy „ronoppusn группы G(a)/G (5) на ACOH EEENGO epynny 
X... X (a/b). 

Bean еб и ие G (a), то координаты элементов X H x.y 
равны по модулю я. Стало быть, если x’, ER лежат в С ии’, y” 
лежат в С (а), то координаты элементов х’.х” и (х’. у’). (х”.у”) 
равны по модулю a. Это доказывает (i). 

Утверждение (ii) очевидно, а (iii) следует из изложенного 
выше и из Общ. топ., 1968, гл. ПТ $7, предложение 2. 

Если хеС (а) и уе С (я), то координаты элемента X.Y сра- 
внимы с координатами элемента х + y по модулю С (а?) в силу 
формулы (4) из $ 5. Это доказывает (iv). 


СлеДстТвиЕ. Гредположим, что К локально компактно, и пусть 
g = Card (A/m). 

(i) Если am? ub=m, где b>a>|, то G(a)/G (6) есть 
р-группа мощности 4’ 8—9. 

(ii) Ц (а) является проективным пределом p-epynn. 


Число элементов группы С (а)/С (5) равно (Card (а/6))”; если _ 
b=a+1, то «a/b есть векторное пространство размерности | 
над Am, откуда следует утверждение (1) в этом случае; общий 
случай получается теперь и по b—a. р (11) 

следует из (i) и предложения 5 (iii). 


Предложение 6. Пустьа, В, с, с’ — ненулевые идеалы кольца А, 
COOP ARE в M и такие, что 


с ets ее асе. 
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Если хеЗС (а) иуе (5), то элементы xl, ИРИ. х.у, xy. 


xl у, [x, у] принадлежат. С (с) и сравнимы по модулю С (г). 
В силу предложения 1 $5, п°2, существуют такие сз © A’, 
что 
Kyle .y—[x,y]J= У Cary? 
lalt+/Bl>3 


Если x =0 или если y=0, To xl gl, x, y [х, у] =0; стало 
быть, Cog = Cao =0. С другой стороны, из условий | 
xeG(a, yeG(b), Jal>ı, IBIZ1, Jal+Ißl>3 
следует, что | 
Cry € С (ab + ab?) < G(c’); 


стало быть, Xl УП. x.y —[x, у] ]G(c’). Аналогично, видим, 
yTo 
х.и.хГ И. ИГП — [x, y] ] G(c’). 


Наконец, в силу формулы (13) из$ 5 [х, y] = G(ab) = С ($. Ч.Т. Д. 

Предложение 7. (i) Семейство (С (a,)) есть центральная филь- 
трация на С (гл. П, $ 4, п?4, определение 2). 

(ii) Для AER, имеем С (а) ={хе |0 (х)>)^}, G(at)=— 
= {x =G| (x) > À}. 

Утверждение (ii) очевидно. Докажем (1). Ясно, что G(a,) = 
=e G(a,) и что в С (a,). С другой стороны, если x = 

>0 


w<A 
= С (а,) и y]G(a,), то 


xiv yl Nx ge Gt.) 


в силу предложения 6, применяя которое мы полагаем A =, 
pen, C=C’ = Я и. 

В силу гл. II, $ 4, n° 4, можно образовать группу ет (О), 
ассоциированную с группой G, наделенной центральной филь- 
трацией (С (a,)). Положив С, = С (а, )/С (UF) для всякого A > 0, 


получим от (С) = @G.. Напомним (там же, предложение 1), 
»>0 
что коммутатор в G позволяет следующим образом определить. 


операцию коммутирования в ST (G), относительно которой эт (G) 
является алгеброй Ли: если * GG, и уе G,, выберем в С (а,) 
представитель X элемента Х и в G(A,) представитель у эле- 
мента й; тогда [X, gy] есть класс элемента хГИ.уГИ.х. уе 
е=С (а, +) в Gy+,. Применяя предложение 6 с a—a, b—a,, 
(=A, Га, видим, что [х, Y] также является классом элемен- 
та [х, и] BG,+,. Таким образом, если G рассматривается как подал- 
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гебра Ли в L(G)=K’, фильтрованная идеалами С (а,), то acco- 
циированная с ней градуированная алгебра Ли (гл. I, $ 4, n° 3). 
совпадает с от (Ц). 


5. Степени в стандартных группах 


Сохраняются обозначения n° 4. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Пусть ПЕЙ и h, — отображение xt x" 
us G в Ц. Пусть а— ненулевой идеал кольца A, содержащийся 
в m u такой, что nga. Тогда h,|G(a) есть изоморфизм анали- 
тического многообразия С (а) на аналитическое многообра-. 
gue G (na). 


По определению стандартных групп h, совпадает во всей 
группе G с Zen некоторого степенного ряда с коэффициен-- 
tamu из A’. В силу формулы (4) $ 5 этот ряд имеет вид 


h,(x)=nx+ » 84 
14| 22 
Стало быть, при X=G 


h, (nx) = (xt 2, a ane 720) = nS (x), 


если положить S(x)=x+ à, anitl-2x% Этот ряд $ (х) onpe-- 
al> 
деляет аналитическое отображение из G в G, которое мы также 
обозначим через $. В силу Alg., chap. IV, $ 6, proposition 8,. 
существует такой степенной ряд S’ от г переменных с коэф- 
фициентами в A’, что 5’ ($ (Х)) = 5 (5' (Х)) =X. Стало быть, 
$ есть изоморфизм аналитического многообразия G на себя, 
и для всякого ненулевого идеала В кольца A, содержащегося 
в m, имеем S(G(b)) = С (65), S’ (G(b)) < G(b), а потому $ (@ (5)) = 


— С (5). Поскольку h„(y) =n?S (+ y) для y=nG, мы видим, 


что A,|nG(b) является изоморфизмом аналитического MHOTO- 
образия nG(b) на аналитическое многообразие п?С (5). Но no-- 
скольку пела, |n|>|A| для всякого AEA и, следовательно, 
пас, значит, а имеет вид nb, где b— ненулевой идеал. 
кольца A, содержащийся в M. 


Следствие. Если п обратимо в A, то A, есть изоморфизм. 
аналитического многообразия G на себя. Для всякого ненулевого- 
идеала à кольца A, содержащегося в м, имеем h, (С (а)) = G(a). 
Для всякого хеС имеем w(x”) = в (x). 


Это сразу следует из предложения 8. 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Предположим, что р Æ 0. 

(i) Пусть a, 6 — ненулевые идеалы кольца A, такие, что 
фса< м. В группе G(a)/G(b) порядок любого элемента есть 
степень числа р. 

(ii) Предположим, что (р) =1. Если элемент x=G таков, 


что ® (х) > 1/(p— 1), то 
wo (x?) = w(x) + 1. 


В силу формулы (4) из $ 5 для всякого x GG 


xP=pxt У, сала, 
Га, | 22 


Te са © A” для всякого a. При доказательстве утверждения (i) 
также можно предполагать, что (р) =1. Тогда, если w(x) > I, 


п 
мы получаем отсюда, что w(x”) > в (x) + 1; стало быть, во (x? ) 
стремится к -+ 00, когда и стремится к - 00; это доказы- 
вает (1). Поскольку oe делится на р для |1 <1<р—1, пред- 


ложение 2 $ 5, n°3, показывает, что cg] pA’ для 2<|al< 
< р— 1; значит, | 


@ (¢,x*) > ® (px) = (x) +1 для 2 а|<р-—1. 


“C другой стороны, если |al>p, то в (сах“) > ро (х) и ро (х) > 
> о (х) +1, если w(x) > Ip — l). Это доказывает (ii). 


6. Логарифмическое отображение 


Лемма 1. Предположим, что р==0. Пусть @ — группа Ли, 
а, — открытая nodepynna в G, изоморфная стандартной группе, 
и хе С. Следующие условия эквивалентны: 

(i) существует степень элемента x, принадлежащая группе G;; 

(1) существует такая cr pese возрастающая последователь- 


ность (п;) целых чисел, что x"i стремится к €, когда i стремится 
к +00, 

Импликация (ii) = (1!) очевидна. 

An доказательства импликации (i) > (ii) Bh eee что 
y =x” &G,. Согласно предложению 9 (i) п°5, y? стремится ке, 


когда п стремится к — 00; другими словами, QUE стремится . 
ке, когда п стремится к - ©. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 10. Предположим, что р==0. Пусть G — конечно- 
‚мерная группа Ли и Ц; — множество элементов X G&G, для 
каждого из которых существует такая строго возрастающая 
‘последовательность (п;) целых чисел, что х’ стремится K e, 
«когда 1 стремится к + ©. 


eee See a И РЕК ЛЧ 
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(i) Множество G; открыто в G. 
(ii) Существует одно и только одно отображение rp из Ц» 


в L(G), обладающее следующими свойствами: 
а) p(x") = иф(х) для всякого хеЕС; и всякого пеЕЙ; 


6) существует такая открытая окрестность У элемента е 
в G,, что p|V является обратным отображением к некоторому 
инъективному экспоненциальному отображению. 

(iii) Отображение rp аналитично. 

Существует открытая подгруппа в G, изоморфная стандарт-- 
ной группе (n° 3, теорема 4). Утверждение (i) следует тогда. 
из леммы |. 

Пусть ПО — открытая подгруппа в L(G) и ф: И->Ф(И) — 
экспоненциальное отображение для G, обладающее свойствами, 
указанными в предложении 3 n°2. Можно считать U настолько- 
малой, что g(U)G;,. en x=G;. Существует raroem=Z— {0}, 


yro x” = @(U). Элемент ge (x) не зависит OT выбора числа т. 


В самом деле, пусть m = Z — {0} таково, что x” q(U). Тогда. 
хтт eq(U) u 


m’p7 (x) = pr’ (x™™) = mo (x™), 


откуда следует наше утверждение. Положим tp (x) = qo xe"). 
Имеем ф|ф(И) =ф-'. С другой стороны, если n& Z, то 


ap (x2) = gm! er) pt (т) = mp (x), 


Стало быть, VW обладает свойствами a) и 6) NpenmoxKeHua. 
В окрестности элемента X отображение 4 является компози-- 


цией отображений XX", ун>ф— (у) и zr> sz; значит,. 
Ÿ аналитично в G;. 

Наконец, пусть tp’ — отображение из G; в L(G) и V’ — окрест-- 
ность элемента € в G,, такие, что 4’ (х”) = nip’ (x) для xe Gp 
и ПЕЙ, и такие, что W|V” является обратным к некото- 
рому инъективному экспоненциальному отображению. Тогда Pp 


и {ф’ совпадают в некоторой окрестности W элемента е. Если 
x = С, существует такое пе, что хе. Тогда 


nap’ (x) = $’ (x") = ф(х”) = np (x), 
а потому p=’. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Отображение rp из предложения 10 называется 
логарифмическим отображением для G и обозначается через logge 
или просто log. 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 11. Предположим, что р==0. Пусть x, y — два 
перестановочных элемента в G;. Тогда xy=G; u log (ху) = 
= [og x + log y. 

To, что xy = G;, следует из леммы 1. Пусть И — открытая 
подгруппа аддитивной группы L(G) и ф: U—g(U) — экспонен- 
циальное отображение для G, обладающие свойствами, указан- 
ными в предложении 3.1” 2; можно считать И настолько малой, 
что log|p(U) будет обратным отображением к @. При подхо- 
дящем выборе числа п = Z — {0} получаем x" E q(U), y= QV). 
Положим u=logx”, v=logy”, откуда x"—g(u), y"=og(). 
“Согласно формуле (2), [u, v] =0. Формула Хаусдорфа показы- 
вает тогда, что Œ(A(u + v)) =ф(^и)ф (Av), если | À | достаточно 
мало; стало быть, для всякого достаточно большого целого 
числа À 


ф(р' (u + v)) = p(p'u) p(p'v), 
ge PGS oP 
pl (log x" + log у") = log (x y"), 
‚откуда 
np’ (log x + log y) = np’ log (xy). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 12. Предположим, что pÆ0. Пусть x=G,. 
‘Следующие условия эквивалентны: 

(i) log x ==0; 

(ii) x имеет конечный порядок в G. 


п 
_ Бели существует такое целое число n>(0, что x =e, то 
мы получаем 


n log x= log x" ==0, 


«откуда log x — 0. Если log x =0, обозначим через У окрестность 
элемента е в G;, такую, что log |V является обратным отобра- 
жением к некоторому инъективному экспоненциальному отобра- 
жению. Существует такое целое число ñ >> 0, что x" ЕЙ; pa- 
‘венство log х” =0 влечет за собой х" ==е. 


ПрРЕдложЕНИЕ 13. Предположим, что р==0. Если @ кол- 
‚пактна или стандартна, то Ц; = 0. 


Если G стандартна, достаточно воспользоваться леммой |. 
Допустим, что G компактна. Пусть хеС и У — некоторая 
‘окрестность элемента е в G. Обозначим через у некоторую 
предельную точку последовательности a): Каково бы 


ни было п> 0, существует два целых числа My, My, такие, что 
| | à + 

nm > 215 >2n u x" eyV, x" EyV, откуда x *"EV Vun— 

— M Zn. Следовательно, x € Gi. 


6 $ 7. ГРУППЫ ЛИ НАД УЛЬТРАМЕТРИЧЕСКИМИ ПОЛЯМИ 377 


Следствие. Предположим, что К локально компактно. Тогда С; 
является объединением всех компактных подгрупп группы С. 


Пусть хеС. Если x принадлежит некоторой компактной 
подгруппе в G, то xeG; (предложение 13). Предположим, что 


x =G;. Поскольку К локально компактно, существует откры- 


тая подгруппа G, в G, которая компактна. Далее, существует 
такое целое число т > 0, что x” = G,. Замкнутая подгруппа Go, 
порожденная элементом X", содержится в G, и, значит, KOM- 
пактна. Тогда x коммутирует с элементами из Go, а потому 
GUxGU ... Ux™-'G, есть компактная подгруппа в G, содер- 
жащая X. 


Пример. Предположим, что К локально компактно. Пусть 
U — множество обратимых элементов кольца А; это открытая 
и компактная подгруппа группы Ли К”. В силу предложения 13 
UC(K’); с другой стороны, если элемент x = К” таков, что 


x ŒU, то либо x” стремится к 0, когда n стремится к - oo, 
либо x” стремится к 0, когда п стремится к — 00; стало быть, 
И = (К”);. Функция log,» определена и аналитична в U, прини- 


мает значения в L (К”) =. и такова, что logy. (ху) = log. (x) + 
+ log к» (y), каковы бы ни были x, у из U; элементы из U, такие, 
что log,.(x) — 0, суть корни из единицы B К. 


Вернемся к обозначениям из n°n° 3, 4, 5. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 14. Предположим, что p 0 и v выбрано так, 
что 9 (р) =1. Пусть G— стандартная группа, Е (Х) (соотв. Ё (Х)) — 
разложение в степенной ряд в 0 некоторого экспоненциального 
отображения для G (соотв. логарифмического отображения для G). 

(i) Область строгой сходимости (Мн. Св. рез., 4.1.3) ряда Е 
содержит множество А таких x =G, что ®(х) > 1/(p— 1). Обо- 
значим через Е’ отображение, определенное в А с помощью этого 
ряда. Тогда Е” является экспоненциальным отображением для G 
и изоморфизмом многообразия А на себя. 

(ii) Область строгой сходимости ряда L содержит G. Обо- 
значим через L’ отображение, определенное в G этим рядом: 
Тогда L’ есть логарифмическое отображение для G, и ограни- 
чение отображения L’ на А является обратным отображением к Е”. 

(111) Отображение Е’ есть изоморфизм множества А, наделен- 
ного законом умножения, определяемым формулой Хаусдорфа, 
на подгруппу А в G. 


Вернемся к обозначениям из $ 5, n°n°3 и 4. Имеем 
В == em Ym, mim! ($ 5, n° 4, предложение 3). Поскольку коэф- 


re Copy принадлежат кольцу A, получаем || mn, mil<1 
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(Мн. Св. рез., приложение; мы предполагаем, что К” наделено 


нормой 
| (Ar, ‘eas À) | = sup (| À |, oo 09 | A, |.) 


Согласно лемме 1 гл. I, $8, n°1, v(ml)<(m—1)/(p— 1). 
Если © (x) > Иф— 1), мы видим, что то (x) — v(m!) стремится 


к - co вместе с m, откуда следует, что Tr xl” стремится 
к 0, когда т стремится к - 00. 


ap | 
el ll 
Ри, m(x)\ _ т т— | 1 
ml ест МЕ ek 


Следовательно, А содержится в области строгой сходимости 
ряда Е и E’(A)CA. Ясно, что Е’ — экспоненциальное ото- 
бражение. 

Если L,, обозначает однородную компоненту степени m 
ряда Г, то предложение 3 $ 5, n° 4, показывает, что всякий 


| 
коэффициент в Ly», имеет вид а +54... +-- ат, где аи, 
Qo, ..., ат принадлежат A; но 


inf ( (1), (5): Ex, °(=-)) = 0 (log т), 


когда т стремится K-+ 00, и 


À | 1 m— | 

int (v(1), ° (5), sais o(—))> o(—)>- Е 
Следовательно, если ®(х) > 0, то |L,, стремится K 0, 
когда т стремится к 4 ©, так что С содержится в области 
строгой сходимости ряда Г. С другой стороны, если w(x) > 
>: TO > — = при m>| и 
потому [7 (А) < А. 

Поскольку формальные ряды Г, (Е (Х)) и E(L(X)) равны X, 
n° 4.1.5 из Mn. Св. рез. показывает, что L’ (E’ (х)) = Е” (L’ (x))=x 
при x @A. Стало быть, Е’ является изоморфизмом многообра- 
зия А на себя, и обратный морфизм есть ограничение отобра- 
жения Г’ на A. 

Для целого числа п> 0 справедливо равенство [(Х!)= 
—=nL(X) (см. $ 5, n° 4). Поскольку @ содержится в области 
строгой сходимости рядов L и ХМ, для всякого x = G получаем, 
следовательно, Г[/(х”) = пГ/ (х). Из соотношения L’|A=E’—! 
вытекает, что L’(x")—log x” для достаточно больших и. Зна- 
чит, L’(x)=logx. Таким образом, мы доказали утвержде- 
ния (1) и (il). 
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Пусть H = >. Hr,s— формальный ряд Хаусдорфа и й—функ- 


rs 
ция Хаусдорфа для алгебры Ли L(G), Область строгой сходи- 


мости Н содержит AXA, и A определена в AXA (гл. II, $ 8, 
предложение 2). Если х, у достаточно близки к 0, то 


Е (x) Е" (у) = Е’ (h(x, y)) 
($ 4, теорема 4(v)). Стало быть, в обозначениях определения 1 


n° 3 формальные ряды F(E(X), E(Y)) и E(H(X, Y)) совпадают. 
Пусть x, y лежат в A. В силу формулы (14) гл. II, $ 8, 


фт, т 


sup| 2% | sup (llth ty I)" <1, 


sup ll Hr, sll ily If <| pl?” 


Согласно Мн. Ce. рез., 4.1.5, заменяя в ряде F(E(X), E(Y)) 
элементы X, У элементами X, у, мы получаем Е” (x) Е’ (y), и 
делая в ряде E(H(X,Y)) такую же подстановку, получаем 
E’ (h(x, y)). Стало быть, Е’ (x) Е” (у) = Е” (A(x, y)). 


$ 8. Группы Ли над В или Q, 
1. Непрерывные морфизмы 


ТЕОРЕМА 1. Пусть G и Н — две групускулы Ли над В или Q,. 
Пусть | — непрерывный морфизм из G в Н. Тогда | аналитичен. 


Наделим L(G) и Г(Н) нормами, определяющими их топо- 
логию и такими, что || [х, и] |<] «||| y |, каковы бы ни были X, y. 
Существует открытый шар У с центром 0 в L(G) и опреде- 
ленное в V экспоненциальное отображение ф для G, такие, что 
1) g(V) — открытая окрестность элемента е в G; 2) @ — изо- 
морфизм аналитического многообразия V на аналитическое 
многообразие @(V); 3) ф(их) =ф(х)” для всех таких x&V и 
пей, что пхеТ. Определим аналогичным образом W u 
для Н. Уменьшив, если понадобится И, можно предполагать, 
что f(@(V))<p(W). Тогда в ={ф ofop является непрерывным 
отображением из У в 

Покажем, что 


(ХЕЙИ, ЛЕФ и Axe V)= a (Ax) = Ag (x). (1) 


Можно считать, что A=0. Пусть =, где р, g принад- 


лежат Z—{0}. Пусть y= x, 
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x 
Если К = В, положим 2= Fi 
откуда 


go) =D FE) =v F@@)=v0' ( (2) = 


—=494 (FE) = gg (2). 
Аналогично, 5 (у) = ро (2), откуда следует (1). 
Если K=Q, положим 2=px—=qyeV, откуда g(z)= 
=pg(x)=gg(y), и мы опять получаем (1). 
Поскольку Q плотно в К, (1) влечет за собой 


(xEV, ЛЕК и x EE VV) © (Ах) = dg (x). (2) 


Пусть x = L(G) u À, A’ < К" таковы, что Ax Е И, A’x ЕТ. Тогда, 
согласно (2), 


==. Тогда x == qz, y == pe, 


вида (Max) = gan; 


значит, ам = sr & (^/х). Поэтому мы определим продол- 


жение h отображения g на L(G), положив h(x) = +g (Ax) для 
любого такого À, что Ах ЕТ. Ясно, что A непрерывно. Пока- 
жем, что 

(x ]=L(G) илеЕеК) => А (Ax) = Ah (x). (3) 
Пусть элемент A’ К” таков, что A’x ЕТ и VAX GV. Тогда 


I 7 1 I ] / 
h (Nx) = ув (MAX) = Gp hg (Nx) = TEN) Ahle). 


Пусть x, у принадлежит L(G). В силу предложения 4 $ 4, n° 3. 


A(x) +b h(y) = im AT ah (Ah (x)) $0 (9) = 
= lim А ф (tp (2(Ax)) (A (Ay). 


AGK*, A>0 


Если |A| достаточно мало, то Ax ЕТ и Aye V и, стало быть, 
предыдущее выражение равно 


ei A ap (F (@ (Ax)) f (@ (Ay))) = 
=, Jim A (ef) (px) oy) = 
= lim A el PA) (Ay) = 
= K*, A>0 
= lim LCR —" (p (Ax) @ (Ay) = 
= K*,’> 


ie au! отд) = h(x + y). 
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Таким образом, Ah есть линейное непрерывное отображение и, 
следовательно, g=h|V аналитично, но тогда f аналитично 
в @(V); значит, | есть аналитическое отображение ($ 1, n° 10). 


СЛЕДСТВИЕ 1. Пусть С — топологическая группа. На G может 
существовать не более одной структуры аналитического много- 
образия над В (соотв. Had 9,), согласованной с групповой 
структурой и топологией на CG. 


Это сразу следует из теоремы 1. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Говорят, что топологическая группа G есть 
вещественная (соотв. р-адическая) группа Ли, если на G суще- 
ствует структура вещественной (соотв. р-адической) группы Ли, 
согласованная с ее топологией. 


Эта структура тогда единственна, и можно поэтому говорить 
о размерности подобной группы. Если G и Н — две такие группы, 
всякий непрерывный гомоморфизм из G в Н аналитичен. 


СледствиЕ 2. Пусть G — топологическая группа, У —открытая 
окрестность элемента е. Предположим, что У наделена стрик- 
турой аналитического многообразия, которая превращает ее 
в вещественную (соотв. р-адическую) групускулу Ли. Тогда @ 
является вещественной (соотв. р-адической) группой Ли. 


Пусть ве С. Существует такая открытая окрестность у’ 
элемента € BG, что V’’UsV’ge < У. Отображение vt > 595-' 
из V’ B И есть непрерывный и, стало быть, аналитический, 
морфизм групускулы Ли У’ в групускулу Ли У. о 
теперь применить предложение 18 $ 1, n°9. 


Замечания. 1) Теорема | и ее следствие становятся HeBep- 
ными, если заменить в них В (соотв. Q,), например, на С (упраж- 
нение 1). 

2) Пусть @ — топологическая группа. Можно доказать 1) 
эквивалентность следующих условий: а) @ — вещественная 
группа Ли конечной размерности; 6) G локально компактна и 
существует окрестность элемента €, не содержащая никакой 
подгруппы, отличной от {е}; в) существует открытая окрест- 
ность элемента €, гомеоморфная открытому шару простран- 
ства В”. (По поводу значительно менее трудного результата 
см. упражнение 6.) 


IIPEANO®XEHHE 1. Пусть С, G’ — топологические группы, f — 
непрерывный морфизм из G в G’. Допустим, что имеет место 
один из следующих трех случаев: 


') См. например, D. Montgomery, L. Zippin, Topological transformation 
groups, Interscience tracts in pure and applied mathematics, n° 1, Interscience 
publishers, New York, 1955 (в частности, стр. 169 и 184). 


1 
x 
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а) G есть вещественная группа Ли и @’ есть р-адическая 
группа Ли: 

6) С есть р-адическая группа Ли и G’ есть вещественная 
гриппа Ли; 

в) С есть р-адическая группа Ли и G’ есть р’-адическая 
группа Ли, причем р Æ р’. 
Тогда морфизм | локально постоянен. 


Случай а). Пусть Су — компонента единицы группы G. Тогда 
I(G,) — связная подгруппа в G’ и, стало быть, [| (Go) = {e}, 
а Go открыта в G. 


Случай 6). Пусть V’ — такая окрестность элемента е в С”, 
что всякая подгруппа в С”, содержащаяся в И”, сводится к {e} 
($ 4, n°2, следствие | теоремы 2). Существует такая окрест- 
ность У элемента е в G, что f(V)CV’. Далее, существует 
открытая подгруппа G, BG, такая, что G,CV ($7, ml, 
предложение 1). Тогда f (G,) = {e}. 


Случай в). Согласно теореме 4 и следствию предложения 8 
$ 7, существует такая окрестность ИУ” элемента е BG’, что 
п 


для всякого x’ @V’—{e} выражение x” не стремится ке, 
когда п стремится к - со. Найдется такая окрестность И 
элемента е в G, что [(У)<\У”. В силу теоремы 4 и предло- 
жения 9 $ 7 существует такая открытая подгруппа G, BG, 
что @<У и для всякого x = С, выражение xp” стремится ке, 
когда n стремится к + oo. Тогда f (G,) = {e}. | 


2. Замкнутые подгруппы 


ТЕОРЕМА 2. Пусть G—epynna Ли конечной размерности 
над R или Q,. Всякая замкнутая подгруппа в G является под- 
группой Ли в С. Более общо, пусть U — открытая окрестность 
элемента е в G и Н- такое замкнутое непустое подпростран- 
ство в U, что условия хЕН, уЕН и ху" EU влекут за 
собой ху-' ЕН. Тогда Н есть подгрупускула Ли в G. 


Пусть § — касательная подалгебра Ли к H в точкее ($ 4, 
n° 5, определение 2). Существует подгрупускула Ли Но BG 
с алгеброй Ли №, содержащаяся в Н. Мы покажем сейчас, 
что Но открыта в Н относительно топологии, индуцированной 
топологией группы G, т. е. что Н — аналитическое многооб- 
разие в G; тем самым теорема будет установлена. 

Найдутся дополнительное к D векторное подпространство e 
в L(G), открытые симметричные окрестности нуля У» Vo B 
и Ё соответственно и определенное в И, + V, экспоненциальное 
отображение ф для G, обладающие следующими: свойствами: 
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а) отображение (а, а) => ф (а!) ф (45) есть аналитический 
изоморфизм из У, X Vo на некоторое открытое подмноже- 
ство И BG; | 

6) Ф(У,) = Но; 

Br U 

Мы покажем сейчас (и это завершит доказательство), что 
существует такая открытая окрестность V5 элемента 0 в Vo, 
что НП (@ (V1) p (V2)) =Ф(Т)). 

Допустим, что это утверждение неверно. Тогда можно так 
выбрать последовательность (х„) в И, и стремящуюся к 0 no- 
<следовательность (у) в У. — {0}, что q(x,)q(y,) € H для всех п. 
В силу в) тогда ф(иу,) HH. 

Если K=Q,, можно, кроме этого, предположить, что И. 
есть аддитивная подгруппа в Ё и что ф (па) — (а)"” для всех 
aeV, и всех NEZ. Тогда gAy)=H для всех À ЕЙ и, зна- 
чит, по непрерывности для всех A = Z,. Отображение ]: A+ > ф (Ау!) 
из Z, в С аналитично, принимает значения в À и (T)f)(1)=—y;. 
Следовательно, и, = b — противоречие. Тем самым теорема уста- 
новлена в случае поля Q,. 

Если К =R, можно предположить, что Vo выпукла и что Y, 


принадлежит +, — {0}. Заменив (y,) некоторой ее подпосле- 


довательностью, можно найти последовательность (A,) таких 
—1 

ненулевых скаляров, что A, у, стремится к некоторому эле- 

менту уЕТ. — {0}. Последовательность (A,) стремится к 0. 


Пусть элемент AG@R таков, что ye7zV: докажем, что 
exp (лу) = Н. Можно считать, что My, € У, для всех п. 
Выберем k,=Z Tak, чтобы величина |A—kR,A,| стремилась 
к нулю. Если п достаточно велико, то (A—R,A,) My, — < Vas 


стало быть, kyUn ey V,. Поэтому exp (Ay,) ЕН, если A— целое 


число и OS|h|S[|R„| (это устанавливается индукцией по |Й |). 
Тогда 


. | 
exp (Ay) un exp (Aa; y,) = 


Ze ae =, ) er 
— Jim (exp (А — bya) An Yu) exp (Hain) = lim exp k,y, <= И. 


Стало быть, отображение f: Ar>expAy, где WE Va прини- 


мает значения в À и (Тч/) (1) =у. Значит, y Eh, и мы полу- 
чили противоречие. Таким образом, теорема установлена 
в случае поля В. 
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Теорема 2 становится неверной, если не предполагать, что 
группа С конечномерна (упражнение 12). 


СЛЕДСТВИЕ 1. Пусть G’— локально компактная группа, 
С — группа Ли конечной размерности над R (соотв. над Q,), 


f — непрерывный морфизм из G’ в С. Если ядро морфизма f 
диск ретно, С’ является вещественной (соотв. р-адической) epyn- 
пой Ли конечной размерности. 


Существует компактная окрестность У элемента е в С”, 
такая, что IV есть гомеоморфизм из У на некоторое ком- 
пактное подпространство в С. Если И — достаточно малая 
окрестность элемента € в С, то условия теоремы 2 выпол- 
няются для Н = [(У)ПИ. Стало быть, Н есть подгрупускула 
Ли в С. Пусть W — ее прообраз относительно отображения f | V. 
Тогда М является окрестностью элемента ев G’. Наделим W 
структурой аналитического многообразия, перенесенной посред- 


ством (|) ' с H. Для всякого 2= С” отображение x: 


=>} (2) х! (2) ' из С в С аналитично; значит, существует такая 
открытая окрестность W’ элемента е в W, что отображение 
х’=>2х’2-' из №’ в W аналитично. Согласно предложению 18 
$ 1, n°9, на С’ существует структура группы Ли, которая на 
всякой достаточно малой открытой окрестности элемента е 


индуцирует ту же аналитическую структуру, что и W, и, 
стало быть, ту же топологию, что и данная топология на С”. 


Следствие 2. Пусть G— конечномерная группа Ли над К, 
H — подгруппа в G, И — открытая окрестность элемента е 
в G, (M;), =, — семейство аналитических многообразий над К; 


для всякого LEI пусть |, есть К-аналитическое отображение 
из У в M, такое, что НПУ ={хеЕТ|], (Хх) = | (е) для вся- 
кого [= I}. 

(it) Beau К = С; то Н — подгруппа Ли в G. 

(ii) Если К является расширением поля Q, конечной степени 


и I конечно, то Н есть подгруппа Ли в G. 


(i) Предположим, что К = C. Рассмотрим С как веществен- 
ную группу Ли. Тогда A является вещественной подгруппой 
Ли в С (теорема 2). Пусть a@ L(A). Существует такая от- 
крытая связная окрестность W элемента 0 в С, что expo V 
для всякого À = W. Пусть ie J. Если АЕ ВПЯ, то f; (exp Aa) = 
= 7, (е). Стало быть, ], (ехр Aa) = {,(е) при ASW в силу прин- 
ципа аналитического продолжения. Таким образом, ехр Ла = H 
при AGW и, следовательно, ua Ll (Hh) для любого це С. 
Поэтому Н есть подгруппа Ли комплексной группы Ли G 
($ 4, n° 2, предложение 2). 
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(ii) Предположим, что К есть расширение конечной степени 
поля Q,. Рассмотрим С как группу Ли над Q,. Она конечно- 
мерна, и из теоремы 2 следует, что Н есть р-адическая под- 


группа Ли в С. Поскольку [ конечно, il, есть многообразие 


и можно предположить, что TT re (Е) сводится к един- 
ственному отображению [. Пусть a=L(G). Пусть ф — экспо- 
ненциальное отображение для G. Если AEQ, и |A| достаточно 
мало, то f(p(Aa))=/(e). Так как отображение f является 
К-аналитическим, мы выводим отсюда, что ](ф (Аа)) =f (e) npn 
A=K и достаточно малых |A|. Стало быть, (Aa) = H для 
ЛЕК и достаточно малых |A|, и потому va=_L(H) для всех 
ue. Доказательство завершается, как в (i). 


Следствие 2 (11) теряет силу, если опустить требование конечности 
множества / 


$ 9. Коммутаторы, централизаторы, нормализаторы 
в группе Ли` 
В этом параграфе мы предполагаем, что характеристика 
поля К равна нулю. 
1. Коммутаторы в топологической группе 
__ Пусть @ — топологическая группа. Определим группы DG, 
D'G, D°G, ... и C'G, C?G, CG, ... формулами 
DG=G, БН = (рб, D'G), 
CG. 6. ба) 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ |. Пусть G — топологическая группа, А u 


В— подгруппы в С. Тогда (А, В В)=(А, E В), D'A= D'À, СГА=СГА. 

Пусть ф — непрерывное отображение (x, 1 yee ergs xy из 
GXG BG. Тогда ф(АХ В) < (А, В) и, стало быть, p(AX В) = 
< (А, В), откуда (A, В) < (А, В); обратное включение очевидно, 
следовательно, (А, В |, В) = (А, В). Ясно, что DDA=DPA; считая 
равенство D'A = РГА справедливым, получаем 


БЕТА == (БГА, РГА) = (РГА, D'A) = (РГА, D'À) = DT A: 


значит, DDA=DIA для всех i. Доказательство формулы CIA— 
— СГА аналогично. 


13 Н. Бурбаки 
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Следствие |. Если топология группы С отделима, то следую- 
ацие условия эквивалентны: 
(1) С разрешима (соотв. нильпотентна); 


(ii) DiG = {e} (соотв. C'G = {e}) для достаточно больших i, 


Имеем DiG & D'G, Сб = С'С, и потому (ii) (i). Ho {е} = 
— {6} u, значит, (1) = (ii), согласно предложению |. 


Следствие 2. Пусть С — отделимая топологическая группа, 
А — подгруппа в Ц. Чтобы.А была разрешима (соотв. нилепо- 
тентна, коммутативна), необходимо и достаточно, чтобы под- 


группа А обладала тем же свойством. 
Это сразу же следует из предложения 1. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть С — топологическая группа, а Аи 
В — ее подгруппы. Если А связна, то (А, В) также связна. 


Если элемент y = В зафиксирован, множество М, пар (x, y), 
где хе À, связно (поскольку отображение х--> (х, y) из Ав G 
непрерывно). Так как e= М,, объединение К множеств М, для 
всех y = В связно. Ho (А, В) есть подгруппа в С, порожденная 
множеством R, откуда следует предложение. 


2. Коммутаторы в группе Ли 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть G — конечномерная группа Ли, H, u 
H,— ее подгруппы. Пусть В, Въ u b — касательные алгебры Ли 
в точкеек H,, Hs, u (H,, Hs) соответственно. Тогда [b,, 5] = 5. 


Пусть aeh, b&b. Существует открытая окрестность Î 
элемента 0 в К и аналитические отображения |1, jo из [в G, 
такие, что 


f, (0) = о (0) =e, (ден, LE Ap, (Тор) 1 =a, (Tofo) 1 = b. 
Положим 
i (A, в) = (7, (A), fo(u)) = (Нь, H;) при А, nel: 


Отождествим некоторую открытую окрестность элемента € BG 
< открытым подмножеством в К’ при помощи карты, которая 
переводит е в 0. Тогда L(G) отождествляется с К". В силу 
предложения 1 § 5, n° 2, разложение отображения | (А, в) в сте- 
пенной ряд в начале координат имеет вид 


f(A, и) = Ав [а, b] + у, МиГазу, 


#21, ] 21, #+] 23 


rue а’ = К’ (коэффициенты при А’ или и’ в разложении OTO- 
бражения f (À, и) равны нулю, поскольку j (4, 0) =f (0, в) =0). 
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Фиксируем = 1. Устремив A к 0, видим, что 


ula, + >, шаге. 
. ] >22 


Поскольку это справедливо для всякого UE /[, отсюда следует, 
что [а, 9] Е b. 


Замечание. Даже если À, и Н› — связные подгруппы Ли BG, 
подалгебра Ли в L(G), порожденная множеством [h,, bo], вообще 
говоря, отлична от 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть G — вещественная или комплексная 
группа Ли конечной размерности. Пусть А, В, С — интегралеё- 
ные подгруппы в G, такие, что [L(A), Г(С)] = Г(С), [Г (В), 
Ь(С с ЕО). Если. ПДА), LIBIELIC) ro (A, Вес. Ecru 
[L(A), Е (В] = Ё (С), то (А, В) =С. 


Предположим, что [L (A), Г. (В)| < Г. (С). Сумма L(A) - L (В) 
+ L(C) есть подалгебра Ли в L(G). Рассмотрев интегральную 
подгруппу в G, алгебра Ли которой есть L(A) + L(B) + L(C), 
мы приходим к случаю, когда 


L(A) + Е (В) +L (С) = Е (С) 


и С связна. Тогда L(C) есть идеал в L(G). Допустим сначала, 
что G односвязна. Тогда С — нормальная подгруппа Ли BG 
($ 6, n°6, предложение 14). Пусть ф — канонический морфизм 
из С на С/С. Тогда 


[L (Ф) (Ё (A)), L ($) (L (B))] = {0}; 


стало быть, в силу формулы Хаусдорфа подгруппы g(A) и p(B} 
коммутируют; следовательно, (A, В) < С. В общем случае пусть. 
G’ — универсальная накрывающая группы С и A’, В”, C’ — ин- 
тегральные подгруппы в С”, такие, что L(A)=L(A), L(B) = 
== (В); LIC)=L(IC). Тогда (4°, Вс с" и А, В, С суть кано= 
нические образы подгрупп A’, В’, С’в G, откуда (А, В) = С. 
С другой стороны, (А, В) есть множество, лежащее ниже неко- 
торой интегральной подгруппы BG ($ 6, n°2, следствие пред- 
ложения 4), и алгебра Ли этой подгруппы содержит [L (А), 
L(B)] (предложение 3). Если [L (A), L(B)] = Г. (С), то (A, В)5С, 
откуда (А, В) = С. 


Следствие. Пусть С — вещественная или комплексная связ- 
ная конечномерная группа Ли, алгебра Ли которой есть à. Под- 
группы D'G (соотв. C’G) суть интегральные подгруппы, anee- 


13* 
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брами Ли которых являются D'a (соотв. a). Если С одно- 
связна, эти подгруппы суть подгруппы Ли. 


Первое утверждение выводится из предложения 4 индукцией 
по i. Второе утверждение следует из первого и предложения 14 
606. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть С — вещественная или комплексная 
группа Ли конечной размерности, А — интегральная подгруппа 
в С. Тогда DA=DA. В частности, А является нормальной 
подгруппой в A, и факторгруппа AJA коммутативна. 

Положим я == (А). Пусть G, — множество элементов © EG, 
таких, что 
| (Ad g)x= x(mod Da) для всякого x Ea, 


Тогда G, есть замкнутая подгруппа BG. Если yea, то 
ехру = С, согласно следствию 3(П) предложения 10, $ 6, n°4. 


Стало быть, G, содержит А и, значит, А. Таким образом, если 


ge À, то алгебра Ли a устойчива относительно L(Intg) и, 
следовательно, А устойчива относительно Intg; более точно, 
L(Intg) определяет тождественный автоморфизм алгебры a/Da 
и, стало быть, Intg определяет тождественный автоморфизм 


группы A/DA. Это показывает, что (A, A)CDA. Относительно 
структуры вещественной группы Ли на С подгруппа А является 
подгруппой Ли ($ 8, n°2, теорема 2); пусть В — ее алгебра Ли. 
Обозначим через Go множество таких g = С, что 


(Ад с) х=жх (mod Da) для всякого xe b, 


В силу изложенного выше, @> А и, следовательно, Go > A. 
Значит, если ge À, то Intg оставляет устойчивой DA и 
‘определяет тождественный автоморфизм группы A/DA. Стало 
быть, DA = DA. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Bydem считать поле К ультраметрическим. 
Пусть С — конечномерная группа Ли и А, В, С — подгруппы 
ав @. такие. ито’ (L(A), ет (E(B), ГСС LIE). 
Если [Г (А), Г. (В) = L(C), то существуют такие открытые под- 
группы A’, В’ в А, В соответственно, что (А’, В’) = С. Если 
IL (A), L(B) L(C), TO существуют такие открытые ра 
A’, В’, С’в А, В, С соответственно, что (А’, В’) = С’ 


an что [L(A), L(B)]J= (С). Как и в доказатель- 
стве предложения 4, мы сведем все к случаю, когда L(C) есть 
идеал в L(G). Затем, заменив С некоторой ее открытой под- 
группой, мы сводим все к случаю, когда С нормальна BG 
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($ 7, n°1, предложение 2). Пусть ф — канонический ER 
из G Ha С/С. Тогда 


[L (Ф) (L(A), 2 (Ф) (Е (В = = {0}. 


В силу формулы Хаусдорфа существуют открытые подгруппы 
A’, В’в А, В соответственно, такие, что @(A’) и @(B’) ком- 
мутируют, откуда (A’, В’) = С. Допустим теперь также, что 


[2 (А), L(B)] = (С). 


Согласно предложению 3, касательная подалгебра Ли в точкее 

к (A’, В’) содержит Г. (С). Стало быть, (A’, В’) содержит неко- 
are подгрупускулу Лив G с алгеброй Ли L(C). Следова- 
тельно, (A’, В’) является открытой подгруппой в С. 


СЛЕДСТВИЕ. Предположим, что поле К ультраметрическое. 
Пусть G — конечномерная группа Ли с алгеброй Ли 9. Суще- 
ствует такая открытая подгруппа Go в Ц, что для всякого i 


подгруппа D'G, (соотв. C’G,) есть подгруппа Ли в G с алгеброй 
„Ли 94 (соотв. #9). 

а) Последовательно применяя предложение 3, мы получаем 
с помощью индукции по i, что для всякой открытой подгруппы 
G, в С подгруппа D’G, при любом i содержит некоторую под- 
групускулу Ли в С с алгеброй Ли Dia. 

6) Пусть G’— такая открытая подгруппа в С, что при лю- 
бом in подгруппа D’G’ есть подгруппа Ли в С с алгеброй 
Ли Dia. В силу поедложения 6 существуют открытые под- 
труппы Ну, Hs в D"G’, такие, что (H,, Но) есть подгруппа Ли 
с алгеброй Ли D’*a. Пусть С” — открытая подгруппа в С’, 


настолько малая, что D"G” CH, (\ A». Тогда BG" Ayesha 
Включения 


D°G” = DG’, р'б” <D'G’, ..., "д" = 0"б’, р" 6" < (A, H,) 


показывают, если принять во внимачие п. а), что D’G” есть 
подгруппа Ли в С с алгеброй Ли Da при {<п- 1. 

в) Найдется целое число р, такое, что Dada... 
В силу изложенного выше существует такая открытая под- 
группа Со BG, что при ip подгруппа D' Go есть подгруппа 
Ли в С с алгеброй Ли 94. Нос учетом п. а) это утвержде- 
ние остается верным при i> р, поскольку D?G > D'G при 


>. 
г) Для подгруппы С’ рассуждения аналогичны. 
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3. Централизаторы 


Напомним, что два элемента х, у некоторой группы назы- 
ваются перестановочными, если (x, у) =е, или (Intx)y=y, или 
(Int y) x == x; напомним, что два элемента а, 6 некоторой алгебры 
Ли называются  перестановочными, если fa, 6] =0, или 
(а4а).6 =0, или (а@ 5).а=0. Пусть С — группа Ли, хе С, 
a=L(G); будем говорить, что X и а перестановочны, если 
(Adx).a=a, т. е. ха=ах в T(G). 

Пусть @ — группа Ли, 4— ее алгебра Ли, А — подмноже- 
ство в G, а— подмножество в 4. Через Zg(A) (соотв. с (a)) 
обозначается множество элементов из С, перестановочных CO 
всеми элементами из A (соотв. из а). Это замкнутая подгруппа. 
в С. Через 3, (А) (соотв. 3, (а)) обозначается множество элемен- 
тов из 4, перестановочных со всеми элементами из А (соотв. 
из à). Это замкнутая подалгебра Ли в 4. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Пусть С — конечномерная группа Ли, 4 — ee 
алгебра Ли, а — подмножество 8 9. Тогда Zg(a) есть подгруппа 
Ли в С с алгеброй Ли 3; (а). 


Это следует из предложения 44 и следствия 2 предложения 39 
$ 3. 


ПредложениЕ 8. Пусть G — вещественная или комплексная 
группа Ли конечной размерности, %— ее алгебра Ли, А — под- 
множество в G. Тогда Z.(A) есть подгруппа Лив Ge алгеброй 
Ли 3, (À). 


Предположим, что А состоит из единственной точки а. 
Тогда Zg(A) является множеством неподвижных точек ABTO- 
морфизма Inta; стало быть, Zg(A) есть подгруппа Лив Си 
[.(7с(А)) есть множество неподвижных точек отображения Ada, 
т. е. совпадает с 3,(A) ($ 3, n°8, следствие | предложения 29). 
Общий случай выводится отсюда с помощью следствия 3 пред- 
ложения 1 $ 6, n°2. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Пусть G — вещественная или комплексная 
группа Ли конечной размерности, 4 — ее алгебра Ли, А — инте- 
гральная подгруппа в G, «= (А). Тогда Ис(А)= с (а), 
$5 (A) = (а) u Пс(А) является интегральной подгруппой в С 
с алгеброй Ли 3% (а). 


Пусть хе ЗС. Тогда 
хе 2с(А)ЗА< 2% (Ge 
а< [(7с({х})) ($ 6, следствие 2 предложения 3) < 
ас 3, ({х}) (предложение 8) 
exe о (а) 
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и, следовательно, Ze (A) = Ze (a). Пусть ие 4. Тогда 


us (А) Ас 2 ({и}) > 
Sac L(Zs({u})) ($ 6, следствие 2 предложения 3)S 


ac 3, ({u}) (предложение 7) 
Que (9); 


стало быть, $ (A) = 3, (a). Последнее утверждение следует тогда 
из предложения 7 или из предложения 8. 


4. Нормализаторы 


Пусть @ — группа Ли, 4 — ее алгебра Ли, А — подмножество 
в С, а— подмножество в 4. В этом пункте мы обозначаем 
через Ng(A) множество таких ве С, что gAg-'=A. Это 
подгруппа в С, которая замкнута, если А замкнуто. Через 
и; (a) обозначается множество таких хе 4, что [x, a] Ca (см. 
гл. I, $ 1, n° 4). Это подалгебра в Gg, которая замкнута, если 
a замкнуто. Через №с (а) обозначается множество таких g G&G, 
что gag!=a. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 10. Пусть С — конечномерная группа Ли, 9 — ее 
алгебра Ли, а— векторное подпространство в 9. Гогда Мс (а) 
есть подгруппа Ли в С с алгеброй Ли n (а). 


Это следует из предложения 44 и следствия | предложе- 
ния 39 $ 3. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 11. Пусть С — вещественная или комплексная 
группа Ли конечной размерности, 9— ее алгебра Ли, À — инте- 
гральная подгруппа в @ и a=L(A). Тогда Ме(А) = Ма (а) u 
N.(A) есть пери Ли в G, содержащая А, с алгеброй 
JIU Ng (а). 


Равенство Ng(A) = Мс (а) вытекает из следствия 2 предло- 
жения 3 $ 6, n° 2. Согласно предложению 10, Ng(A) является 
тогда подгруппой Ли в С с алгеброй Ли и, (а). Стало быть, 


№ (А) замкнута. Поскольку Ng(A)> A, имеем Ng(A) >A. 


Следствие. Если а == и. (а), то А есть Е Лив @ц 
компонента единицы группы Мо(А). 


В самом деле, эта компонента единицы является подгруппой 
Ли с алгеброй Ли n, (а) (предложение 11), и, стало быть, она 
8 , 5 
равна A в силу теоремы 2(i) $ 6, n° 2. 
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5. Нильпотентные группы Ли 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 12. Пусть G — конечномерная группа Ли. Для 
нильпотентности L(G) необходимо и достаточно, чтобы G обла- 
дала открытой нильпотентной подгруппой. 


Допустим, что С обладает открытой нильпотентной под- 
группой Go. В силу следствий предложений 4 и 6 из n°2 


@'L (Go) = {0} для достаточно большого #. Следовательно, алгебра 
Ли L (Go) = L(G) нильпотентна. 

Допустим, что L(G) нильпотентна. Если K=R или С, то 
компонента единицы Go группы С нильпотентна в силу след- 
ствия предложения 4 n°2 и Go открыта в G. Если поле К 
ультраметрическое, то, согласно следствию предложения 6 n°2, 
существуют. открытая подгруппа G, BG, целое число > 0 и 


окрестность У элемента e BG, такие, что C’G, ПУ = {e}. Тогда 
если С, — достаточно малая подгруппа BG, то C'G,CV и, 
стало быть, С’, = {6}, а Су нильпотентна. Ч. Т. Д. 


Пусть 4 — нильпотентная алгебра Ли. В отвечающем ей ряде 
Хаусдорфа Н(Х, У) лишь конечное число членов отлично от 
нуля, и мы знаем (гл. II, $ 6, n° 5, замечание 3), что закон 
композиции (x, и) => H (x, у) определяет на 4 структуру группы. 
Предположим дополнительно, что 4 нормируема и полна. Ясно, 
что закон композиции Н является непрерывным многочленом 
(Мн. Св. рез., приложение). Стало быть, Q, наделенная законом 
композиции Н, является группой Ли G. Говорят, что G acco- 
циирована с 9. В силу лемм 2 u $ 4, n°2, имеем L(G) = ge 
Тождественное отображение ф из 9 в С является экспонен- 
циальным отображением, причем ф(Ах)ф (^/х) = Ф((А- A’) x), 
каковы бы ни были sel, ЛЕК, A’ ЕК. Всякая подалгебра 
Ли § в 9, допускающая топологическое дополнение, является. 
подгруппой Ли Нв Gu Ё(Н)=\. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 13. Пусть G— односвязная нильпотентная 
группа конечной размерности над В или С. 

(i) ехра есть изоморфизм ассоциированной с L(G) группы 
Ли на G. 

(ii) Любая интегральная подгруппл в Ц является односвязной. 
подгруппой Ли в G. 


Пусть 9 = 2 (С); это нильпотентная алгебра Ли (предложе- 
ние 12). Поскольку две односвязные группы Ли над В или С, 
имеющие одну и ту же алгебру Ли, изоморфны ($ 6, n° 3, Teo- 
рема 3 (11)), достаточно доказать предложение в случае, когда 
С — группа, ассоциированная с 9. Тогда утверждения (i) и (ii) 
следуют из того, что было сказано перед предложением. 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 14. Пусть @ — связная группа Ли конечной 
размерности над В или С. 

(i) Если G нильпотентна, то eXPG этально и сюржективно. 

(ii) Если К =С u exp. этально, то G нильпотентна. 


Пусть G’ — универсальная накрывающая группы G и @— Ka- 
нонический морфизм из С’ на С. Тогда exp; = фоехра’ ($ 6, 
n° 4, предложение 10); стало быть, (i) следует из предложе- 
ния 13 (i). 

Если К =С u если exp этально, то каков бы ни был x = L(G), 
никакое собственное значение оператора adx не принадлежит 
множеству 2in(Z—{0}) ($ 6, n° 4, следствие предложения 12). 
Применяя это к Ах, где A меняется в С, мы заключаем отсюда, 
- что все собственные значения элемента adx нулевые, а потому 
adx нильпотентен. Следовательно, алгебра L(G) нильпотентна 
(гл. I, $ 4, следствие 1 теоремы 1); значит, и С нильпотентна 
(предложение 12). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 15. Пусть G — связная нильпотентная группа 
„Ли конечной размерности над В или С, À — интегральная под- 
группа в Ц. Тогда Z.(A) есть связная подгруппа Ли в G с aneeö- 
рой Ли зв (Ё(А)). 

С учетом предложения 9 n°3 достаточно доказать, что 
7с(А) связна. Пусть gEZ,(A). Существует такой элемент 
хе L(G), что в =ехрх (предложение 14). Тогда Adg|L(A)=1 
(n° 3, предложение 9) u, стало быть, Ad g”|L(A)=1 для всех 
nez, а потому ехр(а4 пх)| L(A) = 1 для всех п = Z. Поскольку 
отображение At >exp(adAx)|L(A) из К в (Г (А), L(G)) поли-. 
номиально, получаем ехр(а4 Ах) | (А) =1 для всех AE К, т.е. 
exp (Ax) = Zg(A) для всех AE К. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 16. Пусть G— нильпотентная группа Ли ко- 
нечной размерности над В или С, À — интегральная подгруппа 
eG, отличная от G. Тогда Мо(А) есть связная подгруппа Ли 
в G, отличная от А. 


Имеем М№Мс(А)== А (Alg., chap. I, $ 6, corollaire 1 de la 
proposition 8). С учетом предложения 11 n° 4 все сводится 
к доказательству связности группы М№Мс(А). Пусть ge Мс(А). 
Существует такой x@L(G), что в =ехрх (предложение 14). 
Пусть E — векторное подпространство в Z(L(G)), образован- 
’ ное такими и = L(L(G)), что u(L(A) = Г (А). Тогда Ad 5" Е ЕЁ, 
и потому exp (ad nx)=E для всех n=Z. Стало быть, exp (ad LX)EE 
для всех AGK, т. е. exp(Ax) = Ng(A) для всех AE K. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 17. Пусть Q — нильпотентная алгебра Ли ко- 
‚нечной размерности над К, (do Ar ..., An) — убывающая после- 
Эовательность идеалов в 4, таких, что %=9, A = {0}, I Gi] < 
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= 4+, при OSi<n. Пусть A, Ay, ..., а, — такие векторные 


подпространства в 4, что всякий идеал $; является прямой сум- 
мой своих пересечений с подпространствами a;, Наделим $ за- 


коном композиции Хаусдорфа —. Пусть ф — отображение 
(xs Хо, eeey хр) => Xp A Xo +4 eee FAX) 
u3 и X My X . KA B Ч. 

(i) ф есть биекция u3 MX MX ... Же NA $; 

(ii) фиф' суть полиноминальные отображения; 

ows ae -1 

(iii) отображение (x, у) — 9 (a). g(W)) us (иЖьх... 
... Ха ва KXMX ... Жа, полиномиально. 

Предложение очевидно, если dimg=0. Допустим, что 
4114 > 0 и предложение установлено для всех размерностей, 
меньших, чем dimg. Можно предполагать, что 7 ~ {0}, и 
тогда y] является ненулевым центральным идеалом в Ц. 
Существует такой индекс |, что b—=g, Па, 52 {0}. Пусть 
4’ — 4/9, 0 — канонический морфизм из Q на 49’, 9; =0(4,), = 

/ / 7 
= 6(a,). Тогда (%, gi, ..., Sn) — убывающая последорательность 
/ fer / 
идеалов в 9, таких, что %==4,, 4, — {0}, [N %] C54, при 
0<i<n, и всякий идеал 4, является суммой своих пересече- 
ний с подпространствами а,. Пусть ф’— отображение 


(xi, X»... Хр) = nimm... EHX 


ИЗ aj XxX... Жар BY. В силу предположения индукции ф” 
биективно и Q’, @ —' суть полиномиальные отображения. 
Пусть x 9. Положим 


ф’—' (0 (х)) = (x1 (x), х5 (х), ..., Xp (x). (1) 
Тогда 
9 (x) = х! (x) ны хо (XK) Hw. нах» (X). (2} 


Пусть В, — векторное подпространство, дополнительное к Эва, 

которое является суммой подпространств а, для Е ==] и до- 

полнения к подпространству 9 Ba, Существует биекция n из 4” 
на bh, такая, что 9о\ = Id, Для хе дз положим 

6 (x) = т (хи (x)) нчт (х5 (х)) == ... Hn (Xp (x) 9 (3) 

y (x) = E(x) Hx = (— E(x). x. (4) 


Согласно (2) и (3), имеем 0 (f(x)) = 0 (х) и, стало быть, у (x) = 5. 
Положим, наконец, 


ap (x) = (п (x1 NR) + y (x), ..., nt (x) Е 
Ех... X 6) 
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Поскольку y(x) лежит в центре алгебры Ли 9, 
@ (1p (x)) = м (хт (х)) +... HER) mn (х)) чу (x) = 

—6(х)нчу(х) (в силу (3)) = 

=x (в силу (4)). 
Стало быть, фо\ф = 4;. Пусть теперь (X, ль, ..., x) Eu X 
X ay XK... Жа и положим х=9(ж, №, ss Хр) == An... 
... Нчх,. Тогда 0(х) = 0(х,) 0 (№)... +0 (х,), а потому 
xi (x)= 0(х;) при 1 Lip и, следовательно, 

C(x) = xx... = (0 (х,)) =... нах», 


у (x) =x; — nO (х/). 
Тогда в силу (5) | 


р (x) == (xs, ..., 10 (xs) + x; — 10 (х/), ..., Хр) = (x, Хо ..., Хр). 


Значит, фоф= 4 х...ха,. Это доказывает (i). Поскольку 


закон композиции Хаусдорфа полиномиален, ф полиномиально. 
Согласно предположению индукции ф’-' полиномиально; фор- 
мула (l) показывает тогда, что функции X; полиномиальны, 
а потому & полиномиально (формула (3)), у полиномиально 
{формула (4)), ф полиномиально (формула (5)). Тем самым дока- 
зано (ii), Утверждение (iii) следует из (i) и (ii) и из полино- 
миальности закона композиции Хаусдорфа. Ч. Т. Д. 


Пример нильпотентной группы Ли. Пусть G — нижняя строго 
треугольная подгруппа в GL(n, К). Это подгруппа Ли в 
СТ. (п, К), и L(G)<gl(n, К) есть алгебра нижних треугольных 
матриц с нулевой диагональю ($ 3, n° 10, предложение 36). 
В силу замечания гл. II, $4, n° 6, С нильпотентна. Будем 
предполагать в дальнейшем, что К — или С. Поскольку под- 


—1)/2 
группа G гомеоморфна пространству К”"`1?, С односвязна. 
Экспоненциальное отображение из L(G) в С есть не что иное, 
как отображение 


($6, n° 4, пример). Согласно предложению 13, экспоненциаль- 
ное отображение является изоморфизмом многообразия L(G) 
на многообразие С. Предложение 17 § 6, n° 9, доставляет об- 
ратную биекцию log. Наделим К” некоторой нормой. В силу 
Спектр. теор., гл. I, $ 4, n°9, при geG u |6 —1|| < 1 выпол- 
няется равенство 


—1)2-! 
log g = >. IT (G- 1)*, 


kRZ1 
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n—1 
41 R—1 
log g= ) EI. (6) 
k=1 


Но обе части разенства (6) суть аналитические функции от g 
при =, и, стало быть, они совпадают при всех geG. 


ПредложЕниЕ 18, Пусть k — поле, У — векторное простран- 
ство конечной размерности > 0 над k, @ — подгруппа в СЁ (У), 
все элементы которой унипотентны. 

(i) Существует ненулевой элемент v 8 V, такой, что gu=v 
для всякого ge G. | | 

(ii) Существует базис В в У, такой, что для всякого g EG 
его матрица в базисе В является нижней треугольной, а все ее 
диагональные элементы равны 1. 

(iii) Группа G нильпотентна. 

а) Допустим сначала, что поле À алгебраически замкнуто, 


и тождественное представление группы G. является простым. 
Пусть а, 5 — элементы из С. Тогда 


Tr(a(b— 1)) = Тг(а6 — 1)— Тга— 1) =0—0=0, 


поскольку fab — 1 и а— 1 нильпотентны. Поскольку векторное: 
подпространство в Ÿ (И), порожденное множеством G, есть L(V) 
(Alg., chap. VIII, $ 4, corollaire 1 de la proposition 2')), 
Тг (и (6 —- 1)) =0 для всякого u = L(V), a потому b=1. Таким 
образом, @ = {1}. 

6) Обратимся к общему случаю. Пусть. k — anreöpanueckoe 


замыкание поля К, V=V @,k и (= СЕ (ТУ) — множество эле- 
ментов а® 1, где a=G. Пусть № (соотв. W’) — множество- 


элементов в У (соотв. в И), инвариантных относительно С 
(соотв. G). Тогда №’ = ®,Ё, поскольку W= [| Ker(g— 1) 
| geG 


uW’= [|] Ker(g—1)@1. Если У, — минимальный элемент 

сеЕеЗ ES 
в множестве ненулевых векторных подпространств в И, устой- 
чивых относительно G, то У, < W’ согласно п. а) доказательства; 
стало быть, W.= {0}, что доказывает (i). 

в) Индукцией по dimV мы выводим из (i) существование 
возрастающей последовательности (Ут, Vo, ..., И„) векторных 
подпространств в И, устойчивых относительно С, таких, что. 
У, =У и группа автоморфизмов пространства V,/V,-ı, канони- 


1) См. также Алг., гл. VII, § 4, n° 3, следствие предложения 2. — Прим. 
перев. 
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чески определяемая группой С, сводится к {1} для всех i (усло- 
вимся, что И, = {0} a r< 0). Из этого следует сначала (ii), 
а затем (Ш) (гл. II, $ 4, n°6, замечание). 


СЛЕДСТВИЕ 1. Пусть G — вещественная или комплексная конеч- 
номерная группа Ли. Для нильпотентности G необходимо и 
достаточно, чтобы всякий элемент группы AdG был унипотентным. 


Если все элементы группы AdG унипотентны, то Ааа 
нильпотентна (предложение 18); стало быть, группа С, являю- 
щаяся ее центральным расширением, также нильпотентна. Если G 
нильпотентна, то L(G) нильпотентна, а потому ах нильпотентен 
для всякого x & L(G); следовательно, Ad (exp x) — exp ad X уни- 
потентен; но всякий элемент из G имеет вид ехрх для некото- 
рого xe L(G) (предложение 14). | 


Следствие 2. Всякая интегральная подеруппа в GL(n, К), 
образованная унипотентными элементами, есть односвязная под- 
группа „Ли. 


Это следует из предложений 13 (И), 18 (ii) и того факта, что 
нижняя строго треугольная группа односвязна. | 


6. Paspewunne группы Ли 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 19. Пусть G — конечномерная группа Ли. Для 
разрешимости L(G) необходимо и достаточно, чтобы G обладала 
открытой разрешимой подгруппой. 


Доказательство аналогично доказательству предложения 12 
йо. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 20. Пусть G — разрешимая односвязная группа 
Ли конечной размерности п над В или С ug=L(G). Пусть 
(Ans Anis ++.» @0) — Последовательность подалгебр в $ размер- 
ностей п, n = 15. ., 0 и такая, что Q;-| есть идеал 
eg; при i=n,n—|, 1'). Пусть G; т под- 
группа в G, отвечающая `подалгебре Ли Qi, X; — некоторый век- 
тор в 4:, не принадлежащей qi, и Q; or ob pameue 


(A, А» .:., М) => (exp Aix) (exp Aoxo) . (exp AiX;) 
из К' в Ц. Тогда фи» есть изоморфизм аналитических многообразий 
и Ф;(К’) = (Ц; для любого i. 


При п =0 предложение очевидно. Проведем индукцию по п. 
Пусть Н — такая интегральная подгруппа BG, что L(H)=Kx,. 
В силу следствия | предложения 14 § 6, n° 6, Ни G„-ı суть 


1) Такая последовательность существует в силу предложения 2 гл. 1, $5. 
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односвязные подгруппы Ли в G, и G, рассматриваемая как 
группа Ли, есть полупрямое произведение подгруппы À Ha G,-1. 

Стало быть, Ан>ехр (Ах„) является изоморфизмом из К на Н, 
и, согласно предположению индукции, отображение 


(A А», “res An-ı) ee (exp Aix) (exp Аэхо) ER (exp An—1Xn—1) 


-1 
есть изоморфизм аналитического многообразия K" на аналити- 


ческое многообразие G,-,, переводящий К'Х {0} в С; при _ 
Î— 1, 2,..., n— 1. Отсюда следует предложение. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 21. Пусть G— разрешимая группа Ли над В 
или С, которая односвязна, и М — интегральная подгруппа в G. 
Тогда М — подгруппа Ли в G и притом односвязная. 


Воспользуемся обозначениями п, Q, Q;, Xi, ф из предложе- 
ния 20, но наложим на Se X; следующее дополнительное 


условие: пусть &>&- > i, — те из целых чисел i, 
для которых L (М) n а, ni L (м) П4;—; мы выбираем тогда 
_ ж, = L(M)N g,, при k=1,2,..., р. С помощью индукции по п 


мы без труда получаем, что (x, » Xi pes Xi,) есть базис 


в L(M). Пусть N — односвязная группа Ли, такая, что суще- 
ствует En h из L(N) на L(M), ny,=h (< „) En 


eee YHA x, ‚). В силу предложения 20 отображение 


QE hoy * 499 Ар) ee (exp Aıyı) (exp yo) ... (exp АрУр) 


является изоморфизмом многообразия К” на многообразие N. 
Существует морфизм т группы Ли М в группу Ли G, такой, 
что ЙА = [. (т), и тогда T(N)=M ($ 6, п°2, следствие 1 пред- 
ложения 1). Стало быть, М есть множество элементов из G 
вида 


x ((exp Ag) «++ (ехрАрур)) = exp (AL (9 y) … exp (AL (x) у) = 
—= exp (№х:,)... exp (Apxi,)- 


Таким образом, М = (Т), где T — некоторое векторное под- 
пространство в К”. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 22. Предположим, что К =В или С. Пусть 
У — векторное пространство конечной размерности, G — связная 
разрешимая подгруппа в СЁ (У). Предположим, что тождествен- 
ное представление группы G является простым. 

(i) Если К =В, то dimV <2 и С коммитативна. 

(11) Если К =С, ro dimV = Е 


(i) Допустим, что К = В. Тогда замыкание Н подгруппы G 
в СЁ (У) есть связная подгруппа Ли в СЁ (У); она разрешима 
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(n° 1, следствие 2 предложения 1). Стало быть, L (H) разрешима 
(предложение 19). Тождественное представление алгебры Ли L (Н) 
является простым ($ 6, n°5, следствие 2 предложения 13). 
Значит, dimV <2 и L(A) коммутативна (гл. I, $ 5, следствия | 
и 4 теоремы 1). Поэтому H, a тем более и С, коммутативна. 

(ii) Предположим, что К = С. Пусть  — минимальный эле- 
мент среди ненулевых вещественных подпространств в И, 
устойчивых относительно G. Комплексное векторное подпро- 
странство в У, натянутое на М, совпадает с И, поскольку 
тождественное представление группы С является простым. 
В силу (i), G|W коммутативна. Значит, G коммутативна. Шо- 
этому всякий элемент из С есть гомотетия (Alg., chap. VIII, 
$ 4, corollaire 1 de la proposition 2')), так что dimV = 1. 


CrEncTBHE. Пусть У — комплексное векторное пространство 
конечной размерности >0, С — связная разрешимая подгруппа 
в СЁ (У). 

(i) Существует такой ненулевой элемент V&V, что go = Cv 
для всякого SEG. 

(ii) Существует такой базис В в И, что матрица любого эле- 
мента g=G в этом базисе является нижней треугольной. 


Пусть ИУ, — минимальный элемент в множестве ненулевых 
векторных подпространств в И, устойчивых относительно CG. 
В силу предложения 22 (ii) dimV,—1. Это доказывает (i). 
С помощью. индукции по dimV выводим отсюда существование 
возрастающей последовательности (V,, Vo, ..., V,) векторных 
подпространств в И, устойчивых относительно С и таких, что 
dim V;4,/V;=1 при {< пи V„=V. Отсюда следует (ii). 


7. Радикал группы Ли : 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 23. Пусть G — вещественная или комплексная 
группа Ли конечной размерности, т — радикал алгебры Ли L(G) 
(гл. I, $5, определение 2), и — наибольший нильпотентный идеал: 
в L(G) (гл. I, § 4, n° 4). Пусть R (соотв. М) — интегральная 
подгруппа в G с алгеброй Ли т (соотв. п). Гогда Ю (соотв. N), 
является разрешимой (соотв. нильпотентной) nodepinno Ли в G,, 
инвариантной относительно любого непрерывного автоморфизма 
группы G. Всякая связная нормальная разрешимая (соотв. ниль- 
потентная) подгруппа в С содержится в R (соотв. в N). 


Группа R разрешима (n° 6, предложение 19). Допустим, что 
К = В. Пусть С” — нормальная разрешимая связная подгруппа 


в С. Тогда G’ есть подгруппа Ли в С (6 8,n° 2, теорема 2), 


1) См. также Алг., гл. VIII, $ 4, n° 3, сл-дствие предложения 2. — Прим. 
перев. 
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которая нормальна, разрешима (n° 1, следствие 2 предложения 1) 
и связна. Стало быть, L(G’) есть разрешимый идеал в L(G), 


‘откуда (С) ти G CR. В частности, В < Ю, а потому R 
замкнута и является, следовательно, подгруппой Ли в С. 
‘Допустим теперь, что К == С. Пусть À — вещественная группа 
«Ли, лежащая ниже С. Если vr’ — радикал в L(A), то it’ — раз- 
‘решимый идеал в L(H), откуда т ==”; значит, tCr’ Cr и, 
‘согласно изложенному выше, R замкнута в H, а потому BG. 
‘Таким образом, Ю есть подгруппа Ли в С. Всякая нормаль- 
‘ная разрешимая связная подгруппа в G является нормальной 
‘разрешимой связной подгруппой в Н; следовательно, она содер- 
‘жится в À. Таким образом, мы доказали, как для К = В, так 
и для К =С, что Ю — наибольшая нормальная разрешимая связ- 
ная подгруппа BG; отсюда следует, что À инвариантна OTHOCH- 
тельно всякого непрерывного автоморфизма группы С. Доказа- 
тельство для N совершенно аналогично. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. Пусть С — вещественная или комплексная 
группа Ли конечной размерности. Радикалом группы @ назы- 
вается наибольшая нормальная разрешимая подгруппа в G. 


Замечание. Даже если С связна, могут существовать нор- 
мальные разрешимые подгруппы, не содержащиеся в радикале 
группы G. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 24. Предположим, что К = В или С. Пусть G,, 
G,— две связные конечномерные группы Ли, R, и Rz, — ux ради- 
калы, ф — сюръективный морфизм из G, в Ga. Тогда Q(R,) = Ro. 


В силу предложения 28 $ 3, п?8, L(@) сюръективен. Стало 
быть L(p)(L(R;)) = L (Ro) (гл. I, $ 6, следствие 3 предложения 2). 
Пусть i — каноническая инъекция группы À, в G,. Тогда образ 
морфизма oi есть А. ($ 6, n°2, следствие | предложения 1). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 25. Предположим, что К == К или С. Пусть G,, 
С. — связные конечномерные группы Ли, а R, u Ю› — их ради- 
калы. Радикал группы Ц, X С. есть В, Х Ro. 


Это следует из предложения 4 гл. I, § 5. 


8. Полупростые группы Ли 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 26. Пусть G — вещественная или комплексная 
связная конечномерная группа Ли. Следующие условия эквива- 
лентны: 

(i) L(G) полупроста; 

(ii) радикал группы G есть {e}; 

_ (iii) всякая коммутативная нормальная интегральная под- 
группа в С равна {e}. 
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Условие (ii) означает, что радикал алгебры Ли L(G) есть {0} 
стало быть, (i)S(ii) (гл. Г $ 6, теорема 1). Эквивалентность. 
утверждений (i) и (iii) следует из предложения 14 $ 6, n° 6. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Вещественная или комплексная связная 
группа Ли называется полупростой, если она конечномерна и 
удовлетворяет условиям предложения 26. | 


Замечание 1. Пусть G — вещественная или комплексная связ- 
ная конечномерная группа Ли. Если С не является полупростой, 
она обладает связной коммутативной подгруппой Ли С’, инва- 
риантной относительно всякого непрерывного автоморфизма и 
такой, что G’ ~ {е}. В самом деле, пусть и — наибольший ниль- 
потентный идеал в L(G); тогда n= {0} и соответствующая 
интегральная подгруппа N есть подгруппа Ли, инвариантная 
отнссительно любого непрерывного автоморфизма группы G 
(n° 7, предложение 23); центр G’ группы N обладает требуемыми 
свойствами. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 27. Пусть С — вещественная или комплексная 
связная конечномерная группа Ли. Следующие условия экви- 
валентны: 

(i) L(G) проста; 

(ii) единственные нормальные интегральные подгруппы в G 
суть {е} и G, u, кроме того, G не коммутативна. 


Это следует из предложения 14 $ 6, n° 6. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Вещественная или комплексная связная группа 
Ли называется почти простой, если она конечномерна u удо- 
влетворяет условиям предложения 27. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 28. Пусть а — вещественная или комплексная 
односвязная группа Ли. Следующие условия эквивалентны: 

(i) С полупроста; 

(ii) С изоморфна произведению конечного числа почти простых 
групп. 


Если G есть конечное произведение почти простых групп Ли, 
то алгебра Ли L(G) является конечным произведением простых 
алгебр Ли, и, стало быть, она полупроста. Если G полупроста, 
то L(G) изоморфна произведению простых алгебр Ли Ly, ..., Ly. 
Пусть С; — односвязная группа Ли с алгеброй Ли L;; она почти 
проста. Тогда G и а, X ... XG, односвязны и имеют изомор- 
фные алгебры Ли, значит, они изоморфны. 


Лемма 1. Пусть @ — связная топологическая группа, 2 — ее 
центр, Z’ — дискретная подгруппа в 2. Тогда центр группы G/Z’ 
есть Z/Z’. 
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Пусть у — элемент в С, класс которого по модулю 42” 
является центральным элементом в G/Z’. Пусть ф — отображе- 
ние gt >gyg-'y-! из G BG. Тогда @(G) связно и содержится 
в 7’, а следовательно, P(G)=g({e}) = {е}. Значит, y eZ. 


ПрРЕдложеЕНИЕ 29. Пусть С — вещественная или комплексная 
связная полупростая группа Ли. 

(i) G=(G, 0). 

(ii) Центр Z группы G дискретен. 

(iii) Центр группы G/Z- равен {e}. 

Утверждение (i) вытекает из следствия предложения 4 n°2 
и теоремы 1 гл. I, $ 6. 

Утверждение (ii) вытекает из следствия 4 предложения 10 
$ 6, n° 4, и замечания 2 гл. I, $ 6, n° 1. Утверждение (iii) сле- 
дует из (ii) и из леммы |. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 30. (i) Пусть 9 — вещественная или комплексная 
полупростая алгебра Ли. Тогда Intg является компонентой edu- 
ницы группы Autg. 

(ii) Пусть G — вещественная или комплексная связная полу- 
простая группа Ли. Присоединенная к G группа есть компонента 
единицы группы AutL(G).. Ее центр сводится к единичному 
элементу. 


Всякое дифференцирование алгебры Ли 4 является внутренним 
(гл. I, $ 6, следствие 3 предложения 1); стало быть, L (Int 9) = 
—L(Auta), что доказывает (i). Первое утверждение в (ii) сле- 
дует из (i). Второе вытекает из предложения 29 (iii) и след- 
ствия 4(ii) предложения 10 $ 6, n° 4. 


Замечание 2. Пусть 4 — комплексная полупростая алгебра Ли, 
y — нижележащая вещественная алгебра Ли. Тогда группа Aut(g) 
открыта в Ац+ (4%). В самом деле, Int (9%) < Aut(g). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 31. Пустб G — вещественная или комплексная 
односвязная конечномерная группа Ли и R— ее радикал. Суще- 
ствует такая односвязная полупростая подгруппа Ли $ в С, 
ито G, рассматриваемая как группа Ли, есть полупрямое произ- 
ведение группы $ на ВЮ. Если 5’ — полупростая интегральная 
подгруппа в G, существует такой элемент X нильпотентного. 
радикала алгебры Ли L(G), что (Ad exp x) (S’)CS. 


Это вытекает из следствия 1 предложения 14 $ 6, n°6, и 
гл. I, $ 6, теорема 5 и следствие |.. 


Лемма 2. Пусть G — группа (соотв. топологическая группа), 
G’ — ее нормальная подгруппа, У — конечномерное векторное про- 
странство над некоторым полем Е (соотв. над К), о — линейное 


8 $ 9. КОММУТАТОРЫ, ЦЕНТРАЛИЗАТОРЫ, НОРМАЛИЗАТОРЫ 403 


к 


(соотв. непрерывное линейное) представление группы GeV и 
бе" 

(i) Если о полупросто, то о’ полупросто. 

(ii) Если 0’ полупоосто и всякое линейное Е-представление 
(соотв. всякое непрерывное линейное _К-представление) конечной 
размерности группы G/G’ (соотв. С/С”) полупросто, то р nony- 
просто. 


Лопустим, что о полупросто, и покажем, что р’ полупросто. 
Достаточно рассмотреть случай, когда о просто. Пусть У’ — 
минимальный ненулевой под-С’-модуль в V. Для всякого g= G 
имеем р(С’)р (2) У’==р(в)р (С) У’=р(=)У”; другими словами, 
o(g)V’ инвариантно относительно 0(G’); если ИУ” — некоторый 
под-С”-модуль. в p(g)V’, то р (2)'ИУ” является тогда non-G’- 
модулем в У’, и, стало быть, У” есть либо {0}, либо p(g)V’. 
Таким образом, р (5) У” — простой С’-модуль для всякого SEC. 


Ho D o(g)V’ есть ненулевой под-(-модуль в V, откуда У = 
geG ; 
= D e(g)V’. Значит, о’ полупросто. Допустим, что p’ полу- 
G 


= 
просто. Пусть W — ненулевой под-С-модуль в Г. Поскольку р’. 
полупросто, существует проекция [о из У на W, коммутирую- 
mas с p(G’). Пусть Е — множество элементов | = L(V, И), ко- 
торые коммутируют с p(G’), отображают V в W и ограничение 
которых на W есть гомотетия. Для [= Е обозначим через « (7) 
элемент поля Ё (соотв. К), отвечающий гомотетии | |. Тогда 
ЕЁ и a(fo) =1. Ясно, что a есть линейная форма на E. 
Пусть Р = Кега; это гиперплоскость BE. Для TJeEugeG 


положим о (2) {= 0 (5) о [о о (2)—'; тогда о (2) { отображает Ув, 
и его ограничение на есть гомотетия, отвечающая элементу ~ 
a(f); если g’ =G’, то 
o(g)f°p(g’)=p(g)°fep(g) °e(g’/)= 
Treo ")= 
= p (2) -ple'g’g)eFep(g”')= 
= p(g)eplg)-Fep(gr')= 
= p (g”)° o (д) [. 
Стало быть, с (0) ЕЕ. Следовательно, с есть линейное k-npen- 


ставление (соотв. линейное непрерывное К-представление) группы С 
в Е, относительно которого F устойчиво. Имеем o(g)=Id; 


при gEG’ и потому при g=G’ в топологическом случае. До- 
пустим, что всякое К-линейное (соотв. всякое непрерывног 
К-линейное) конечномерное представление группы С/С’ (соотв. 


С/С’) полупросто. Тогда в Е существует дополнение к F, устой- 
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чивое относительно G. Другими словами, существует элемент 
Î&E, такой, что a(f)— 1, и он инвариантен относительно С’). 
Тогда | есть проекция из V на W, и для g=G получаем 
о (2) офор (5!) =[, т. e. f коммутирует с p(G). Таким обра- 
30M, 0 полупросто. 


ТЕОРЕМА 1. Пусть G — вещественная или комплексная ко- 
нечномерная группа Ли, С, — ее компонента единицы, R— ее 
радикал, + — радикал алгебры Ли L(G) u G/G, конечна. Пусть 
о—конечномерное линейное аналитическое представление группы (. 
Слебующие условия эквивалентны: 

(i) о полупросто; 

(ii) о | Со полупросто; 

(iii) 9 |R полиупросто; 

(iv) L(p) полупросто; 

(у) Г. (о) |1 полупросто. | 

Импликации (1) (И) следуют из леммы 2 и Интегр., гл. УП, 
$ 3, предложение 1. Импликации. (ii) (iv) и (iii) (v) верны 
в силу следствия 2 предложения 13 $ 6, n°9. Импликации 
(iv)&(v) справедливы в силу теоремы 4 гл. I, $ 6. 


СледствиЕ 1. Пусть 0, 0, Pa — конечномерные полупростые 
линейные аналитические представления группы G и n— целое 
число >0. Тогда представления 0, ® 0» Т”о, Sp, Abe (см. до- 
бавление) полупросты. 


Полупростота представления 0, ©02 следует из теоремы | 
и следствия 1 теоремы 4 гл. I, $ 6. Полупростота представле- 
ний Т”о, S'o, Л”о вытекает из полупростоты представления 


о; © Pa. 


Мы увидим позже, что если К — поле характеристики 0, Г — группа, 
01 и Pa — ее конечномерные полупростые линейные ^-представления, TO 


01 © 02 полупросто. 


СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть о — конечномерное полупростое линейное 
аналитическое представление группы @ в векторном простран- 
стве У, З— симметрическая алгебра пространства У и $“ — 
подалгебра в $, образованная элементами, инвариантными от- 
носительно (So)(G). Тогда SF есть алгебра конечного типа. 


Это следует из теоремы 1 и теоремы ба) гл. Г, $ 6, и Комм. 
ane, гл. У;.5 Г; теорема’ 2. 


СлЕдствиЕ 3. Пусть G— вещественная или комплексная 
группа Ли, Со — компонента единицы. Предположим, что Go по- 


a 


я 


1) Элемент { в дополнении к F в E, устойчивом относительно G, является 
С-инвариантным, поскольку С сохраняет форму a. — Прим. перев. 
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лупроста и G/G, конечна. Тогда всякое конечномерное линейное. 
аналитическое представление группы С полупросто. 


Предложение 32. Пусть G — конечномерная  вещественная: 
связная группа Ли. Предположим, что L(G) редуктивна. Cue-. 
дующие условйя эквивалентны: 

(i) @axropepynna G/D'G компактна; 

(ii) (соотв. (ii’)) всякое конечномерное линейное аналитическое: 
представление группы @ в комплексном (соотв. вещественном) 
векторном пространстве полупросто: 


(i) = (1). Допустим, что G/D'G компактна. Тогда любое не-. 
прерывное линейное представление группы G/D'G в конечномер- 
ном вещественном векторном пространстве полупросто (Ин- 
тегр., гл. УП, $ 3, предложение 1). Пусть о — конечномерное- 
линейное аналитическое представление группы С в веществен- 
ном векторном er, Тогда p| D'G аналитично; но D'G 
полупроста (гл. I, $ 6, предложение 5) и потому p|D'G полу- 
просто (следствие 3. теоремы |). Стало быть, P полупросто. 
(лемма 2). 

Аналогично получаем, что (1) > (ii). 

Докажем импликацию (ii’)>(i). Допустим, что G/D'G не- 
компактна и, следовательно, изоморфна группе вида В? X Т7,. 
где p>0 ($ 6, n°4, предложение 11 (1)). Тогда существует- 
сюръективный морфизм из G/D'G в В и, стало быть, сюръек-. 
тивный морфизм о из @ в В. Отображение 


gro (@) T, @ 1) 


есть линейное аналитическое ‘представление группы G в В?, ко-. 
торое не является полупростым, ибо единственное одномерное- 
векторное подпространство в R?, устойчивое относительно с (G),. 
есть В (0, 1). 

Аналогично получаем, что (ii) => (i). 


ПредложЕениЕ 33. Пусть С — конечномерная комплексная: 
группа Ли с конечным числом связных компонент, р — ее KO-. 
нечномерное линейное аналитическое представление, G’ — ин- 
тегральная подгруппа вещественной группы Ли G, такая, что. 
L(G’) порождает L(G) над С. Тогда о полупросто в том и 
только том случае, когда о | Ц’ полупоосто. 


Пусть 9’ =0|G’. Для полупростоты о (соотв. 0’) необходимо. 
и достаточно, чтобы L(p) (соотв. Г (0’)) было полупросто (тео- 
рема 1). Пусть У — пространство представления 0. Для того. 
чтобы некоторое векторное подпространство в V было’ устой-. 
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чиво относительно L (о) (Г. (G)), необходимо и достаточно, чтобы 
OHO было устойчиво относительно LP) (L(G’)). Отсюда выте- 
кает предложение. 


$ 10. Группа автоморфизмов группы Ли 


В этом параграфе мы предполагаем, что характеристика 
поля К равна нулю. 


1. Инфинитезимальные автоморфизмы 


Лемма 1. Пусть С — группа Ли, a— векторное поле на G. 
Для всякого g=EG пусть B(g)—=a(g)g- = [.((). Следующие 
условия эквивалентны: 

(1) а есть гомоморфизм группы G в группу T (G); 

(ii) каковы бы ни были g, g в С, имеем a(gg’) = a(g) g’ + 
+ ga (g”); 

(iii) каковы бы HU были g, 5’ в G, имеем В(65’) = f(g) + 
+ (Ad g) В (=°). 


Условие (i) означает, что, каховы бы ни были 8, g’ BG, 


в группе Т (С) 
В (g) 58 (25°) 5’ = 8 (52°) gg”, 
или | 
В (2) (Ad g) В (g’)) gg” =В (gg’) gg”. 


Ho произведение элементов В (5) и (Ad g)B(g’) в Т (С) есть не что 
иное, как их сумма в L(G) ($2, n° 1, предложение 2). Стало 
быть, (i) (iii). С другой стороны, условие (ii) записывается 
в виде B(gg’) gg’ =В (8) gg’ + gB(g’) gg’, или | 


В (gg”) — 8 (2) + (Ad g) B(g’); 
значит, (ii) (iii). 


ОпреЕДЕЛЕНИЕ 1. Пусть @ — группа Ли. Инфинитезимальным 
автоморфизмом группы G называется всякое аналитическое век- 
торное поле на G, удовлетворяющее условиям леммы 1. 


Лемма 2. Пусть K’ — замкнутое недискретное подполе в К, 
А — многообразие над К’, В и C — многообразия над К, f — не- 
которое К’-аналитическое отображение из АХ B 6 С. IIpeöno- 
ложим, что для всякого a = À отображение b— [ (а, b) из В 
в С является К-аналитическим. Тогда для любого t=TA ото- 
бражение u>(Tf)(t, и) us ТВ в TC явлчется К-аналитическим. 


Зафиксируем t@TA и положим с (и) = (ГА (Ь и). Ясно, что 
8 является. К’-аналитическим отображением. В силу Ma. Ce. 


u eee 
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рез., 5.14.6, достаточно доказать, что отображения, касательные 
к ©, К-линейны. Можно предположить, что А, В, С суть от- 
крытые окрестности элемента 0 в некоторых полных нормируе- 
мых пространствах E, F, С над К”, К, К соответственно и что 
есть касательный вектор к Ав 0. Отождествим ТА, TB, ТС 
соответственно с AXE, ВЖЕ, СЖО, а вектор t—c элемен- 
том из Е. Тогда для всякой пары (x, y + ТВ=ВЖЕ 


g(x, у) = (Г (0, x), (217) (0, x) + (Б.Р (0, x) (y)). 


Отождествим Т (BX F)c (BX F)X (FX F) a T(CXG) с (CXG)X 
X (G X G). Тогда для любого элемента ((x, y), (h, k)) = T (BX F)= 
=(BX F)X(FXF) имеем (Tg) ((x, y), (A, k))=((a, 6), (с, d)), 
где 


= (7 (0, х)), 
b =(D,f) (0, x) (1) + (Б.Р (0, x) (y), с =( Б.Р (0, x) (A), 
d=(D;Dif) (0, x) (t, h) + (DDof) (0, x) (у, 4) + (Daf) (0, x) (®). 


Зафиксируем теперь (x, у) Е BX F. Мы должны показать, что 
отображение (4, К) --> (с, d) из FXFBGXG является К-ли- 
нейным. Поскольку отображение х--> } (0, x) из В в С является 
К-аналитическим, отображения 


(в, => (Def) (0, x) (h), (в, В > (DsDaf) (0, x) (ys A), 
(и, ®) => (Daf) (0, x) (k) 


К-линейны. С другой стороны, 


(DDP (0, x)(, = _ im Хо (DIN) (At, x) (A) — (Def) (0, x) (h)), 


К”*, À 


и при фиксированном A отображение x+>/ (At, x) является 
К-аналитическим, так что отображение Ar>(D,f)(At, x)(h) 
является К-линейным. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Пусть К’ — замкнутое недискретное подполе 
в К, С — группа Ли над К, У — многообразие над К’ u 
(о, 0) > vg — некоторое К’-аналитическое отображение из 
V XG 8 G. Предположим, что для всякого v = V отображение 
gt об из G в G есть автоморфизм группы Ли G. Пусть в — эле- 
мент из У, такой, что eg=g для всех ве= С, и аеТ. (У). 
Тогда векторное поле gag на G является инфинитезималь- 
ным автоморфизмом группы G. - 


Если veV, gEG, ве С, то 9(5,65) = (901) (vg). Стало 
быть, если ие ТС, и› ЕТО, то а(ши>) = (аи!) (аи>) ($ 2, n° 1, 
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предложение 3). В частности, - отображение g>ag из ав TG 
есть гомоморфизм групп. С другой стороны, это отображение 
аналитично в силу леммы 2. 


Предложение 2. Пусть G — вещественная или комплексная 
группа Ли, а — инфинитезимальный автоморфизм группы G. Cy- 
ществует закон аналитического действия (A, g)—>Y,(g) группы К 
на G, обладающий следующими свойствами: 

1) если D — ассоциированный закон инфинитезимального дей- 
ствия, то 0 (1) = а; 

2) если eK, то pm = AutG. 


a) Для всякого u > 0 обозначим через К, открытый шар 
с центром 0 радиуса u в К. Для всякого в = G обозначим 
через YF, множество аналитических интегральных кривых } 


поля а, определенных в каком-либо из шаров К, и таких, что 
(0) =. В силу Mn. Св. рез., 9.1.3 и 9.1.5, множество 7, не- 


пусто и любые два его элемента совпадают на пересечении об- 
ластей их определения; пусть в (8) — верхняя грань таких чи- 
сел и, что найдется элемент из F,, который определен в Ku; 


в У, существует единственный элемент, определенный в К) (y); 
мы обозначим его через fy. 

6) Пусть gi, & лежат BG, = Fys REF в, причем fi u fa 
определены в одном и том же шаре K,. Тогда отображение 
fifo: К,->С аналитично и (||) (0) = gg С другой стороны, 
сели. ASK, то 


Tate) 1 = (ТА) Le fo (À) + £1 (4). (als) 1 ($ 2, предложение 7) = 
= a(f, (A) fa (à) + 1 (^) a (fod) = 
=a((fif2)(A)) (лемма 1); 


стало быть, fi foSF sig Это означает, что u (8165) > inf (в (21), в (go)). 
в) В силу Mn. Ce. рез., 9.1.4 и 9.1.5, существует такая 
окрестность У элемента е в СЦ, что в = ee u (5) > 0. Пусть 


AEG u C—ero связная компонента. а ae EC по- 
лучаем в силу 6) и (й’) > ШЁ (в, u(h))>0. С другой стороны, 
функции [,, при A’=C принимают значения в С. В силу 
„Мн. Св. рез., 9.1.4 и 9.1.5, ци = + © в С и, наконец, и = + со 
в С. Положим тогда Fa (à) = p (©) для всех geG и ЛЕК. 
-В силу Mn. Ce. рез., 9.1.4 и 9.1.5, отображение (A, g) => mp (с) 
является законом аналитического действия группы К на С. 
„Ясно, что если D — ассоциированный закон инфинитезимального 
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действия, то D(l)=a. Согласно 6), 


Pa (8185) = Pa (g1) Pa (Lo), 
каковы бы ни были AER, gg eG, geG. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Предположим, что К ультраметрично. Пусть 
G — компактная группа Ли, а — ее инфинитезимальный автомор- 
физм. Существуют открытая подгруппа Г в К и закон анали- 
тического действия (A, gg) ph (5) группы I на G, обладающий 
следующими свойствами: 

1) если D — ассоциированный закон инфинитезимального дей- 
ствия, то О (1) =а; 

2) m=AUtG для всякого KET. 

Поскольку G компактна, существуют открытая подгруппа /” 
в Ки закон ачалитического действия (A, 6) => pa (8) группы Г 
на С, обладающие свойством 1) предложения ($ 4, n°7, след- 
ствие 2 теоремы 6). Положим jf, (à) = p;(g) при ЛЕГ и gecG. 
Если 8, Qo лежат BG и ле’, то 


(T; fats.) Se (Tıf,,) 1. 5% (4) fe Г (A) # (Til g,) oa 
=a(f, (^)) Fo. (№) + Г, a(t, (4) = «(ТТ (A)) 


и (ln) (0) = 88. =, „, (0). Стало быть, и Amel MT, (A) 
если (8), 8), À) лежит в некоторой окрестности элемента (=, в, 0) 
(Мн. Св. pes. 9.1.8). Поскольку @ компактна, существует 
такая открытая подгруппа Г в Г’, что f,, (A)=f, (^) |, (A) 


каковы бы ни были g=G, ве С, Ае[. Другими словами, 
g,=AutG при del. 


Лемма 3. Пусть С u G’ — группы Ли, ф — гомоморфизм из С 
в Aut(G’). Положим |(в, в’) = (ф(8)) (Ed) при geG, ве С’. 
Рассмотрим следующие условия: 

(i) / аналитично; — 

(ii) | аналитично в некоторой окрестности элемента (ес, ес); 

(iii) для всякого’ 6’ &G’ отображение gt>f(g, 5”) анали- 
TUUHO. 

Гогда (i) (ii) и (11)). Если G’ ceasna, то (i) (ii). 


Ясно, что из (i) следуют (ii) и (iii). Пусть & ЕС, & = С’. 
Каковы бы ни были g=G, ! EG, 
(88, B'S) = ($ (8) P (8,)) (8’8,) =? (8) ($ (8%) 8’). P(E) (œ (&) Bo)- 


Это доказывает импликацию ((ii) и (11) =(0. Наконец, если 
С’ связна, то С’ порождается всякой окъестностью элемента ea . 
а потому (ii) = (iii). 
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2. Группа автоморфизмов группы Ли 
{вещественный или комплексный случай) 


В этом пункте мы предполагаем, что К =В или С. 


Лемма 4. Пусть Н — односвязная конечномерная группа Ли. 

(i) Для всякого u = AutL(H) обозначим через 0(и) edun- 
ственный автоморфизм группы FM, такой, что Г. (0 (и)) = и. Тогда 
отображение (u, g)+>O(u)g из (AutL(H))X Н в H аналитично. 

(ii) Пусть М — подгруппа Лив Ни Aut(H, М) — множество 
элементов v=AutH, таких, что v(N)=N. Тогда 07! (Aut(H, N)) 
есть подгруппа Ли в Aut L(H). 

(11) Предположим, что М дискретна и нормальна, так что 
алгебра Ли группы @ = Н]М отождествляется с L(H). Для 
всякого weAutG пусть n(w) — единственный автоморфизм 
группы Н, такой, что L(n(w))=L(w). Тогда отображение 1 
является изоморфизмом группы AutG на группу Aut(H, N). 


Для доказательства утверждения (i) достаточно, согласно 
лемме 3 n° |, проверить, что отображение (и, 5) ->0(и) с ана- 
литично в некоторой окрестности элемента (ТА; (ну, е). Суще- 
ствует открытая окрестность В элемента 0 в L(H), такая, что 
р = ехрн| В есть аналитический изоморфизм из В на некоторую 
открытую окрестность элемента е в Н. Существуют открытая 
окрестность U элемента Ч; (н) в AutL(H) и открытая окрест- 
ность В’ элемента 0 в L(H), такие, что U(B’) CB. Тогда ото- 
бражение (u, g)+>O(u)g из UX p(B’) в Н разлагается в ком- 
позицию следующих отображений: 


(u, в) => (u, p'(g)) из UK p(B’) 8 UX B'; 

(u, x) и (x) . 43 UXB в В; 

y (y) из В в С. 
Следовательно, это отображение аналитично. 

Пусть р — каноническая проекция группы Н на однородное 
пространство H/N. Тогда 07 (Aut(H, N) есть множество таких 
и = AutL(H), что 

р (60 (и) 8) =р(е), р(0 (и) 8) =р() 


для всякого ge N. Если принять во внимание теорему 2 и ee 

следствие 2 из $ 8, n°2, то (ii) будет доказано. 
Предположим, что подгруппа М BOPMANEHA и дискретна. 

Пусть ие Аш С. Тогда | 


L (pen (w)) = L (п (w)) = L (№) = L (we p), 


а потому рот (и) = ор и, следовательно, n(w) = Aut (H, N). 
Ясно, что отображение n из Aut(G) в Aut(H, N) является 


ан Knien ИК ЛЬ Rie Pel eee = = - af Ata PORT Tye R= 
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инъективным гомоморфизмом. Этот гомоморфизм сюръективен, 
поскольку р: Н —> С есть субмерсия Ч. Т.Д. 


Пусть С@ — локально компактная группа, Г — группа ee 


`автоморфизмов. Напомним, что на Г была определена топо- 
_ логия Я в (Общ. rom, гл. Х, $ 3, n° 5). Это наименее сильная 


топология, относительно которой отображения Ur>U и UH>v7 

из Г в €,(G; С) (пространство непрерывных отображений из G 
в G, наделенное топологией компактной сходимости) непрерывны.. 
Топология 7, согласована с групповой структурой на Г (ram же).. 


Для всякого компактного подмножества L в С и всякой окрест-. 
ности U элемента ес в С обозначим через N (L, U) множество. 


‚таких фЕГ, что p(g) ЕО и ф' (5) Е gU для любого gel; 


тогда множества N (L, U) образуют фундаментальную систему’ 
окрестностей элемента ег. Если С порождается компактным 
подмножеством С, то топология Ув также является наименее. 
сильной топологией относительно которой отображения v—>v|C 
и vt >vo-'|C из Г в ®, (С; G) непрерывны (ибо всякое ком- 


1 
пактное подмножество в G содержится в (CUC™')” при доста- 


точно большом п). Если К локально компактно и И -- KoHeuHo- 


мерное векторное пространство над К, то топология 7, на. 
СТ. (У) совпадает с обычной топологией. 


TEOPEMA 1. Пусть С — конечномерная группа Ли, Go — ee 
компонента единицы. Предположим, что G порождается под- 
группой Go и некоторым конечным множеством элементов. 

( На AutG существует одна, и только одна, структура 
аналитического многообразия, удовлетворяющая условию 

(AUT) если М — произвольное аналитическое многообразие 

| — отображение из М в AutG, то f аналитично тогда и 
только тогда, когда отображение (т, 5) =>} (т) 5 us MXG eG 
аналитично. 

В формулировке остальных утверждений теоремы мы пред- 
полагаем, что AutG наделена этой структурой. 

(ii) AutG есть конечномерная группа Ли. 

(iii) Морфизм œ: ur L(u) us AutG в AutL(G) анали- 
тичен. 

(iv) Если G связна, то ф является изоморфизмом группы Ли 
AutG на некоторую nodepynny Ли в AutL(G); эта подгруппа 
Ли совпадает с Aut L(G), если G односвязна. 

(у) Пусть à — множество инфинитезимальных автоморфизмов 
группы G. Тогда яесть алгебра Ли векторных полей и закон 
инфинитезимального действия, ассоциированный с отображением 
(u, 5)  u(g) us (AutG) XG в G, устанавливает изоморфизм из 
L(AutG) на а. 

(vi) Топология группы Ли AutG совпадает с топологией 9 ,- 
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а) Единственность аналитической структуры, о которой идет 
речь в п. (1), очевидна. 

6) Предположим, что С связна. Пусть Н — ее универсальная 
накрывающая, р — канонический морфизм из À на С и М == Кегр. 
Введем обозначения 0, ци Aut(H, N) леммы 4. Посредством 0 
перенесем Ha Aut H структуру группы Ли на AutZ(G). Тогда 
Aut A становится конечномерной группой Ли, а Aut(H, N)— | 
ее подгруппой Ли (лемма 4 (ii)). Посредством n7' перенесем 
на AutG структуру группы Ли на Aut(A, М). Тогда AutG 
становится конечномерной группой Ли. Утверждения (ii), (iii) 
и (iv) теоремы выполнены, и отображение (и, g)->u(g) из 
(AutG)XG в С аналитично (лемма 4(1)). Пусть М — аналити- 
ческое многообразие, | — отображение из М в AutG и ф-— ото- 
бражение (m, g)->[(m)g из МЖС в G. Ясно, что если f ана- 
литично, то ф аналитично. Допустим, что ф аналитично. Тогда 
отображение To: TM Х ТС —>ТС аналитично; его ограничение 
Ha MXL(G), т. e. отображение (m, x) > L(f (m)) x из MX L(G) 
в L(G), также, стало быть, аналитично; поскольку L(G) имеет 
конечную размерность, отсюда следует, что отображение 
m+>L(f(m)) из М в AutL(G) аналитично, а потому À aka 
тично. Таким образом, мы проверили (1). 

Наделим L(G) некоторой нормой. Для всякого À > 0 060- 
значим через B, открытый шар с центром в 0 радиуса A в L(G). 
Выберем A > 0 настолько малым, чтобы 4 = ехрс| В, было изо- 
морфизмом аналитического многообразия B, на открытое под- 
многообразие (B,) в С. Пусть Ф — фильтр на AutG. Для 
сходимости фильтра D к Id; в AutG необходимо и достаточно, 
чтобы L(®) сходился к Id; (с) в AutL(G), т.е. чтобы Ё (Ф)| Bap 
и L(®D- ') | Bar равномерно сходились к [d3,,. Из этого условия 
следует, что Ф|]ф(Влз) и D lp (Bir) равномерно сходятся 
K [dy (Вл/э)- Обратно, допустим, что Ф |4 (В»2) равномерно схо- 
дится к 14 (вл). Существует такое Ме=Ф, что если ue M, 
TO и(ф(Вл)) < p (Borys); тогда L(u)(Bajy) есть связное подмно- 
жество в L(G), образ которого при exp. содержится в (Bas); 
поэтому Г (и)(Вл.2) не пересекается с Ba— Boys и, следова- 
тельно, Г(и) (Вл) < В». Из предположения, что Ф|ф (Вл) 
равномерно сходится к Idys,.), следует тогда, что L(®)| Bip 
равномерно сходится к Idz,,. Отсюда мы получаем, что 


(Ф сходится к Id, B Aut )& 
<(Ф сходится к Id; в топологии Я в). 
Это доказывает (vi); 


Г:усть D — закон инфинитезимального действия, ассоцииро- 
ванный с законом левого действия группы AutG на G. В силу 
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предложений 1 и 2 n° 1 D(L(AutG))=a. Значит, а есть алгебра 
Ли векторных полей и D является морфизмом из L(AutG) 
на а. Пусть х, и хо — элементы из L(AutG), такие, что 
р (х!) =р (х5). Тогда законы действия (A, g)t>(expAx)g и 
(A, в) => (expAx,)g группы К Ha G имеют одинаковый ассоции- 
рованный закон инфинитезимального действия. Следовательно, 
при достаточно малых |A| автоморфизмы expAx, и ехрАхо со- 
впадают в некоторой окрестности элемента е ($ 4, n°7, тео- 
pema 6), откуда ехрАх, =ехрАх.. Отсюда мы заключаем, что 
х =X) и, стало быть, О есть изоморфизм из L(AutG) на a. 

Таким образом, теорема полностью доказана для связных 
групп G. 

в) Перейдем к общему случаю. По предположению G по- 
рождается подгруппой Go и конечным числом элементов x), 
Хо, ..., Хи. Относительно элемента иеАи{С подгруппа Go 
устойчива. Пусть Aut, @ — множество тех ие Ац С, которые 
при переходе к фактору дают тождественный автоморфизм 
группы С/С. Это нормальная подгруппа в AutG. Согласно п. 6) 
доказательства, Aut Go канонически наделена структурой группы 
Ли, а отображение (81, 6%,..., Zp, и) => (ug), UB, ..., Uy) из 
Go X AutG, в Go аналитично. Пусть Р — соответствующее полу- 
прямое произведение группы AutG, на С"; это — группа Ли 
{$ 1, n° 4, предложение 7), имеющая конечную размерность. 

Если weAut, G, положим 

wo = w| Go = Aut Go, 
w,—=x; 'w(x,) ЕС, (Ев 


C(w) = ((w,, ("#3 Wh); wo) ЕР. 
Каковы бы ни были w, ш’ в Aut,G, 


C(w) E(w’) =((M,; ..., W,) (№ (в), ..., Wy (&,)), ww) = 


= (( м, (м), ..., 0, (,)), в) = 

= ((x;!w(x,)o (x w GS x7 'w(x,)w(«,'w'(*,))) WW) = 
er (ww), ...) (ww”),), (ww’ )o) Se 
— (и); 


следовательно, & есть гомоморфизм из Aut,G в P. Этот гомо- 
морфизм, очевидно, инъективен. 

Покажем, что C(Aut,G) замкнута в Р. Пусть Ф — фильтр 
на Aut,G, такой, что 6(Ф) сходится к некоторой точке 
((w,, ..., w,), wo) из Р. Тогда Ф сходится к некоторому ото- 
бражению о из G BG. Ясно, что v— эндоморфизм группы G. 
Кроме того, о переводит в себя всякий класс смежности по 
подгруппе Go и 9| (, =. Отсюда следует, что veÄutlG. 
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Поскольку 65(0) = ((w,, ..., w,), Wy), мы показали, что &(Aut,G) 
замкнута в Р. 

г) В этом пункте доказательства мы предполагаем, что 
К =В. В силу теоремы 2 $2, n° 2, &(Aut,G) является подгруп- 
пой Ли в Р. Посредством & ' перенесем на Aut, G структуру 
вещественной группы Ли на &(Aut,G). Таким образом, Aut,G 
становится конечномерной группой Ли. 

Пусть М — аналитическое многообразие, }-- отображение 
из. М в Aut,G и 9 — отображение (т, g)+->[(m)g из MXG 
в С. Справедливы следующие импликации: 


{f аналитично} <= 
< {отображения m+ >(f(m));, где 0<1ж< 1, аналитичны} & 


отображения m—>f(m)x; из M в С при 1<i<n 
аналитичны 


<> и | | 
отображение (m, g)+>/(m)g из MXG, в С ana- 
JIHTHYHO | 


&{p аналитично}. 


< 


Если weAut,G, то L(w)=L(w,, и потому морфизм 
w->L(w) из Aut,G в AutZL(G) аналитичен. Как и в п. 6), мы 
получаем, что закон инфинитезимального действия, ассоцииро- 
ванный с законом действия группы Aut,G на G, есть изомор- 
физм из L(Aut,G) на а. 

Пусть С — компактное подмножество в Go, порождающее Go. 
Для сходимости некоторого фильтра Ф к Id, B Aut,G необхо- 
димо и достаточно, чтобы 


OHREN к. Ue) 
равномерно сходились к 
Id (CHU... Ur: 


Топология группы Ли Aut, G совпадает, таким образом, с топо- 
логией 7 в. 
Ясно, что Aut,G открыта в АШО в топологии 7,. На 


AutG существует структура группы Ли, согласованная с этой 
топологией и индуцирующая Ha Aut, С только что построенную 
структуру ($ 8, n° 1, следствие 2 теоремы 1). То, что группа 
Ли AutG обладает свойствами, перечисленными в формулировке 
теоремы, следует из соответствующих свойств группы Aut, G. 

д) В этом пункте доказательства мы предполагаем, что 
К = С. В силу в) и теоремы 2 $ 8, n°2, на Аи С существует 
такая структура вещественной группы Ли, что 6 есть изомор- 
физм из Aut,G на вещественную подгруппу Ли BP. 
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Действие (w, g)—> wg группы Aut,G на С является веще- 
ственно-аналитическим. Пусть D — ассоциированный закон. инфи- 
нитезимального действия. В силу предложении 1 x 2 n°l 
D(L(Aut,G)) = а. 

Для всякого a@a обозначим через и ограничение поля а 
на Go; это инфинитезимальный автоморфизм группы Go, который, 
согласно п. 6) доказательства, можно отождествить с неко- 
торым элементом алгебры Ли L(Aut Go). Для 1 Lin положим 


a, =x; 'a(x,)eL(G)=L(G,). 


Наконец, положим f (a) =((q), ..., Gy), A) =L(P). Тогда f есть 
С-линейное отображение иза в 

С другой стороны, ясно, что (о =Ро D. Стало быть, 
[.(5) (Г. (Aut, G)) =f (а) является комплексным векторным под- 
пространством в L(P). В силу предложения 2 $ 4, n°2, 
&(Aut,G) есть комплексная подгруппа Ли в P, и можно теперь 
рассуждать точно так же, как в п. г): посредством & MH 
переносим на Аи С структуру комплексной группы Ли Ha 
¢(Aut, С) и, как и в г), убеждаемся, что Aut, С обладает свой- 
ствами, аналогичными свойствам (i), (ii), (iii), (v), (vi), пере- 
численным в формулировке теоремы. 

Ясно, что Aut,G открыта в AutG в топологии 7 4. Пусть 
weAutG и 0 — автоморфизм v+>wow-' группы Aut,G. Он 
вещественно-аналитичен ($ 8, n° 1, теорема 1), Г. (09) есть В-ав- 
томорфизм алгебры Ли L{Aut,G) и Do L(Aut,G) o D" есть R- 
автоморфизм алгебры Ли а. Этот автоморфизм является также 
автоморфизмом алгебры Ли a, получающимся из W посредст- 
вом переноса структуры; поскольку W есть К-аналитический 
автоморфизм, мы видим, что [, (0) есть К-линейное отображе- 
ние. Следовательно, о является К-аналитическим автоморфиз- 
mom ($ 3, n° 8, предложение 32). В силу предложения 18 § 1, 
n° 9, на AutG существует одна, и только одна, структура К- 
группы Ли, такая, что Aut, @ — открытая подгруппа Ли в AutG. 
То, что эта структура обладает свойствами, указанными в фор- 
мулировке теоремы, вытекает из соответствующих свойств 
группы Aut, G. | 


СледствиЕ 1. Пусть G — вещественная конечномерная группа 
Ли, С, — ее компонента единицы. Предположим, что С nopo- 
ждается подгруппой Go и конечным числом элементов. Тогда 
Aut G, наделенная топологией T° в› Является вещественной конечно- 
мерной группой Ли. 


СледствиЕ 2. Пусть С — вещественная или комплексная связ- 
ная полупростая группа Ли. Группа ПЁС есть компонента еди- 
ницы группы AutG, 
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Отображение и --> Г. (и) является изоморфизмом группы AutG 
на некоторую подгруппу Ли в AutL(G) (теорема 1). Образ 
группы IntG при этом изоморфизме есть AdG. Но AdG 
является компонентой единицы группы AutZL(G) ($ 9, n° 8, 
предложение 30 (1)). 


3. Группа автоморфизмов группа Ли (ультраметрический 
‚случай) 


TEOpEMA 2. Если поле К локально компактно и ультрамет- 
рично, G — компактная группа Ли, то утверждения (1), (ii), (iii), 
(v), (vi) теоремы 1 остаются в силе. 


а) Единственность аналитической структуры, о которой 
идет речь в (i), очевидна. 

6) Предположим, что @ — группа ЛИи, определяемая норми- 
рованной алгеброй Ли L. Таким образом, @ — открытый и зам- 
кнутый шар в Г. Пусть we AutG. Тогда L(w) совпадает с w 
в некоторой окрестности элемента 0. Пусть x = G и p — харак- 
теристика поля классов вычетов. Тогда px стремиться к 0, 
когда и стремится к - 00. Существует, стало быть, такое п, 
что w(p"x) = L(w)(p"x). Следовательно, 


pw(x)=w(x)’ ES y (x? ie =w(p"x) = 
= L (w) (p"x) = p"L (w) (x), 


откуда w(x) = L(w)(x). Таким образом, w=L (&) |G. 

Пусть Г — множество таких уе Аш Г ((), что y(G)=G 
Поскольку С компактна и открыта в L(G), Г является откры- 
той подгруппой в AutZL(G). В силу изложенного выше AutG 
отождествляется с Г, а это приводит к возникновению струк- 
туры группы Ли на AutG, для которой утверждения (1), (ii), 
(iii), (vi) очевидны. Свойство (v) следует из предложений | и 
on 1; 

в) Перейдем к общему случаю. В силу предложения | $ 7, 
n° |, существует открытая компактная подгруппа Go в С Toro 
типа, который рассматривался в п. 6). Тогда @ порождается 
ею и конечным числом элементов X, Xo, ..., X,. Пусть Aut, G — 
множество таких ие Ащ С, что u(Go) = Go, u(x;Go) = X;Go при 
1<i<n. Как в доказательстве п. в) теоремы 1, мы опреде- 


ляем полупрямое произведение Р группы Aut Go на Go и инъек- 
тивный гомоморфизм & из Aut,G 8 P, образ. которого замк- 
нут в Р. 
г), д) Будем рассуждать точно так же, как в п. г.), д) 
. доказательства теоремы 1, заменяя лишь R на ©, и используя 
предложение _ 3 вместо предложения 2. | 
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Замечание. Если K=Q, и группа Ли С порождена некото- 
рым компактным подмножеством (см. упражнение 2), то утвер- 
ждения (i), (ii), (iii), (vi) теоремы 1 остаются справедливыми, 
тогда как (У) — нет (упражнение 3). 


ДОПОЛНЕНИЕ 
Операции над линейными представлениями 


Пусть @ — группа, А — поле, Е!, Eo, ..., Е, — векторные 
пространства над À, 71, — линейное представление группы С 
в Е, (1<:< п). Отображение gr nm (5) ® ... ®л,(5) есть 
линейное представление группы С в векторном пространстве 
E,®...@E,, которое называется тензорным произведением 
представлений Ti, ..., п, и обозначается через m ® ... ®л,. 

Пусть Е — векторное пространство над k, л — линейное 
представление группы С в Е. Для всякого g@G обозначим 
через t(g) (соотв. o(g), e(g)) единственный автоморфизм 
алгебры T(E) (соотв. S(E), A(E)), продолжающий л (5) (Alg., 
chap. Ш, р. 57, 69 et 78). Тогда т (соотв. 0, &) есть линейное 
представление группы G в T(E) (соотв. S(E), Л (E)), обознача- 
емое через T(x) (соотв. $ (лм), Л (n)). Подпредставление пред- 
ставления Т(л) (соотв. 3 (л), Л (n)), реализующееся в подпро- 
странстве T”(E) (соотв. S”(E), Л”(ЁЕ)), называется п-й тензор- 
ной (соотв. симметрической, внешней) степенью представления 
x и обозначается через Т”(л) (соотв. S”(m), A” (n)). Имеем 
Т” (л) =л®... ®л (п множителей). Представления S(x), Л (м) 
суть факторпредставления представления Т(л), стало быть, 
5" (л), Л”(л) суть факторпредставления представления Т”(л). 

Пусть 4 — алгебра Ли над k. Тензорное произведение конеч- 
ного числа ее представлений уже было определено в гл. I, 
$ 3, n° 2; оно обозначается через TM, ® ... @ Ny. Пусть Е — век- 
торное пространство над À, л— представление алгебры Ли g 
в Е. Для всякого хе q пусть т’ (x) (соотв. о’ (x), в’ (x)) — диф- 
ференцирование алгебры T(E) (соотв. S(E), A(E)), продолжа- 
ющее л(х) (Alg., chap. Ш, р. 129, exemple 1); оно определено 
однозначно. Тогда т’ (соотв. 0’, €’) есть линейное представле- 
ние алгебры Ли 4 B T(E) (соотв. S(E), Л (Ё)) в силу Alg., там 
же; оно обозначается через T (x) (соотв. S(x), A(x)). Подпред- 
ставление представления T(x) (соотв. З(л), A(x)), реализу- 
ющееся в подпространстве Т”(ЁЕ) (соотв. S”(E), Л”(ЁЕ)), обо- 
‚ значается через Т”(л) (соотв. 5" (л), Л“(л)). Представление 
T'(x) является тензорным произведением л представлений, рав- 
ных st. Представления S(n), Л(л) суть факторпредставления 
представления Т (л), и, стало быть, S”(n), Л”(л) являются 
факторпредставлениями представления Т” (m). 
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УПРАЖНЕНИЯ 


§ 1 


1) Пусть С — вещественная или комплексная связная конечномерная 
группа Ли. Пусть Н и L— ее подгруппы Ли, такие, что HL = С. Показать, 
что канонические отображения G>G/H и G>G/L определяют изоморфизм 
аналитических многообразий 


СКН ПЕ) > (G/H) X (G/L). 


2) Пусть Р = {(z]&C| 7 (z)>0} и С — группа биекций z+ > az + b мно- 
жества Р (a>0, bER). Тогда С действует на Р просто транзитивно, что 
позволяет перенести на G структуру комплексно-аналитического многообра- 
зия на Р. Показать, что полученная структура инвариантна относительно 
левых сдвигов на группе С, но не инвариантна относительно правых сдвигов. 


3) Пусть Ва — аддитивная группа вещественных чисел, наделенная 
структурой дискретного многообразия. Рассмотрим действие группы Rz на 
аналитическом многообразии `В, определенное формулой (x, y)+— x + y. 
Тогда Вд действует на В транзитивно, но В не является однородным про- 
странством Ли группы Rg. 


4) Пусть вещественная компактная группа Ли Н действует на веще- 
ственном конечномерном многообразии И; предположим, что V принадлежит 
классу C7, где re М, и что действие группы H на У также принадлежит 


классу С’. Пусть точка р € У инвариантна относительно Н; группа A ли- 
нейно действует на касательном пространстве Т к многообразию У в р. 
Показать, что существуют открытая окрестность U точки р, устойчивая 
относительно Н, и такой СГ-морфизм f: U>T, что: 

а) [(р) =0 и касательно» отображение к | в р есть то ждественное 
отображение; 

6) | коммутирует с действием группы H на U и на Т. (Выбираем сна- 
чала отображение fo; удовлетворяющее условию а), и определяем затем | 


формулой f(x) = |. ль (и x) dh. ine dk = мера Хаара на. He общей 


массой 1.) 

Вывести отсюда, что Н-пространства У и Т локально изоморфны в окре- 
CTEOCTH TOUKA р, другими словами, существует система координат на V в р, 
в которой действие группы Н линейно (теорема Бохнера). 


5) Перенести упражнение 4) на многообразия над ультраметрическим 
полем К, предполагая, что Н — конечная группа порядка п, причем 
п. | fe 0 B K. 4 


6) Пусть G.— вещественная группа Ли, действующая собственно Ha 
вещественно-аналитическом отделимом многообразии V кочечной размер- 
ности. Пусть р — точка из У, Н — ее стабилизатор и Ср — ее орбита. 
Группа Н компактна и многообразие. Gp отожцествляется с однородным 
пространством Ли G/H. 


re Res et 
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а) Показать, что существует подмногообразие $ в Г, проходящее через р, 
устойчивое относительно Н и такое, что T,(V) есть прямая сумма про- 
отранств Гр (Ср) и Th(S). (Выбрать пополнение к T,(Gp) в T,(V), устой- 
чивое относительно H, и применить упражнение 4).) 

6) Предположим, что S выбрано так, как указано выше. Группа Н дей- 


ствует собственно и свободно на GX S по формуле h.(g, $) = (gh, hs); 
пусть Е = (СХ S)/H — соответетвующее фактормногообразие (см. MR. Ce. 
рез., 6.5.1). Отображение (2, $) > g.s определяет посредством перехода 
к фактору морфизм р: Е >И. Показать, что о коммутирует с действием 
группы G на Е и на У и существует открытое подмногообразие S’ в $, 
содержащее р, устойчивое относительно Н и такое, что о индуцирует изо- 
морфизм многообразий E’=(G X S’)/H на некоторую насыщенную !) окрест- 
ность орбиты Gp. | 

в) Пусть N„=T,(V)/T,(Gp) — трансверсальное пространство к Ср вр, 
(Мн. Св. рез., 5.8.8); группа Н действует на Np. Вывести из 6), что, зная À 
и ее линейное представление в Np, можно восстановить С-пространство И 


в некоторой окрестности орбиты точки р. 

г) Если x € Np, пусть Hy — стабилизатор точки x в Л. Показать, что 
существует насыщенная окрестность И” орбиты Ср, обладающая следующим 
свойством: 

Для всякой точки р’е= V’ существует такая точка хе N,, что стаби- 
лизатор точки p’ B С сопряжен (в С) с Ну. 

`д) Показать, что число классов сопряженности подгрупп Нх в Н конечно. 
(Провести индукцию по dimN,„=n, используя действие группы Я на (n—1)- 


мерной сфере, устойчивой относительно Л.) ?) 

di 7) Пусть Е — полное нормируемое пространство над В, Е — замкнутое 
векторное подпространство в Е, такое, что ‘не существует линейной бинепре- 
рывной биекпии из E на FX(E/F)?°). Пусть X — аналитическое многообра- 
зе RX EX F n С — аддитивная группа пространства F; она действует ва X 
посредством отображения (5, (A, e, [)) => (A, e + g, f+Ag) из GXXBX. 
Для всякой точки xEX пусть КЮ; — ее С-орбита; она является квазипод- 
многообразием в Х. Тогда условие а) предложения 10 выполнено, но не 
существует никакой пары (У, st), которая обладала бы следующими свой- 
ствами: У есть аналитическое многообразие, л — морфизм из X BY и для 
всех x@X отображение T, (п): T,(X)>T, (x) (У) сюръективно и имеет 
ядро Ty (Rx). 

(Допустим, что (У, x) существует. Пусть À — касательное пространство 
к Y 8 x(0, 0, 0). Тогда Н изоморфно RXFX(E/F). С другой стороны 
Н изоморфно 7, Wr: если х достаточно близко к (0, 0, 0) и, стало быть, 
изоморфно В ХЕ.) 


8) Наделим Т нормализованной мерой Хаара и < (L? (T)) — топологией, 
определяемой нормой. Показать, что регулярное представление группы T 
в L?(T) не является непрерывным. (Для произвольного & <= Т, отличного 


от е, построить такую функцию f & [2 (Т), что |f|—1, | (5) — Н=А/5.) 


9) Пусть / — множество пар (х, 4/2 x) = R?, где —!/,<<x<!/: Пусть 
U — канонический образ множества / в вещественной группе Ли H = T?, 


1) См. Общ. топ., 1969, гл. Ш, $ 2, n°5. 

2) Подробности см. в статье К. $. Palais, On the existence of slices for 
actions of non-compact Lie groups, Ann. of Math. 72 (1961), 295—323. 

3) По поводу примера такой пары (E, F) см., например, статью A. Do- 
uady, Le probl&me des modules pour les sous-espaces analytiques compacts 
d’un espace analytique donné, Ann. Inst. Fourier, 16 (1966), 16. 
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Показать, что U есть подгрупускула Ли в H, но что порожденная ею под- 
группа Н’в H плотна и не замкнута в Н. | 


10) Пусть Ва — группа В, наделенная структурой дискретного много- 
образия. Пусть Н — вещественная группа Ли В Ж Вии U — множество ee 
элементов, имеющих вид (X, x) или (x, — x), где х = В. Тогда И является 
подгрупускулой Ли в Н, U дискретна, порожденная ею подгруппа GB Н 
совпадает с Н и структура группы Ли на G, определенная в следствии 
предложения 22, есть структура дискретной группы. | 


§ 3 


1) Пусть @ — группа Ли, Gı u С. —ее подгруппы Ли. Предположим, 
что Gp имеет конечную коразмерность в G, а характеристика поля К равна 0. 
Тогда G1NG2 есть подгруппа Ли в Ge алгеброй Ли L(Gı)NL(G2) (рассу- 
ждать, как в предложении 29 и его следствии 2). 

2) Предположим, что К’`локально компактно. Пусть G — группа Ли ко- 
нечной размерности пи. 


а) Пусть ф — этальный эндоморфизм группы Ли G с конечным ядром. 
Пусть u — левая мера Хаара на С. Тогда ф — собственное отображение и 


ER __ Card (Кегф) 
oul wl @ (G), ae: Gem Tia): 


(Использовать предложение 55.) | 
6) Предположим, что С компактна. Пусть ф — этальный эндоморфизм 
группы Ли G. Тогда Кегф конечно, @(G) имеет конечный индекс в и 


Card Ker ф 


а о det L ($). 


(Использовать а) и преобразовать u (G).) 
в) Предположим, что С компактна и коммутативна. Пусть ге, где 
r.1408 К, и пусть ф — эндоморфизм X+> x’ группы @. Тогда 


Сага (Кегф) __ п 

Card (0/0 (0)) == (modr.1). 
(Заметить, что в силу следствия предложения 7 из $ 2 [. (ф) есть гомотетия, 
отвечающая элементу г.) 


3) Пусть Е — комплексное векторное пространство симметрических комп- 
лексных матриц с 2 строками и 2 столбцами. Для всякого $ & SL (2, С) 


определим автоморфизм p(s) пространства Е формулой р ($) (т) =$.т. (3. 
а) Показать, что о есть линейное аналитическое представление группы 


b Е 
SL (2, С). Если отождествить = )= Е с (а, 6, с) = С$3, то матрица пре- 
С 
= 
образования о ) равна 
0-6 
a? 2aß В? 
(= ad + Ву a) 
у? 26 6? 


6) Показать, что m+— det (m) есть невырожденная квадратичная форма 
4 (а, 6, с) = ас — 6? на Е и что р — морфизм из $1 (2, С) на SO (4) с ядром 
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I, — 1}. (По поводу сюръективности можно заметить, что в матрице, отве- 
чающей какому-либо элементу из SO (4), первый столбец можно предста- 
вить В виде (a2, ay, y’), а третий столбец — в виде (В>, Bd, 6°), где 
026? + B?y? — 2ayBÔ — 1, а затем, что 2 элемента из SO (4), ограничения 
когорых на некоторую не изотропную плоскость совпадают, равны.) 

в) Вывести отсюда, что комплексная группа Ли SO (3, С) изоморфна 
комплексной группе Ли SL (2, C)/{/, — N. 


4) а) Пусть 4 — квадратичная форма в R° с сигнатурой (1,2). Пусть 
Р — множество таких т € В3, что 4 (т) >0. Тогда Р есть объединение двух 
непересекающихся выпуклых конусов С и — С. Если $ = $0 (4), то либо 


$(С)=Си$(—С) =- С, либо $ (С) =—C u s(—C) =C. Пусть $0* (q)— 
мпожество таких $5 © $0 (4), что s(C)=C. Тогда SO* (4) есть открытая 
нормальная подгруппа в $0 (4) индекса 2. 

6) Копируя метод упражнения 3), определить морфизм из SL(2, В) на 
SO* (4) с ядром {/, — I}. Вывести отсюда, что вещественная группа Ли 
SO* (4) изоморфна вещественной группе Ли SL (2, R)/{I, — 1. 


в) Для (Е, 1) € С? и (&, 1’) € С? положим | ((&, n), (Е”, n°)) = 88 — nm. 
Показать, г внутренний автоморфизм группы $1 (2, С), определенный 


"= EC : u: преобразует SU (f) в SL(2, В). 

5) Пусть Е — вещественное векторное пространство эрмитовых комплекс- 
ных матриц с 2 строками и 2 столбцами и нулевым следом. Для всякого 
$ = SU (2, С) определим автоморфизм 0($) пространства Е формулой 

м х y + iz 
о ($) (m) = sms*. Отождествим элемент : пространства E с эле- 
y—-iz — 
ментом (x, y, 2) из R°. Копируя метод упражнения 3, показать, что р есть 
морфизм вещественной группы Ли SU (2, С) на вещественную группу Ли 
SO (3, В) с ядром {/, —J} и что SO (3, В) изоморфна группе SU (2, С) /{1, —/}. 


Ч 6) Пусть F — векторное пространство эрмитовых комплексных матриц 
с 2 строками и 2 столбцами. Для всякого $ & SL (2, ©) определим автомор- 
физм о (5) пространства F формулой с ($) (т) = sms*. Отождествим элемент 


Г yti 


y — iz Ê— x 


матрицей 


3 пространства Ес элементом (+, X, U, 2) > В+ И ПОЛОЖИМ 
alt, X, у, 2)=? — x" — y? — 2°. 


Пусть С — множество таких (t, x, y, 2) = В1, что В — хх? — у? — 22>0, 
#> 0. Пусть SO* (4) — множество таких gE SO (4), что g(C)=C; это от- 
крытая нормальная подгруппа в $0 (4) индекса 2 (см. упражнение 4). Пока- 
зать, что о есть морфизм вещественной группы Ли, лежащей ниже комп- 


лексной группы Ли $1. (2, С), на вещественную группу Ли SOT (а) с ядром 
(J, — J}. (Для проверки сюръективности воспользоваться упражнением 5.) 


Вывести отсюда, что вещественная группа Ли $0+ (4) изоморфна веще- 
ственной группе Ли, лежащей ниже SL (2, С)/{Г, a т. е. (упражнение 3) 
вещественной группе Ли, лежащей ниже $0 (3, 


7) а) Пусть @ — множество кватернионов с нормой 1. Это подгруппа Ли 
вещественной группы Ли H*, гомеоморфная $3; стало быть, она односвязна, 
см. Top. gén., chap. XI. 

6) Пусть E — вещественное векторное пространство чисто мнимых ква- 
тернионов, которое отождествляется с R° посредством отображения . 


(x, y, 2) xi + yj + 2k. 


ра 
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Для всякого gE С определим автоморфизм р (g) пространства E формулой 


о (2) 4 = gag” |. Показать, что P есть морфизм группы Ли G Ha вещественную 
группу Ли $0 (3, В) с ядром {1, —1}. Вывести отсюда, что группа Ли 
SO (3, В) изоморфна группе Ли G/{1, —l}. | 

в) Отождествим С с подполем В + Ri в Н. Отображение (A, 4) => qd. 
из СЖН в Н превращает Н в векторное пространство над С, которое ото- 
ждествляется с С? посредством выбора базиса (1, j). Для всякого ge G 
пусть с (5) — автоморфизм этого векторного пространства, определенный 
формулой о (5) 4 = 84. Показать, что © есть изоморфизм вещественной 
группы Ли G Ha вещественную группу Ли SU (2, С). Эта последняя группа, 
стало быть, односвязна, как показывает а). 

г) Для (41, 42) Е G Ж G пусть T (91, 492) — отображение gt— > 91942 про- 
странства Н = В* в себя. Показать, что т есть морфизм вещественной 
группы Ли СХ G на вещественную группу Ли $0 (4, В) с ядром N={(l, 1),.. 
(—1, —1)}; значит, SO (4, В) изоморфна группе Ли (G X G)/N. 


8) Пусть G — вещественная связная конечномерная группа Ли, М—связ- 
ное конечномерное многообразие класса С°; предположим, что задан зако 
правого действия класса С” группы С на М. Для всякой точки x=M пусть. 
о (х) — соответствующее орбитальное отображение. 

- a) Для того чтобы G действовала на M транзитивно, необходимо м 
достаточно, чтобы для всякой точки x = M отображение T.(p(x)) из L(G) 
в Гх (М) было сюръективно. (Для проверки достаточности этого условия 
заметить, что тогда всякая С-орбита в М открыта.) 

6) Предположим, что С действует на М транзитивно. Отождествим М 
с однородным пространством Н\С, где Н — стабилизатор некоторой точки Xo 
из М. Говорят, что действие группы С на М импримитивно, если существует 
замкнутое подмногообразие У в М класса С°, такое, что 0 < dim У < dim M, 
и такое, что его преобразование Г. $ произвольным элементом $ = С либо» 
равно У, либо не пересекается с V. Для того чтобы это было так, необхо- 
HMO и достаточно, чтобы нашлась подгруппа Ли L в С, такая, что HCLCE 
и ат (Н) < ат (Е) < д1т (0). Если это невозможно, говорят, что действие 
группы G на М примитивно; для этого достаточно, чтобы не существовало» 
подалгебры Ли в L(G), заключенной между L(G) и Г(Н) и отличной or 
L(G) и L(A). | 

в) Предположения Te же, что ив 6). Пусть Z — образ алгебры Ли [ (G) 
относительно закона инфинитезимального действия, ассоциированного с дей- 
ствием группы С. Пусть & — алгебра функций класса С” на M, mt — макси-- 
мальный идеал в ©, образованный теми функциями из ©, которые обра- 
щаются в нуль в хо. Обозначим через Ly, где р = —1, 0, 1,2, ..., множество» 


таких À EZ, что 0 (Хх) Е шР+! для всякой {Е 6); тогда ?’-, =Фи ZY 
есть образ алгебры Ли Z (FM) относительно закона. инфинитезимального дей-- 
ствия. Если (U, ф, В" ) — карта на М, центрированная в ху, и если 
Хь ..., Än — векторные поля Ha U, определенные этой картой, то элементы 


из Ly имеют вид aıXı +... + апХи, где a, ..., An лежат в mP|U. Пока-- 
зать, что [Lp, Lg] +4 (если условиться, что Z-2 = 4$). Если суще- 


ствует У’, (где p>0), такой, что Y A Ly+1, то существует такой 
Х = $, что [X, У] & Lp. Пространства Lp, суть подалгебры Лив $. Если 


p20, Lp есть идеал Ly. Пусть р — каноническое линейное представление- 
группы À в Т,, (М). Алгебра Ли группы Н/(Кего) изоморфна Zu/Zı. 


г) Предположим, кроме этого, что пересечение пространств Lp есть {0}. 
Тогда существует наибольший индекс г, такой, что LY, A {0}, и все Zn 
при р <r попарно различны. При р >0 


n+ 
а) < ("т 


р +1/ 
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.д) Предположение п. г) выполнено, если М аналитично и действие 
труппы G на М аналитично. 


9) В обозначениях предложения 30 множество НН” может быть откры- 
тым и плотным в G, будучи отличным от @ (взять @ = @. (2, В), в каче- 
стве Н — верхнюю треугольную подгруппу, в качестве Н” — нижнюю строго 
треугольную подгруппу). 


$4 


1) Пусть @ — группа Ли, Н — нормальная квазиподгруппа Ли в С, 
-л — каноническое отображение из С на G/H. Ha G/H существует одна, и 
только одна, структура группы Ли, обладающая следующим свойством: для 
того, чтобы данный гомоморфизм 6 из G/H в некоторую группу Ли G’ Ona 
‘морфизмом групп Ли, необходимо и достаточно, чтобы гомоморфизм Bor 
был морфизмом групп Ли. Кроме того, L(G/H) канонически изоморфна 
‚алгебре Ли L(G)/L (A). (Пусть О — некоторая групускула Ли, такая, что 
L(Q)=L(G)/L (MH). Показать, что уменьшив О, если это потребуется, можно 
отождествить О с некоторой открытой окрестностью элемента е в С/Н, 
‚а затем применить к G/H предложение 18 из $ 1.) 


$ 2) Пусть G и À — две группы Ли, f— морфизм групп Ли из С в A. 

(i) Ядро N морфизма | есть нормальная квазиподгруппа Ли BG и 
4, (№) = Ker L (;). (Вэспользоваться экспоненциальными отображениями для G 
и для À. 

(ii) Пусть 2: G/N — f(G) — отображение, получающееся из f посред- 
ством перехода к фактору. Если | u L(f) имеют замкнутые образы и если 
топология группы G допускает счетную базу, то f(G) есть квазиподгруппа 


„Ли в À с алгеброй Ли Im L (f) и & есть изоморфизм групп Ли, коль скоро 
G/N наделена структурой, определенной в упражнении 1. (С помощью (1) 
«вести все к случаю, когда М = {е}.) 


3) Пусть @ — группа Ли, U — открытая окрестность элемента 0 B L(G), 
4p — аналитическое отображение из U в С, такое, что ф (0)=е и T ,g=ld, (в). 


«Следующие условия эквивалентны: 

а) ф — экспоненциальное отображение; 

6) существует число т & Z, отличное от 0, I, —1 и такое, что (mx) = 
—ф(х)” в некоторой окрестности элемента 0. (Если условие 6) выполнено, 
показать, что ф, удовлетворяет условию (iii) теоремы 4.) - 


Ч 4) а) Пусть К есть либо В, либо С, либо ультраметрическое поле, 
поле классов вычетов которого имеет характеристику > 0. Пусть @ — группа 
„Ли над К, U — открытая окрестность элемента 0 в L(G), $: U — G — ото- 
бражение, дифференцируемое в 0, такое, что ф (0) =e, То ($) =Id, (y и 
такое, что ф ((À + À”) b) = (AD) ф (Ab), если Ab, A’b, (A+ À”) b принадлежат 0. 
Тогда ф совпадает в некоторой окрестности элемента 0 с некоторым экспо- 
ненциальным отображением. 

6) Пусть k — поле характеристики 0. Возьмем в качестве К нормиро- 
ванное поле k ((X)), которое имеет характеристику 0. Пусть С — аддитивная 
труппа Ли À [[X]]. Пусть ф — непрерывное А-линейное отображение из G BG, 


такое, что p(X") = X" + Х2" для всякого целого числа п > 0. Тогда ф удо- 
влетворяет услогиям п. а), но не совпадает ни в какой окрестности эле- 
мента 0 с экспоненциальным отображением. 


: ~ 2 Г 9 
5) Пусть (ет, го, ез) — канонический базис в В3. Наделим R? структурой 
нильпотентной алгебры Ли 9, такой, что [е1, е›| =ез, [e1, es] = [е›, ез] = 0. 
бозначим через с/к структурные константы алгебры Ли g 8 базисе (e1, e2, es). 


a) Показать, что на R° дифференциальные формы 
01 = хх, ®2=ах», O3 = — X1 ах. + dx3 
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удовлетворяют соотношениям 
do, = — 2. C1; Ло, (Е = 1, 2, 3) 
t< 


и являются линейно независимыми в любой точке из R°. 
6) Вывести отсюда, что на некоторой открытой окрестности элемента 0 
в R? существует структура групускулы Ли G, такой, что L(G)=gu 


(@1, Az, аз) (X1, Хз, Хз) == (х1 + Ay, Хо + ао, хз + аз + а1х2), (1) 


если (Gi A, аз) и (xX, хо, Хз) достаточно близки к 0. Показать, что фор- 
мула (1) на самом деле определяет на R° структуру нильпотентной группы Ли. 


4 6) Пусть @ — конечномерная группа Ли, g — ее алгебра Ли, 9* — дуаль- 
ное K Q векторное пространство, о — присоединенное представление группы CG 
в 9, P — представление группы С в g*, определенное формулой р (5) = © (g)" 
для всякого g&G. 

° а) Имеем Г (0) (x) =— ‘(ad x) для всякого x © в. 

6) Пусть f = 9”. Обозначим через Gf стабилизатор элемента | B G; это 

подгруппа Лив G u g,— L(G;) есть множество таких х =, что (аа x) f=0. 


в) Для x, y из 9 положим В; (x, y) =| ([x, y]). Показать, что В; — знако- 
переменная билинейная форма на 8, отображение $; из 9 в g*, ассоцииро- 
ванное слева с By, есть X => ‘(ad x) | и множество элементов, ортогональных 
к 6 относительно Bs, есть 8;. Обозначим через В; знакопеременную били- 


нейную невырожденную форму на пространстве 8/8; (которое, стало быть. 

имеет четную размерность), полученную из Bf посредством перехода к фак- 
f * 

тору. Обозначим через В; форму на (g/g,) ‚ обратную для формы В. 

г) Пусть © — некоторая С-орбита в 8”; наделим ее структурой много- 
образия, полученной посредством переноса соответствующей структуры 
на С/С+, где | — некоторая точка из Q. Тогда @ аналитически действует 
на © слева. Пусть D — ассоциированный закон инфинитезимального` действия. 
Для всякого a=g и всякого {= Q имеем D, (f) = — (‘ad a)f. Касательное 
подпространство Г, (9) есть образ отображения $» другими словами, мно- 


жество элементов из 4“, ортогональных к 9» и оно канонически отожде- 
ствляется с (8/8 +)", так что S, определяет канонический изоморфизм re 


£ 
ИЗ T ; (9) на дуальное к нему пространство. Поле } >В, есть аналитическая 


дифференциальная форма @ степени 2 на Q, инвариантная относительно G. 
Если [Е О, а= 9, 6 < 4, то ® (Ра (}), Do (f)) =F ([a, bl). 

д) Показать, что dw =0. 

e) Если a — дифференциальная форма степени | Ha Q, то изоморфизм re 


позволяет отождествить Œ с некоторым векторным полем. Пусть А — MHo- 
жество аналитических функций на © со значениями в К. Для g, ф из А 
положим [Q, p] = (dq, dp) = А. Показать, что эта операция наделяет A 
структурой алгебры: Ли. 

x) Для всякого QaEg пусть фа — функция fr>f(a) на 9. Показать, 
что A> фа есть гомоморфизм из 9 в алгебру Ли А и с помощью изомор- 
физмов re форма dip, отождествляется с векторным полем D. 


3) Пусть U — открытое подмножество из J” и ф — аналитическая функция 
на U. Для всякого [EU отождествим дифференциал d,p Функции @ 


в точке | с элементом из 8. Предположим, что Хф — 0 для всякого вектор- 
ного поля À, определенного действием группы G Ha 9”. Показать, что тогда: 
для всякого [SU элемент d,p принадлежит центру алгебры Ли g,. 


и) Для всякого | © 8" положим г, = dimg,. Пусть r= inf r,. Показать, 
+ i = 9* | 


ee ооо нота ченить. зелафре, 
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что множество У таких FE 9", что r,=r, открыто и плотно в 8". Показать, 
что для [SV алгебра Ли 9; коммутативна. (Построить г функций ф, удо- 


влетворяющих условию п. 3) в некоторой окрестности элемента | и таких, 
что их дифференциалы в | линейно независимы.) 


Ч 7) а) Пусть (A, x)+—> À . x — некоторый закон непрерывного левого 
действия группы В на Т. Тогда справедливо ровно одно из двух ‘утверждений: 

1) существует неподвижная точка и стабилизатор всякой точки есть 
или В, или {0}; 

2) существует точка, стабилизатор которой есть бесконечная дис- 
кретная подгруппа в В, и В действует на Т транзитивно. (Если {AS 
ЕВ|А.х=Хх} = {0}, то орбита точки x гомеоморфна пространству В.и имеет 


граничные точки lim А.х, являющиеся неподвижными. Если {VER|A. zen 
À > +00 


= x} = Za, где а 0, то орбита точки x гомеоморфна Т и группа В дей- 
ствует транзитивно.) 

6) Если {— гомеоморфизм группы Т на себя и Ё — целое число > Î, 
то говорят, что X = T — периодическая точка с периодом À относительно Г, 


если |“ (х)=х и f(x) x при I<h<k. В обозначениях п. а) пусть 
iz гомеоморфизм хн>А.х. Тогда множество периодических точек с пе- 


риодом А > 1 относительно f, либо пусто, либо совпадает с Т. (Если суще- 
ствует периодическая точка с периодом k > 1 относительно f,, то ее ста- 


билизатор отличен от {0} иот В и, стало быть, В действует на Т транзитивно, 
а все точки из Т являются периодическими с периодом À относительно К. 


в) Пусть ® — окрестность элемента е в Diff” (T) (Мн. Ce. рез., 15.3.8, 
примечание !)). Существуют целое число k >| и элемент {= Q, не имеющий 
неподвижных Точек, такие, что множество периодических точек с периодом À 
относительно | не пусто и отлично от T. (Пусть р: В > Т — каноническое 


отображение, и р — отображение pa —p(x+—) 1. 8 1 Пусть 


©’ — такая окрестность элемента е в Diff” (Т), что 2°? CQ, Если k доста- 
точно велико, то PER’. С другой стороны, пусть 0 — отображение из Т 


в Т, такое, что в (y) =у при yep (0 Et) и о(р (х)) = p(x + À (x)) 


при х=)0, À, где 


0<4(1)< =x, 


можно выбрать A так, что O окажется в ©”. Тогда f= peo обладает тре- 
буемыми свойствами.) 

В силу 6) подобный элемент f не может лежать в образе непрерывного 
морфизма из В в Diff” (Т). 

г) Пусть У — компактное дифференцируемое многообразие размер- 
ности > |. Всякая окрестность элемента е в Diff” (У) содержит некоторый 
элемент A, обладающий следующим свойством: A не лежит в образе никакого 
непрерывного морфизма из В в Diff? (Y). (Многообразие У содержит откры- 
тое подмногообразие вида TX D, где О — открытый евклидов шар в В” 
радиуса 1 с центром в 0 (n—dim} — 1). Пусть элемент ge Diff” (D) 
таков, что & (0) =0, |lg (x)|| > [|x| при, 0< Il < ‘2 из (х) = x при [x] > |, 
причем g очень близок к е в Diff” (D). Пусть f такой как в в), и пусть 
отображение fy: TT определено при 0 < f < 1 следующим образом: если 
xeT, уер-!(х), гер-! (1 (х)) и |2—у| < x, то положим fs (x) = 
=p(ty+(1—7)z). Существует тогда такой элемент A=Diff” (У), что 


= 
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h(x, y) = (Foy yy (x) & Y)) при x ET, yS D') uw h(u) =u npu ue Y — (TXD); 
кроме того, | и £ можно выбрать так, что A будет сколь угодно близок к & 
в Diff” (У). Точки из T X {0} суть те точки иеУ, для которых при п, 


стремящемся к + ©, hen (и) стремится к некоторой точке, не являющейся 
неподвижной относительно A (и которая в действительности периодична 
с периодом k). Следовательно, всякий гомеоморфизм из У в У, коммутирую- 
щий с h, оставляет ТХ {0} инвариантным. Применить затем в). 

д) Пусть У — компактное дифференцируемое многообразие размер- 
ности 21. Не существует группы Ли С и непрерывных морфизмов: 
Diff” (У) > @, С > 01 (У), композиция которых была бы канонической 
инъекцией из Diff” (У) в Diff? (ТУ). (Использовать г).) 


8) Пусть G — конечномерная группа Ли. Предположим, что L (G) проста. 
Пусть А — нормальная подгруппа в С. Если А не открыта, то А дискретна 
и ее коммутант в С открыт. (Пусть à — касательная подалгебра Ли к Аве. 
Показать, что 4 = {0}. Пусть x — элемент из A, не принадлежащий центру 
группы С. Рассмотреть отображение yt >yxy—! из С в А. Вывести из ра- 
венства 4 = {0}, что централизатор элемента x в G открыт. Затем, пользуясь. 
экспоненциальным отображением, показать, что централизатор элемента х 
в С содержит некоторую окрестность элемента €, не зависящую OT X.) 


49) Пусть G — компактная группа Ли над К размерности п. Предпо- 
ложим, что алгебра Ли L(G) проста. Для любых g & G, целого числа т >} 
и окрестности У элемента е в С обозначим через М (8, m, Г) множество 


т 
cad . 
элементов из С вида | | х; (Yi, 8) х; , TRE Xi ces Хи» Ур eer Ут принад» 
i=] | 
лежат У. 
а) Показать, что если & — элемент из G, централизатор которого не 
является открытым, т — целое число 2и и У — окрестялость элемента e, 
то M(g, m, V) есть окрестность элемента е. (Существует такой элемент 


ае [Г (С), что (Adg)7! (а) ~ а. Пусть ф — экспоненциальное отображение: 

для G. Пусть b — образ элемента | относительно касательного отображения 

к At (ф (Ла), g) в 0, где AG К. Тогда b=((Ad 2) 1) (а)==0. Сущест- 

вуют такие X], ..., Xm в И, что {(Adxı)(b), ..., (Ad xm) (b)} содержит базис 
т 


в L(G). Рассмотрим отображение be: a x. Ypo Ут) i I] х, (Y;> 8) > 
i= 


из G2" в С. Показать, что касательное отображение в (х1, ..., Хтье, «es €) 
сюръективно..) 

6) Пусть U — окрестность элемента е в Си т — целое число > 1. Суще- 
ствует элемент g из (С, централизатор которого не открыт, такой, что’ 
М (5, m, G) CU. (Рассуждать от противЕого, используя компактность G.) 

в) Пусть G’ — компактная группа Ли над К, алгебра Ли которой проста. 
Пусть $: GG’ — биективный гомоморфизм абстрактлых групп. Тогда ф 
непрерывен. (Применить 6) KG’ nu a) к С.) 


10). Пусть G — группа Ли над К. Показать, что существует окрестность V 
элемента €, обладающая следующим свойством: если для всякой последова- 


1) Последнее равенство не определяет h(x, y) при | y|| > !/2. Кроме Toro, 
отображение (x, у) + (fo и (x), g(y)) теряет гладкость при y ==0. Возмож- 
ное исправление: положить A(x, y) = (To (y D (x), g(y)), где функция ф опре- 
делена в некоторой окрестности отрезка (0, 1) в À, принимает значения 
в (0,1) и принадлежит классу С°, причем ф (г) =0 при г 0 и ф (т) =® 
при r>'/..— Прим. перев. 
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тельности (хи) элементов из V определить рекуррентно Yı = Xp Yn == (Хи, Yn-ı)» 
TO последовательность (Yn) буцщет стремиться ке. 


11) а) Для x, у из Son CC” определим a(x, y) = (0, x) формулой 
cos a(x, у) = Я ((x|y)). Для $, t us Ц (п) положим 4 ($, #) = sup a(sx, tx). 
| se Sn-1 
Показать, что 4 есть расстояние на U (п), инвариантное слева и справа. 
6) Пусть $ = О (п). Пусть бь ..., Om — числа. из )— 3x, N), такие, что 


19 
e Т— все попарно различные собственные значения элемента $. Положим 
9 (5) = sup |0;|. Тогда d(e, $) =0 ($). (Пусть У; — собственное подпро- 
1</< | | т 
1 
CTPAHCTBO элемента $, отвечающее собственному значению е 7. Для x & Son: 
оценить % ((х|5х)) снизу с помощью разложения по подпространствам Vj.) 


в) Пусть $, Е из Ш (п) таковы, что 0 (f) < x/2 и $ коммутирует с ($, В. 
Тогда $ и Ё коммутируют. (В обозначениях п. 6) пусть у, — ортогональное 


дополнение к У; и W;=t(V}); показать, что И, = (И, ПИ,) + (И, ПУ,) и 


и затем, что И, ПИ, = {0}.) 

г) Показать, что существует компактная окрестность У элемента е в Ц (п), 
обладающая свойством, указанным в предложении 10, устойчивая относительно 
внутренних автоморфизмов групны U(n) и такая, что если XxX, у суть He 
перестановочные элементы в V, то хи (x, y) не перестановочны. (Исполь- 
зовать’в).) 

д) Пусть В — нормализованная мера Xaapa на Ц (п). Пусть У, — ком- 
пактная симметричная окрестность элемента е в 0 (п), такая; что pre У. 


Пусть р — целое число, такое, что ß(V,) > 1/р. Показать, что во всякой 
конечной подгруппе F группы GL (п, С) существует такая ее коммутативная 
нормальная подгруппа A, что Card (Е/А) <р (теорема Жордана). (Свести 
все к случаю, когда Ё < Ц (п). Взять в качестве А подгруппу в F, порож- 
денную множеством Е ГИ, и применить г).) 


12) Пусть @ — вещественная или комплексная связная конечномерная 
группа Ли, @ — левоинвариантная дифференциальная форма степени р на С. 
Для того, чтобы @ была также правоинвариантной, необходимо и достаточно, 
чтобы выполнялось равенство da ==0. (Заметить, что условие правоинвари- 
антности записывается в виде равенства 


Л” (Ad (s)) . а (e) = a (г), 


выполняющегося для всякого $ Е G, a потому оно эквивалентно равенству 


р 
> (a(e), Uy X «ee Лир Alu Uj] Ли Л... Лир) =0, 
1=1 


жаковы бы ни были U, Uy, ..., Up B Ё (@).) В частности, дифференциальные 
формы степени | на С, инвариантные слева и справа, образуют векторное 
тространство размерности dim L(G) — dim [L(G), L(G)]. 


n 
13) Наделим В” обычным скалярным произведением ((E;), (1;)) > >> Emi. 
i=1 
Пусть / (п) — группа аффинных изометрических преобразований простран- 
ства В”. Она канонически изоморфна подгруппе Лив СЁ (п + 1, В), обра- 
зованной матрицами 
их 


Е 
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где Ч =О (п) и x — произвольный элемент из В” (матрица типа (и, 1)). Мы 
можем отождествить / (1) с полупрямым произведением группы О (п) на В”, 
определенным канонической инъекцией группы O(n) в С. (п, В) (матрица $ 
обозначается тогда через (И, х)). Пусть р: J (п) -> О (п) — каноническая 
сюръекция с ядром ВП. 

а) Пусть Г — дискретная подгруппа в J (п). Рассмотрим группу р (Г) — 
замыкание группы р (Г) в О (п). Показать, что ее компонента единицы ком- 
мутативна. (Пусть И — окрестность матрицы / в O(n), обладающая свойством. 
из упражнения Ilr) и такая, что |U — [|< 1/4 для всякого U Е У (пред- 
полагается, что норма на End (R”) получается из евклидовой нормы на В”). 
(Рассуждать от противного, предполагая, что существуют такие S; = (01, x1), 
$2 = (U2, x2), что О, U, принадлежат У и не коммутируют. Показать, что 
можно записать ($1, $2) = ((Ui, U2), y), где 


1 
ly |< (жа | ж2 |). 


Определить тогда рекуррентно элементы Sg, полагая Sp ==($:, Sk-ı) при 
Е >3. Принимая во внимание выбор окрестности У, показать, что эта по- 
следовательность имеет бесконечное число различных членов и ограничена 
в I (п), а это невозможно.) | 

6) Говорят, что Г есть кристаллографическая группа, если I (n)/T ком- 
пактно. Показать, что если это так, то для всякого x = В” аффинное под- 
пространство Ё в R”, порожденное множеством Гх, совпадает с В”. (В про- 
тивном случае для всякого y = В” все точки множества Гу отстоят от L на 
одинаковом расстоянии, а поскольку это расстояние может быть произвольно 
‚ большим, [(п)/Г не компактно.) 

в) Если Г — коммутативная кристаллографическая группа, то l'E R'. 
(Если $ =(0, x) ET такова, что векторное подпространство У < В”, обра- 


зованное неподвижными точками отображения U, отлично от В”, и если 
обозначить через V+ ортогональное дополнение к И, To для всякой S’ = 
= (U’, x’) = Г подпространства У и ¥* устойчивы относительно U’. С дру- 


гой стороны, воспользовавшись тем, что U | У- не имеет неподвижных точек, 
отличных от 0, показать, что, изменив. начало координат, можно считать 
x EV. Вследствие 6) существует такой $’ =(V’, x’) = Г, что ортогональная_ 


проекция ИУ’ элемента x’ на V+ отлична от 0. Вычислив Sx’ по формуле 
S = S’SS’—!, вывести отсюда U.y’=y’, что противоречит определению 
пространства У.) 

г) Если Г — кристаллографическая группа, то ГГ В” есть свободная 
коммутативная группа ранга п и Г/(ГП В?) есть конечная группа (теорема 
Бибербаха). Пусть  — векторное подпространство в В”, порожденное множе- 


ством ГП В”. Компактная группа р (Г) имеет только конечное число связных 


компонент. Если W= {0}, то, согласно а), Г содержит коммутативную нор- 
мальную подгруппу Г, конечного индекса; Г, тогда является кристалло- 
графической группой, что приводит к противоречию с в). Стало быть, 
№ = {0}. Показать, что W устойчиво относительно р(Г) и p(T)|W 
конечна: в противном случае существовала бы такая последовательность (Sm) 
в Г, что если Sm= (Um Xm), то элементы Um попарно различны и 


я —1е—1 
стремятся к J; образовать тогда коммутаторы (I, а,) $ (Г a;) Sua 32 Te 
(a,) — базис в ГП R”, и получить противоречие с предположением о ди- 
скретности группы Г. Наконец, для проверки справедливости равенства W = R® 
показать, что в противном случае Г действовала бы на R”/W как кристал- 


лографическая группа, не содержащая параллельных переносов, отличных 
от 0.) | 
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$5 


1) Предположим, что К = В. Пусть г — целое число >| или со. Назовем 
группой класса С' множество G, наделенное групповой структурой и струк- 
турой многообразия класса С’, такими, что отображение (x, у) > ху-! из 
GXG B С принадлежит классу С”. 

а) В дальнейшем мы предполагаем, что г >2. Отождествим некоторую 
окрестность элемента е в G с окрестностью элемента 0 в некотором банахо- 
вом пространстве. Пусть xy = P (x, y), где Р — отображение класса С? в He- 
которой открытой окрестности элемента (0, 0). Положим (D,D,P) (0, 0) = В. 
Показать, что 


xy=x+y+B(x, y)+|x]||ylo(l), 


когда (x, y) > (0, 0). (Воспользоваться разложением отображения Р с членами 
порядка <2 и интегральным остаточным членом.) 
6) Показать, что 
x-!=—x+ B(x, x) + [хРо(1), 


хух—1 =у- B(x, у) — В (у, x) + | Пу|[о (1), 
х—у—1ху=В(х, у) — В (у, x) +] «| lylo(1), 


когда (х, и) стремится к (0, 0). 

2) Пусть G — группа класса С’ cr>2. 

а) Пусть. te T'S) (С), Е = T'S") (С). Если $ + $’ <r, определим txt? G@ 
= Z'sts)(G), как в $ 3, n° 1. Если Ё и Ё не имеют свободных членов, то 
t«t’ не имеет свободного члена. Образ элемента #{ относительно отображения 


хных | из Св С обозначается через #\; имеем Neg) (С). Если f — 
функция класса С’ на G со значениями в отделимом полинормированном 
пространстве, то через ]*{ обозначается функция на G, определенная фор- 
мулой (f * t) (x) = (ey at’, f) для всякого X @G; эта функция принадлежит 
классу С’ $, если s < oo. Показать, как в $ 3, п°4, что f # (fx Ё) = (F « fat’, 

6) Если Е = Т,((), то векторное поле xt>e,*t на G обозначается 
через L,. Показать, как в $ 3, n°6, что для ft, Ё из T,(G) имеем L,,„ = 
=L,eoL,,, откуда Г, р, = [Г Ly]. Следовательно, t+ t’ —t’ +t есть 
элемент из T,(G), который обозначается через [é, Ё]. | 

в) Воспользуемся обозначениями- упражнения 1 а). Если Ё © Те (С), то 
Li (x) = (Б.Р (x, 0)) (1), когда x достаточно близок к 0. Вывести отсюда, что 
6Е]=В(ЬР)— BL, 0. 

г) Показать, что пространство Те (С), наделенное операцией коммутиро- 
вания (1 F)r—-[t, t’], является нормируемой алгеброй Ли. (Для проверки 
тождества Якоби воспользоваться п. в), упражнением 16) и тождеством (5) 
из Alg., chap. I, р. 66). 

(По поводу продолжения этого упражнения см. $ 8, упражнение 6.) 


§ 6 


a} 
1) Пусть D — множество элементов группы SL (2, С) вида в р 


где а > 0 ир=С. Показать, что D есть подгруппа Ли вещественной группы 
Ли, лежащей ниже $1. (2, С), и отображение (и, 4) н>иа из $1 (2,C) X D 
в SL (2, С) есть изоморфизм вещественно-аналитических многообразий. Выве- 
сти отсюда и из упражнения 7в) $ 3, что SL (2, С) односвязна. 


.%) Пусть G — универсальная накрывающая группы $1. (2, В), л — канони- 
ческий морфизм из G на $1 (2, В) и N — его ядро. 
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а) Рассуждая, как в упражнении 1, показать, что существует изомор- 
физм вещественно-аналитического многообразия ТХ В? на вещественно- 
аналитическое многообразие $1, (2, В). Вывести отсюда, что группа N изо- 
морфна Z. 

6) Если о — линейное аналитическое представление группы G в ком- 
плексном векторном пространстве, то Кегр > N. (Представление L(p) ал- 
гебры Ли 31 (2, В) определяет посредством комплексификации представление 
‚ алгебры Ли 81 (2, С), и это последнее представление в силу упражнения 1 
имеег вид L(o), где ов — линейное аналитическое представление группы 
SL (2, С). Тогда Ё (oon) == [. (0), стало быть, con = p.) 


3) Пусть С, — вещественная нильпотентная односвязная группа Ли, 
определенная в упражнении 5 $ 4. Пусть 2 — центр группы Gy, N — нетри- 
виальная дискретная подгруппа BZ и G=G,/N. Есла рф — конечномерное 
ллнейное аналитическое представление группы С, то p (Z/N) является полу- 
простым семейством автоморфизмов, поскольку Z/N компактна; 2 = (Ц, (С), 
и, значит, группа о (Z/N) унипотентна (гл. I, $ 6, предложение 6). Следова- 
тельно, о тривиально на Z/N. 


4) Пусть @ — комплексная связная компактная группа Ли. Показать, 
что всякое линейное аналитическое представление группы С тривиально. 


5) В обозначениях упражнения 9 $ | показать, что MH’ есть интеграль- 
ная подгруппа в Н. Вывести отсюда, что в односвязной группе SU (2, С) Ж 
X SU (2, C) ($ 3, упражнение 7в)) существуют незамкнутые однопараметра- 
ческие подгруппы. 


Ч 6) Пусть J есть отрезок (1, 2), наделенный дискретной топологией. 
Пусть Е — полное нормированное пространство функций [: J > В, таких, что 


ПЕ = > [1[(1)| < +. Для любого хе[ обозначим через Ey элемент 
ice] 
из Е, такой, что ex (1) =0 при Ё ~ x из, (x) = 1. Пусть P — подгруппа BE, 
порожденная функциями XEzx для x GET; это дискретная подгруппа в E. 
Пусть G—rpynna Ли Е/Р. Пусть Р — гиперплоскость в Е, образованная 
такими | ЕЁ, что bs f (i) =0. Пусть H — группа Ли Е/(ЕПР) u @ — кано- 
iel 

нический морфизм из H в G. Показать, что ф биективен, является иммер- 
сией, но не является изоморфизмом групп Ли. (Пусть } — линейная форма 
на E с ядром F; показать, что f(P) =В и, стало быть, F + Р =.) Вывести 
отсюда, что в предложении 3 нельзя опустить предположение о счетности 
базиса. 


7) Пусть ф— морфизм из 7/27 в группу преобразований множества С, 
переводящий неединичный элемент в отображение z-> 2. Пусть G — полу- 
прямое произведение группы Z/2Z на вещественную группу Ли С, отвечаю- 
щее морфизму @. Это вещественная группа Ли с алгеброй Ли R?. Показать, 
что на С не существует никакой структуры комплексной группы Ли, согла- 
сованной с ее структурой вещественной группы Ли. 


Ч 8) Пусть A — комплексное гильбертово пространство размерности No 
и С — его унитарная группа, рассматриваемая как вещественная группа Ли. 
Группа G односвязна !). 

а) Пусть 2 — центр группы С; группа Z изоморфна Т. Пусть а — uppa- 
циональное числ). Пусть 3 — подалгебра Ли в L(G) Ж L(G), образованная 
элементами (x, ax), где хе [. (7). Пусть $ — соответствующая интегральная 


1) См. М. H. Kuiper, The homotopy type of the unitary group of Hilbert 
space, Topology, 3 (1965), 19—30. В этой статье доказано даже, что G стя- 
гиваема. 
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подгруппа в G&G. Тогда 8 есть идеал в L(G) Ж L(G); тем не менее $ не 
замкнута и плотна в Z X Z. 

6) Пусть 9 = (2 (@) Ж L(G))/8 Не существует никакой группы Ли 
с алгеброй Ли 9. (Пусть À — такая группа. Поскольку С односвязна, суще- 
ствует морфизм $: @ Ж@->Н, такой, что L(P) есть каноническое отобра- 
жение из L(G)X L(G) на 9. Пусть N = Кегф. Тогда Ё (№) > $ и, стало 
быть, NDS, а потому NDZXZ в силу а). Тогда L(N) > Е (2) ЖЕ (2), и 
мы получили противоречие.) 


9) Пусть X — комплексное компактное связное непустое многообразие 
размерности n. Предположим, что существуют голоморфные Ha Х.векторные 
поля &,..., En, Которые линейно независимы в каждой точке из X, Пока- 
зать, что существуют комплексная группа Ли С и ее дискретная подгруппа D, 
такие, что X диффеоморфно многообразию G/D. (Пусть Chik — голоморфные 


функции на Х, определенные формулами [52 & Зы 15: Функции Cite 


постоянны, поскольку À компактно. Взять в качестве G комплексную одно- 
связную группу Ли, алгебра Ли которой допускает числа с; В качестве 


структурных констакт, и применить теорему 5.) 


10) Пусть G — группа Ли с конечным числом связных компонент. Для 
унимодулярности G необходимо и достаточно, чтобы для всякого а == L(G) 
выполнялось равенство Tr ad а =0. 


11) Пусть Е — ползое нормируемое пространство над С, о= (Е) и 
5 =ехр (9). Предположим, что. Sp (9) |2 (2 — {0} ) =@. Пусть Е, Е. — 
замкнутые векторные подпространства в Е, устойчивые относительно U и 
такие, что Е› CE. Предположим, что автоморфизм пространства Eı/E;, 
определенный автоморфизмом &, тождествен. Тогда v (Е!) C Er. 


- $ 12) Рассмотрим вещественное или комплексное полчое нормируемое 
пространство Е и замкнутое векторное подпространство F в E, такое, что 
его поляра F° не допускает топологического дополчения BE!) © 

а) Пусть А (соотв. В) — полное нормируемое пространство непрерывных 
эндоморфизмов пространства E (соотв. F). Пусть С — множество таких и = À, 
что и (Е) CF. Пусть а — отображение ut (и, и| Р) из CB AX В. Тогда а 
является изоморфизмом полного нормируемого пространства С на некоторое 
замкнутое векторное подпространство в АХ Виа(С) не допускает топологи- 
ческого дополнения в АХ В. (Пусть элемент хе Е таков, что x EF, 

a Е= F9 таков, что (x, &) =1. Если пе Е”, обозначим через | элемент 
ун- (у, n) x из А. Допустим, что существует проекция л из АХ В Ha a (C). 
Определим ft: Е’ -> Е’ формулой à (1) =" (а! (л (9, 0))) (Е). Тогда Я есть 
проекция из Е” на F°, и мы получили противоречие.) 


1) Пусть co (соотв. Й, [®) — банахово пространство вещественных или 

комплексных последовательностей (ха, Ko, ...), таких, что Шт хи =0 (соотв. 
n-> 00 

2, |\xn|< +o, соотв. зир|хи |< +00) с нормой |x|— sup|x,| (соотв. 
п n 4 
> | хв|, соотв. sup|x,|). Существует непрерывный морфизм л из Й Ha co; 
п n 
пусть F — его ядро. Тогда (со)’ = отождествляется с Р°. Ho сепарабель- 
ное векторное подпространство [^ не может быть прямым слагаемым в 1% 
(см. A. Grothendieck, Sur les applications linéaires faiblement compactes 
d'espaces du type С (К), Сам. J. Math., 5 (1953), 169). 
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6) Построим вещественную или комплексную полную нормируемую 


co 
алгебру М с единицей следующим образом: М =@м: градуирована про- 
i=0 | 
странствами M;; Mo есть множество элементов вида Al, где A — произволь- 
ный скаляр; М, есть множество элементов вида Au, где А — произвольный 
скаляр, а и — некоторый фиксированный, отличный от нуля элемент; М. = 
= {0}; M=F; М.=Е; М; =\{0} при #25; их =х для любого x € Ma. 
Пусть N — полное нормируемое пространство непрерывных эндоморфизмов 
полного нормируемого пространства М. Пусть N | — множество непрерывных 
дифференцирований алгебры М. Используя а), показать, что N, не имеет 

топологического дополнения в М. | 
в) Показать, "что группа бинепрерывных автоморфизмов алгебры M 
есть квазиподгруппа Ли в СЁ (М), но не подгруппа Ли в GL (М). (Приме- 

нить следствие 2 предложения 18 и 6).) 


13) Пусть G — вещественная группа Ли, [Г = (@), $: LG — диффе- 
ренцируемое в 0 отображение, такое, что ТГ, (ф) = 4, и ф(пх) =ф(х)”, 
каковы бы ни были X = LunezZ. Тогда ф = ехрс- (Пусть У — окрестность 
элемента 0 в L, W — окрестность элемента е в G, такие, что d=exp,|V 


есть аналитический изоморфизм из V на W. Пусть » =07'0(~ |g! (W)). 
Тогда To()=Id,. Объединяя это с равенством “р (++) = (x), спра- 
ведливым, если х достаточно близок K 0 un=Z— {0}, получаем p= Id,.) 


14) Пусть а, — коммутативная алгебра Ли R!, отождествленная с C?. 
Пусть da — коммутативная алгебра Ли R и p — гомоморфизм из a; в Der (ai), 
переводящий 1 в дифференцирование (2), 22) y (12: i V2 2). Пусть a — по- 
лупрямое произведение алгебры Ли 42 на 4, отвечающее гомоморфизму %. 

а) Показать, что (Inta)|a, содержит для всякого фе В автоморфизм 


(21, 22) +> (ci%z,, ei V2 Pa). 


6) Показать, что замыкание С группы (Inta)|aı в GL(a,) содержит для 
всякого (ф, ф’) = В? автоморфизм (21, 22) > (ег, e'? (22). 

в) Показать, что L(G) содержит эндоморфизм и: (21, 22) + (21, 0) про- 
странства dı и не существует никакого хеа, для которого и == (ad x) | a. 

г) Вывести из этого, что группа Int(a) не замкнута в Aut (а). 


15) Показать, что вещественная конечномерная односвязная группа Ли 
упражнения 7а) $ 3 обладает связными, но не односвязными подгруппами Ли 
(а именно она содержит подгруппы Ли, изоморфные группе U). 


di 16) а) Пусть g — комплексная алгебра Ли и 9 — комплексная алгебра 
Ли, полученная из $8 посредством автоморфизма Ar—>A поля С. Пусть go — 
вещественная алгебра Ли, полученная из Œ ограничением поля скаляров. 
Пусть g’ > go есть комплексная алгебра Ли 90 Mp С. Для всякого x © $ по- 
ложим | 


у ®1- дея, E-ZLBI HUND) ET. 


Показать, что | (соотв. 5) есть изоморфизм алгебры Ли 8 (соотв. 8) Ha не- 
который идеал и! (соотв. и) в 9” и что идеалы Ill, И взаимно дополнительны 
в 9°. Это определяет проекции р, 4 из 8’ на аи, п соответственно. Показать, 
что для всякого X = справедливы равенства f(x) = р (x), g(x) =а (x). 


~ 
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6) Предположим, что g конечномерна. Пусть G — комплексная односвяз- 
ная группа Ли с алгеброй Ли 9. Пусть G — сопряженная к ней комплексная 


группа Ли, Со — нижележащая вещественная группа Ли. Тогда L (G) =g, 
L (Go) = Go. Пусть М (соотв. N) — комплексная односвязная группа Ли с ал- 
геброй Ли ш (соотв и). Тогда | определяет изоморфизм q из G на М, g опре- 


деляет изоморфизм \ из G на М и комплексная односвязная группа Ли С”, 
отвечающая алгебре Ли 8’, отождествляется с MX N. Показать, что веще- 
ственная интегральная подгруппа в С” с алгеброй Ли до замкнута, односвязна 
и отождествляется с Go. Ограничение на G € МХ М проекции pri (соотв. pre) 


совпадает с изоморфизмом ф (соотв. y) из G (соотв. G) на М (соотв. N). 

в) Вывести из 6) и замечания 2 п°10, что группа G’ вместе с канони- 
ческой инъекцией из Go в С” является универсальной комплексификацией 
группы Go. 

г) Пусть Я — некоторая комплексная связная группа Ли с алгеброй Ли 9, 


Н — сопряженная к ней комплексная группа Ли, Ну — нижележащая веще- 
ственная группа Ли, так что С есть универсальная накрывающая группы À. 
Пусть К — (дискретное) ядро канонического морфизма из @ на Н. Показать, 
что К — центральная подгруппа в С’. Каноническая инъекция группы Сов G” 
определяет, стало быть, инъекцию i группы Нов G’/K. Показать, что (G’/K, i) 
есть универсальная комплексификация группы Но. (Заметить, что эта пара 
обладает свойством универсальности предложения 20.) 


д) Положим G’/K = (Но)с. Получить из г) канонический морфизм \ из 
(Ho), на НЖН, являющийся накрытием. Показать на примере группы 
Н = С*, что 1, вообще говоря, не обязательно является изоморфизмом. 


17) а) Пусть С, G, Go такие, как в упражнении 166). Пусть V — конечно- 
мерное комплексное векторное пространство, р — неприводимое линейное пред- 
ставление группы Со в И. Показать, что существуют конечномерные ком- 
плексные векторные пространства X, У, неприводимое линейное аналитическое 


представление о (соотв. т) группы С (соотв. G) в X (соотв. У) и изомор- 
физм из V на À ©У, пргобразующий p в с @ т. (Применить упражнение 16а), 
предложение 2 гл. Г, $ 2, и Алг., гл. У Ш, $ 7, n° 7, следствие предложения 8.) 

6) Показать, что заключение п. а) может стать несправедливым, если 
опустить предположение об односвязности группы G. (Рассмотреть комплек- 
сную группу Ли C*.) 


18) Пусть А — комплексная коммутативная связная конечномерная группа 
Ли с алгеброй Ли a; пусть Л. — ядро отображения exp д» так что А отожде- 


ствляется с a/A. 
а) Следующие условия эквивалентны: 
al) Каноническое отображение С ©, À -> à инъективно. 


a2) А изоморфна некоторой подгруппе Ли в (C*)”, 

a3) А изоморфна (C*)? X CZ. 

a4) А обладает точным конечномерным комплексным линейным предста 
влением. 

а5) А обладает конечномерным комплексным линейным представлением, 
которое точно, полупросто и имеет замкнутый образ. 

6) Следующие условия эквивалентны: 

61) Каноническое отображение С ©, A >a сюръективно. 


62) А изоморфна факторгруппе группы Ли (С*)”. 

63) Никакая подгруппа Ли в А, являющаяся прямым слагаемым, не изо- 
морфна С. 

64) Всякое комплексное линейное представление группы А полупросто. 

в) Следующие условия эквивалентны: 

Bl) Каноническое отображение С ©), À -> a биективно. 
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в2) А изоморфна (C*)”. 
г) Пусть F — конечная подгруппа в Аи A’ = A/F, Показать, что А удо- 
влетворяет условиям а, (соотв. 6,), в,)) тогда и только тогда, когда этим 


условиям удовлетворяет A’. 


19) Пусть @ — вещественная группа Ли. Показать, что существует окрест- 
ность V элемента 0 в L(G), такая, что для x, у из У 


n 
exp (Ё(х +y)) = lim (op - exp =) : 
n > + 00 n n 


Е tx ty — tx — ty \™ 
exp (Ё [х, y]) = lim {exp —- exp — exp —— : exp 
n-> +00 n n п 


равномерно по fe (0, 1). 
20) Пусть @ — группа Ли, 7 — подгруппа Лив G, А — интегральная под- 


группа в С, такие, что Ё(Н)ПЁ (А) = {0}. Показать, что ANA дискретна 


в группе Ли А. 


21) Пусть @ — вещественная группа Ли, À — нормальная интегральная. 
подгруппа размерчости 1. 

а) Если Н не замкнута, To Н компактна (Спектр. теор., гл. Il, § 2, 
лемма |), значит, изоморфна Т”, а потому центральна, если С связна (при- 
менитБ Общ. топ., 1969, гл. УП, $ 2, предложение 5). 

6) Предположим, что Н замкнута. Пусть а — элемент из G, С (а) — мно- 
жество перестановочных с а элементов H3.G. Предположим, что A ZC (a). 

Если Н изоморфна В, то С (а) ПН = {е}. (Рассмотреть автоморфизм 
a: ht+—>a-'ha группы Н.) Если À изоморфна Т, то С (а) ПН состоит из двух 
элементов. (Снова рассмотреть & и применить Общ. топ., 1969, гл. VII, § 2, 
предложение 6.) Этот последний случай кевозможен, если С связна (исполь- 
зовать а)). 

в) В предположениях п. 6) допустим, кроме того, что G/H коммутатавна. 
Тогда @ =С (а).Н. (Заметить, что отображение hr—> ho (h) us HB aA 
CIOpbeK THBHO.) | 


22) Пусть G — вещественная группа Ли, Н — нормальная интегральная 
подгруппа размерности 1, А — замкнутая подгруппа в С, такая, что АН не 


замкнута в С. Тогда À центральна в компоненте единицы группы AH, (Свести 


все к случаю, когда G = АН и С связна. Тогда множество В элементов из A, 
перестановочных с элементами подгруппы À, является нормальной подгруп- 
пой в G. Факторизуя по В, свести все к случаю, когда В == {e}. Поскольку 
всякий коммутатор в С перестановочен с элементами из Н, группа А в этом 
случае коммутативна. Считая Н замкнутой и используя упражнение 218), 
показать, что АН будет замкнутой, т. е. получить противоречие. Стало быть, 
Н не замкнута; применить упражнение 21a).) 


di 23) Пусть @ — вещественная группа Ли и с = (0, g, Е) — карта много- 
образия G, центрированная в единичном элементе е. Если x = U, обозначим 
через |x |. норму элемента ф (X) в банаховом пространстве E. 

а) Показать, что если с’ =(U’, ф’, Е”) — другая карта, центрированная 
ве, то существуют константы À > 0 u u > 0, такие, что 


BI xl. S1% lo SAX, 


для любого x = С, достаточно близкого к e. 
6) Показать, что для всякого p >O существует окрестность Ир эле- 


мента €, содержащаяся в U и такая, что для x, y из Up имеем (x, у) = Ори 
I(x, у) [с Зр. ШЕ([х ler Ly le). 
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в) Предположим, что С конечномерла. Пусть Г — дискретная подгруппа 
в С. Применим 6) с таким р, что 0 < p < 1, и выберем Up относительно 


компактной. Множество Ир ПГ конечно. Пусть 
| {е = Yo. Ys onen Vm 
— его элементы, занумерованные так, что 
Fo le SIWıleS «ИР [с 


Показать, что если {Зти |< т, то коммутатор (у, Y;) равен одному из 


элементов Y,, где к < inf (i, j). Вывести отсюда, что подгруппа, порожденная 
множеством Ир ПГ, является нильпотентной группой класса < т. 


Доказать с помощью изложенного выше существование такой окрест- 
ности У элемента е, что для всякой дискретной подгруппы Г в С существует 
нильпотентная интегральная подгруппа N в @, содержащая VNT. 

г) Предположим, что G связна, конечномерна и содержит возрастающую 
последовательность дискретных подгрупп Dy, объединение которых плотно 
в С. Тогда G нильпотентна. (С помощью в) доказать существование однопа- 
раметрической центральной подгруппы A, пересекающей Dy, в некоторой 
точке, отличной OT €, коль скоро п достаточно велико. Провести индукцию 
по dimG, различая два случая в соответствии с тем, замкнута H или отно- 
сительно компактна (упражнение 21a)).) 


24) Пусть G, G’ — вещественные конечномерные группы Ли, f — сюръек- 
тивный морфизм из С в G’, М — его ядро, Н — интегральная подгруппа в G 
и H°=7 (17); 

7 

a) Предположим, что N конечно. Для замкнутости Н’ необходимо и до- 
CTATOUHO, чтобы À была замкнута. 

6) Пр=дположим, что N компактно. Если Н замкнута, то H’ замкнута. 


425) Пусть G — вещественная или комплексная конечномерная группа Ли. 
Пусть $ = 2 (С). Предположим, что L(G), как алгебра Ли, порождается 
множеством $ и что $ устойчиво относительно гомотетий. 

а) Пусть À — подгруппа в С, порожденная множеством exp S. Показать, 
что À открыта в G. (Пусть А — множество таких x © L (С), что exp (Kx) CH, 
и В — векторное 'подпространство в L(G), порожденное множеством А. По- 
казать, что [А, $] С À, а затем, что [A, А] < В. Вывести отсюда, что В есть 
подалгебра в L(G) и применить далее предложение 3 $ 4.): 

6) Предположим, кроме того, что 


(x]S uy] S)>((Ad exp x) (и) = 5). 


Тогда векторное подпространство У в L(G), порожденное множеством $, 
совпадает с L(G). (Используя а), показать, что [L(G), У] CV.) 


26) Пусть С — комплексная компактная_ связная группа Ли размер- 
ности n, Х — комплексно-аналитическое связное конечномерное многообразие, 
(g, х) H> gx — закон аналитического левого действия группы G на À. Для 
всякого EEG пусть р (8) — отображение xt > gx из X в À. Предположим, 
что для всякого g@G, отличного от е, р (8)  Id,. Тогда всякая орбита 


группы С в À является замкнутым подмногообразием в À размерности пи. 
{Пусть x— точка из X, Н- ее -стабилизатор, Н’— компонента единицы 
группы Н. Для всякого ее И” обозначим через и (5) касательное отобра- 
жение к p{g) B x. Рассуждая так же, как в доказательстве предложения 6 
n° 3, показать, что и (2) — тождественное отображение для всякого $ = A”. 
Используя упражнение 4 $ 1 и связность многообразия À, вывести отсюда, 


что Н” = {e}.) 
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$ 27) Пусть G — вещественная компактная группа Ли, М — компактное 
многообразие класса C?, J —открытый интервал в В, содержащий 0. Пусть 
($, (x, &)) = (те (5, x), &) — отображение класса С? из GX (MXJ) в MX I, 
посредством которого G действует слева na M X J. 

а) Пусть X — векторное поле класса С! на MX J, такое, что для всякого | 
(x, &)= MX JT проекция вектора À, =) Ha второй сомножитель есть каса- 


тельный к J вектор 1. Преобразуя X элементами группы G и интегрируя 
по С, вывести отсюда существование поля X’, обладающего такими же свой- 
ствами, что и X, и к тому же инвариантного относительно G. 

6) Показать, что существует диффеоморфизм (x, Е) > (Ag (x), 8) мно- 
гообразия MX J на себя, такой, что 

(i) для всякого & € J отображение hg есть диффеоморфизм из M на М. 


(ii) m; ($, x) = hy (m, (s, he! (x))) для SG Go, x EM, EE TJ. ‹(Исполь- 
зовать a) и теорему 9 n° 8.) 


28) Пусть G — вещественная группа Ли конечной размерности, Au B— 
‘две интегральные подгруппы в С. Показать, что если L(A) +L (В) есть под- 
алгебра Ли в L(G) (другими словами, если [L (А), L(B)] < L (А) +L (В)), то 
АВ = ВА есть интегральная подгруппа и Г (АВ) =L (А) + Е (В). 


29) Пусть @ — комплексная связная конечномерная группа Ли, Су — ни- 
жележащая вещественная группа, Н — интегральная подгруппа в Со. Пока- 
зать, что существует наименьшая интегральная ‘подгруппа Н* в С, содержа- 
maa Н. Привести -пример, когда Н замкнута в Go, но Н* не замкнута в С 
(взять @ == C?/Z?). | 


30) Пусть. G — компактная комплексная связная группа Ли, имеющая, 
следовательно; вид C”/D, где D — дискретная подгруппа в С” ранга 2n. 

а) Показать, что всякая голоморфная дифференциальная 1-форма @ на G 
инвариантна. (Пусть fn: С” -> G — канонический морфизм и &1,..., би — Ko- 
ординатные функции на С”. Тогда л”(®) имеет вид > а, 45», где a, суть 

j 
голоморфные функции на С”, которые инвариантны относительно D и потому 
являются константами.) 

6) Пусть G’=C"/D’, где О” — некоторая дискретная подгруппа Bp С? 
ранга 2n. Показать, что всякий изоморфизм аналитических многообразий 
и: GG’ представляется в виде st—>v(s)+a’, где v— изоморфизм 
групп Ли ua’ GG’. (Пусть x’: С" -> G’ — канонический морфизм. Сущест- 
вует изоморфизм аналитических многообразий i: С" -> СМП, такой, что иол = 
—=n’oü. Для всякой дифференциальной 1-формы @’, голоморфной на С’, 
ii* (л’* (w’)) есть 1-форма на С”, инвариантная относительно сдвигов в силу а). 


~ 


Вывести отсюда, что й есть аффинное отображение.) 


$7 


1) Пусть @ — группа Ли, ф: U > С — такое экспоненциальное отображе- 
ние, что ZUCU и ф(гх) =Фф(х)’ для любых «GU иге Й. Если р > 0, 
TO ф является аналитическим изоморфизмом из U на ф (U). (Если ф (x) = q (y), 
то ф(р”"х) = p(p"y) для всякого nEN и, стало быть, х = y. Пусть W — 


такая открытая окрестность элемента 0 в L(G), что po! аналитично в ф (№). 
Для любого $ = ф (И) существуют n М и окрестность И элемента $ вф (U), 


такие, что [= VSt"eE ф (W).) 


2) Пусть G—rpynna Ли, go: U G — экспоненциальное отображение, 
обладающее свойствами, перечисленными в предложении 3, У — такая _ 
окрестность элемента 0 BU, что ZV CV, -4: У > G — отображение, имею- 
щее такое же, как и ф касательное отображение в 0, причем 4 (их) = (х)?° 
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для всякого x@V и всякого пеЕЙ. Если p>0, то p=@|V. (Наделить 
L(G) нормой. Пусть x@V. Тогда p”x стремится к 0, когда и стре- 
MATCH к -- 09; значит, существуют такие y > 0, что On стремится 


к 0 и Ip! ow (px) — pr | За, р"х |. Ho (px) = (х)Р", откуда 
plop) (x) — xan el) 

3) Пусть U — множество обратимых элементов кольца А uU’=1+mcu, 

а) Показать, что 0” < U;. (Если x = 1 + y, tye yem, то x?” стремится 
к |, когда п стремится к “+ 00; это следует из формулы бинома.) 

6) Показать, что U ‚ есть множество элементов из О, образы которых 


в Али суть корни из единицы. (Использовать a).) Получить таким путем ра 
венство U =U ; для локально компактных К (A/nt тогда конечно). 


4) Пусть п = N”, р — простое число, @ — множество матриц из GL (п, Zp) 


все коэффициенты которых сравнимы с соответствующими коэффициентами` 
единичной матрицы по модулю р, если р ==2 (соотв. по модулю 4, если 
р =2). Тогда G является открытой подгруппой в GL(n, Zp). 


а) Показать, что G не имеет элементов конечного порядка Æ |. 
6) Показать, что всякая конечная подгруппа в СЁ (и, Z,) изоморфна 


некоторой подгруппе в GL(n, Z/pZ), если р 2 (соотв. в СЁ (п, 2/42), если 
p=2). 

Ч 5) a) Пусть Г — компактная подгруппа BG=GL(n, Q,). Показать 
что существует сопряженная с Г подгруппа, содержащаяся в` СЕ (п, 7 р). 
(Если Т — некоторая решетка в Q; относительно Z, (Комм. aa2.,*rn. УП, 
$ 4, определение 1), показать, что ее стабилизатор в Г открыт в Г, стало. 


быть, имеет конечный индекс и р УТ есть Г-устойчивая решетка. 
ver 
6) Вывести отсюда, что С; есть объединение подгрупп, сопряженных 


с GL(n, Zp). | 
в) Вывести отсюда, что порядок всякой конечной подгруппы D в GL (и, Ор). 
делит число An (р), которое определяется формулами 


ав (р) = (p" — 1) (р"— р)... (pr —p"!), если р #2, 
a, (py 52" (2% — 1) (ar = 2)... (07-9771) вели’ p= 2. 


(В силу a) можно предположить, что D C GL (п, Z,).‘ Применить тогда уп- 
ражнение 4.) 
г) Показать, что порядок всякой конечной подгруппы в $Ё (п, Q,) делит 
р. Ay (2 
Sn (р), где Sn (р) — anit) при p~2U Sp (2) = Se) 
di 6) В этом упражнении через / обозначается простое число == 2. Если 
а — целое число =^ 0, то через v, (a) обозначается его [-адическое нормиро-- 


вание, т. €. наибольшее целое число е, такое, что а = 0 (mod /f). 
а) Пусть т — целое число > 1. Положим . 


0. если т =£ 0 (mod (1 — 1)), 
e(l, т) = v, (5) +1, если т =0 (mod(/—1)). 
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Показать, что если х — целое число, взаимно простое с /, то 
v, (x — 1) >e(l, m) 


и что здесь имеет место равенство, если образ числа X в циклической группе 
(7/127)* порождает эту группу. 
6) Пусть n — целое число > 1. Положим 


п 


r(l, п) = > г (1, m). 


m=1 
Показать, что 


enr + 


где символ [a] означает целую часть вещественного числа a. Показать, что 
если X — целое число, взаимно простое с /, то 


о, ((х" — 1) (x"—! Е: 1) ...(«&—1)>r(ln) 


и что здесь имеет место равенство, если образ числа x в (Z/l?Z)* порождает 
эту группу. | 

в) Показать, что в обозначениях упражнения 5в) есть наибольшая 
степень числа [, делящая числа a„(p) для всех простых р ~/ (или, что 
сводится к TOMY же, для всех достаточно больших р). (Применить 6) с х==р, 
затем выбрать р так, чтобы его образ в (Z//°Z)* был образующей этой группы 
{это возможно в силу теоремы об арифметической прогрессии) !).) 

г) Пусть Г — конечная подгруппа в СЕ (п, 9), и пусть le — наибольшая 
степень числа /, делящая порядок группы Г. Показать, что е < г(р, п). 
{Применить упражнение 5 для доказательства того, что Le делит все Ay (р), 
затем применить п. B).) 

д) Обратно, показать, что существует конечная 1[-подгруппа Гр в 
в СГ (п, 9), порядок которой есть Г 1") (Свести все к случаю, когда п 
имеет вид [2 (1—1), где а >0. Разложить Q” в прямую сумму /® экземпля- 


‘ров пространства Q’! и, пользуясь этим разложением, определить действие 
на 9” полупрямого произведения y » симметрической группы Sia и группы 


Е (1, п) 


а 
(2/12)! . Взять в качестве Гу „ силовскую /-подгруппу в Hy, es) 

Показать, что если п четно, то Гу, и содержится в подгруппе, сопряжен- 
ной с Sp (п, 2). 

е) “Пусть Г — конечная подгруппа в GL(n, 9), являющаяся [-группой. 
Показать, что Г сопряжена с некоторой подгруппол в Гу и. (Показать сначала 
-€ помощью редукции по подходящему модулю р, что редукция подгруппы Г 
‚есть конечная подгруппа редукции некоторой сопряженнол с Гу, и подгруппы; 
затем воспользоваться характером представления группы Г в Q*.) В част- 


ности, всякая подгруппа в СГ. (п, 9) порядка Г Е, сопряжена с Гу, п. 


Ч 7) В этом упражнении через v2 (а) обозначается 2-адическое нормиро- 
вание целого числа а. 


1) По поводу доказательства этой теоремы см., например, статью A. Sel- 
berg, Ann. of Math., 50 (1949), 297—304. (См. также 3. И. Боревич и 
И. P. Шафаревич, Теория чисел, «Наука», M. 1972, или А. Вейль, Основы 
теории чисел, „Мир“, M, 1972. — Ped.) 
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а) Пусть Г — конечная подгруппа в GL (и, О). Показать, что существует 
невырожденная положительно определенная квадратичная форма с коэффи- 
циентами в Z, инвариантная относительно Г. Вывести отсюда (тем же спосо- 
бом, что в предложениях 4 и 5), что если р достаточно велико, Г изоморфна 
некоторой подгруппе ортогональной группы О (п) над полем Fp (соотв. под- 
группе группы SO (п), если Г содержится в SL (п, Q)) 

6) Предположим, что Г содержится в $Ё (п, 9), и обозначим через 2e 
наибольшую степень числа 2, делящую порядск группы Г. Показать, что 
если п нечетно, то 2° делит числа 


bn (р) = (pr! — 1) (р — 1)... (pP? — 1) 


для всех достаточно больших простых р. (Использовать а), а также упраж- 
нение 13 в Алг., гл. IX, $ 6.) 

Показать, что если п четно, а р просто и достаточно велико, TO 2€ делит. 
наименьшее общее кратное by, (р) чисел 


(p” — 1) (р? — 1)... (p? — Пр" +1) 


(р — 1) (p"-?2 — 1)... (p? — Пр"? — 1). 


(Тот же метод, что для нечетного п.) 
в) В предположениях п. 6) положим 


n 


г (2, "+5 |+ [4] + ... —=h#n + uv (nl). 


Пусть А — целое число > 3. Показать, что 9" (2, )—! есть наибольшая степень. 
двойки, делящая числа b„(p) при р > À. (Тот же метод '), что в упражне- 
нии 6; воспользоваться существованием простого pA, такого, что 
р = 5 (тоа 8).) Вывести отсюда неравенство e < г (2, п) — 1. 

г) Обратно, пусть Cy — подгруппа в GL(n, 7), порожденная матрицами 
перестановок базисных векторов, а также диагональными матрицами с коэф- 
фициентами + 1. Порядок группы Си равен 27 и! и о. (2"n!) = r (2, п). Вывести 
отсюда, что порядок группы Го, и› определяемой как пересечение некоторой 


силовской 2-подгруппы в Си с SL(n, Z), равен 27% 9-1, 
8) Пусть п — целое число > 1. Положим 


М (п) = II р. (I, a 
1 


где произведение распространяется на все простые числа |, а числа г ([, п). 
определены в упражнениях 6 и 7. 
Тогда М (1) =2, М (2) =23.3 = 24, М (3) = 2!.3 = 48, М (4) =27.32.5=- 
= 5760. | 
Вывести из упражнений 6-u 7, что наименьшее общее кратное порядков 
конечных подгрупп в GL(n, О) (или в GL(n, 7), что сводится к`тому же}- 


равно М (и). Сделать то же для $1. (п, 9), заменив М (и) на 5 M (n). 


1) Подробности, связанные с этим и предыдущим упражнениями, CM.. 
в книгах Н. Minkowski, Gesamm. Abh., Leipzig-Berlin, Teubner, 1911 (Bd. I, 
$. 212—218), и W. Burnside, Theory of groups of finite order (2nd ed.), Camb-- 
ridge Univ. Press, 1911, р. 479—484. 
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9) Предположим, что К локально компактно. Пусть G=GL(n, К). Пусть 
С, — множество элементов EEG, оставляющих устойчивой некоторую 
решетку в К” относительно А. Пусть С. — множество элементов ge С, 
порождающих относительно компактные подгруппы в G. Пусть Сз — множе- 
ство элементов & = С, собственные значения которых в алгебраическом 
замыкании поля К равны по абсолютной величине |. Тогда G; = С. = G3 = Gy. 
(Использовать рассуждение из упражнения 5а).) 


10) Предположим, что К локально компактно. Пусть С — стандартная 
группа размерности n над К ий — мера Хаара на аддитивной группе К”. 
Показать, что |G есть одновременно левая и правая мера Xaapa на G. 
(Использовать то; что С есть проективный предел групп С (a,), а также 


Интегр., гл. УП, $ 1, предложение 7.) 


$8 


1) Отображение 2 +-> 2 из Св Сесть непрерывный, но не аналитический 
‘автоморфизм комплексной группы Ли С. 
2) Пусть G — гильбертово пространство последовательностей (A1, Ay, ...) 


вещественных чисел, таких, что > № < + oo. Рассмотрим G как веществен- 


1 
ную группу Ли. Пусть Gy — множество последовательностей (A1, Ay ...) & G, 


таких, что Am = Е при | < т< и. Группы Gy суть замкнутые подгруппы 


Ли в С и, стало быть, Н = (\Gn есть замкнутая подгруппа в G. Но эта 
п 

подгруппа вполне разрывна и не дискретна, а потому она не является под- 

группой Ли в G. 


4 3) В 9, X Q, всякое замкнутое подмножество может быть определено 


некоторым семейством аналитических уравнений. Вывести отсюда, что след- 
ствие 2 (11) теоремы 2 становится неверным, если опустить предположение 
-© конечности J. 


4] 4) Пусть @ — вещественная конечномерная группа Ли, А — подгруппа 
в С. Скажем, что элемент x из L(G) является А-допустимым, если для вся- 
кой окрестности U элемента е существует такое непрерывное отображение @ 
из (0,1) в A, что a(O)=e и a(t) Gexp(tx) U при 0<Е<1. Пусть 
h — множество А-допустимых элементов из L(G). 

a) em что D есть подалгебра Ли в L(G). (Использовать упражне- 
ние 6.) | | 

6) Пусть À — такая интегральная подгруппа в С, что L (Н) =). Пока- 
‚зать, что À < А. (Пусть J=(—1, 1), (x:1, ...,x,) — базис в D u В’наделе- 
но евклидовой нормой. Построить непрерывные отображения Up ...,@, 
из J в Аи непрерывные отображения |, ..., fr из J’ в В, такие, что для 
всякого ¢=(t),..., tr) El" 


a (hi) .. Gp (tp) = exp (| (хи)... exp (fr (№ х,), 
Ed, FOS. 


Применить затем следующую теорему: пусть | — непрерывное отображение 
из [7 B В’, такое, что |[(х) —х| < для всякого хе"; тогда | (1) 
содержит некоторую окрестность точки 0 в В!'!). 


‚ ') Это следует из теоремы Брауэра о неподвижной точке, которую можно 
найти в книге Н. Данфорда и Дж. Г. Шварца, Линейные операторы, u. I, 
-«Мир», М., 1962, стр. 506. 
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в) Вывести отсюда, что D есть касательная подалгебра к Аве. 
г) Показать, что если А линейно связна, TO A= #'), 


Ч 5) Пусть G — отделимая топологическая группа, À — замкнутая под- 
группа в С, л — каноническое отображение из G Ha G/H. Предположим, 
что Н есть конечномерная вещественная группа Ли. Существуют окрест- 
кость U точки л(е) в G/H и непрерывное отображение © из И в С, такие, 
ЧТО Лоб == 14, (Пусть о — линейное аналитическое представление группы À 


в 01. (п, В), являющееся локально гомеоморфизмом ($ 6, следствие теоремы 1). 
Пусть f— непрерывная функция >0 на G, равная | ве и обращающаяся 
в 0 вне некоторой достаточно малой окрестности У элемента е. Пусть 


ds — левая мера Хаара на Н. Для x С положим g(x) = f (xs) © ($) 1 de 


Е М, (В). Тогда g(xt)=g(x)p(t) для xeGuteH. Если V достаточно 
мала, то g(x)=EGL(n, В), коль скоро X достаточно близок к е. Наконец, 
использовать то, что доказываемая теорема справедлива локально для 
GL (п, В) ир(Н).) | | 


6) Пусть С — группа класса С’ ($5, упражнение 1), причем r>2. На 
С существует одна и только одна такая структура $ вещественной группы 
Ли, что структура многообразия класса С’, лежащая ниже $, есть данная 
структура. (Единственность структуры $ вытекает из следствия | теоремы 1. 
Пусть L(G) — нормируемая алгебра Ли, ассоциированная с @ согласно 
упражнению 2 $ 5. Существуют вещественная групускула Ли С’ и изомор- 
физм À из L(G’) на L(G) ($4, теорема 3). Как в $ 4, n° 1, проверяется, 
что существуют открытая симметричная окрестность G” элемента @g B G’ и 
отображение ф класса С’ из С” в G, такое, что Те (ф) =A и ф (51562) = 
—=o(gı) ф (52) для 51, Zo из С”. Уменьшив G”, можно считать, что V = @ (G”) 
открыта в С и что ф есть изоморфизм класса С’ многообразия G” на много- 
образие У. Стало быть, на У существует такая структура вещественной 
групускулы Ли, что нижележащая структура многообразия класса С’ есть 
данная структура. Для всякого ge G, Int g определяет аналитическое отобра- 
жение из VN(g-!Vg) на (gVg-!)NV (теорема 1). В силу предложения 18 
$ 1 на G существует структура $ вещественной группы Ли, индуцирующая 
на некоторой открытой. окрестности элемента е ту же аналитическую струк- 
туру, что и И. Используя сдвиги, получаем, что структура многообразия 
класса С’ на G, лежащая ниже $, есть данная структура.) 


7) Пусть G — вещественная группа Ли, À — замкнутая подгруппа BG. 

а) Пусть D — множество Таких хе (С), что exp (1х) = Н для всякого 
{= В. Тогда \ есть подалгебра Ли в L(G). (Использовать предложение 8 6 6.) 

6) Предположим, что Н локально компактна. Показать, что Н есть под- 
группа Лив G. (Показать сначала, что D конечномерна, доказав существо- 
вание в ) предкомпактной окрестности элемента 0. Скопировать затем дока- 
зательство теоремы 2, выбрав V2 Tak, чтобы (exp V2) ПН было относительно. 
компактным.) 


$9 
1) Пусть G=SO (3, В). Пусть A1, А. — две ортогональные прямые в R°, 
Н; — подгруппа в G, образованная вращениями вокруг A; (1=1, 2). Тогда 


[L (H,), L(H2)] есть подалгебра Ли в L(G) размерности 1, отличная от ка- 
сательной подалгебры Ли к (A), Aa) ве. 


2) Предположим, что К ультраметрично. Пусть G — конечномерная 
группа Ли, g — ее алгебра Ли, А — конечное подмножество B G. Тогда Z,(A) 


1) Подробности см. в статье М. Goto, On an arcwise connected subgroup 
of a Lie group, Proc. Amer. Math. Soc., 20 (1969), 157—162. 
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есть подгруппа Ли в С с алгеброй Ли 3, (А). (Рассуждать так же, как при 
доказательстве предложения 8.) 


3) Пусть G — вещественная или комплексная связная группа Ли. Центр Z 
группы С есть квазиподгруппа Лив С и L(Z) есть центр алгебры Ли L(G). 


4) Предположим, что поле К ультраметрическое и р >0 (в обозначе- 
ниях $ 7). Пусть G — конечномерная группа Ли, А — некоторая группа авто- 
морфизмов группы Ли G, В — соответствующая группа автоморфизмов 


алгебры Ли L(G). Пусть G* (соотв. L (G)?) — множество элементов из G 
(соотв. L(G)), неподвижных относительно А (соотв. В). Тогда G4 есть под- 


группа Ли в С с алгеброй Ли L(G)?. (Использовать логарифмическое ото- 
бражение.) 


5) Пусть С — вещественная или комплексная связная конечномерная 
группа Ли. Пусть (Go, Gi,...) — верхний центральный ряд группы С (гл. II, 
$ 4, упражнение 18) и (Я, 91 --.) — верхний центральный ряд алгебры Ли 
L(G) (гл. I, $ 1, n°6). Тогда для всякого i группа С; есть подгруппа Ли 
в С, причем L(G,)=8;- 


6) Пусть Г — вещественная нильпотентная односвязная группа Ли раз- 
мерности 3, определенная в упражнении 56) $ 4. Пусть ER — иррацио- 
нальное число и Р — дискретная подгруппа в ГХ В, образованная элемен- 
‘tamu ((0, 0, x), ax), где x=Z. Пусть G=(TXR)/P. Показать, что (G, G) 
не замкнута в G. 


7) а) Пусть G — вещественная связная полупростая группа Ли, Z — ее 
центр, о — линейное непрерывное представление группы G в комплексном 
векторном пространстве конечной размерности. Существует такое целое 
число р, что если 2е= 7, To p(z) диагонализуем и все его собственные зна- 
чения суть корни р-й степени из единицы. (Можно считать о неприводимым. 
Тогда o(z) скалярен no лемме Шура. С другой стороны, det p (2) =1 для 
всякого g= С, поскольку G = DG.) 

6) Вывести отсюда, что если С обладает линейным непрерывным конеч- 
номерным представлением, которое инъективно, то Z конечен. 


4 8) Пусть G — вещественная связная конечномерная группа Ли, 9 — ее 
алгебра Ли, и — наибольший нильпотентный идеал в 8, В = [9, 9] + и. 

а) ) есть характеристический идеал в 9; радикал алгебры Ли D есть и; 
для всякого x@h имеем Tr ad, х = 0; если Г — произвольная подалгебра 


Леви в 8, то 9 = и. 

6) Предположим, что G односвязна. Пусть Z — ее центр, À — подгруппа 
Ли в С с алгеброй Ли D, ф — канонический морфизм из G на G/H. Тогда 
@(Z) дискретна в G/H. (Группа С есть полупрямое произведение полупро- 
стой подгруппы Леви $ на радикал Ю. Пусть г= 7. Тогда г = у-\!х, где 
x=R и y принадлежит центру группы $. Существует целое число р, такое, 
что собственные значения линейного преобразования Ad, у, а, стало быть, 


и линейного преобразования Ad, х, суть корни р-й степени из единицы 


(упражнение 7). Вывести отсюда, что если N — подгруппа Ли в С с алгеброй 
Ли n, то существует окрестность U элемента е BR, такая, что U = UN = NU, 
ZN(SU)ESN = НА.) 

в) Не будем считать больше С односвязной. Пусть Н — интегральная 
подгруппа в С с алгеброй Ли №. Показать, что Н есть подгруппа Ли в С, 
которая нормальна, унимодулярна, имеет нильпотентный радикал и G/H ком- 
мутативна. (Использовать а) и 6).) | 

г) Вывести отсюда, что если (G, С) плотна в С, то радикал группы G 
нильпотентен. 
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9) Пусть G — уливерсальная накрывающая группы SL(2, В). Отожде- 
ствим с Z ядро канонического морфизма С -> SL (2, В)($ 6, упражнение 2). 
Пусть а — такой элемент из Т”, что порожденная им подгруппа всюду 
плотна в Т” (Общ. топ., 1969, гл. УП, $ 1, следствие 2 предложения 7). 
Пусть D — дискретная подгруппа в С X T”, порожденная элементом (1, a). 
Пусть H=(GXT")/D. Тогда [(Н)= 81 (2, В) Х В" и интегральная под- 
группа Н’в Н с алгеброй Ли 81 (2, В) изоморфна С и плотна в Н. Имеем 
D"H’ =H’ для всякого п >. 


4] 10) Пусть @ — вещественная или комплексная конечномерная Группа 
Ли. Пусть 
p=dim[L(G), L(G)]. 


Наделим (G,G) структурой интегральчой подгруппы в G. Существует 
такая окрестность ИУ элемента e B (G, G), что всякий элемент из И есть 
произведение р коммутаторов элементов из G. (Пусть Хь ув ..., Xp» Ур — 


такие элементы из-Ё (G), что [х» y,] образуют базис в [L(G), L(G)]. По- 
ложить для $, Zus В 


о; ($, #) = (exp A (exp tx.) (exp sy,) (exp £X,). 
Применить теорему о неявных функциях к отображению 
(51, li ...у Sp» tp) > 01 (51, li) ... Ор (Sp; tp) 


из R?P в (С, G).) 


11) Пусть G — полупрямое произведение группы В = 2/27 на К, отве- 
чающее автоморфизму £<t>— x группы Ли К. Тогда L(K) есть идеал 
в L(G) и L(B) = {0}, но (К, В) =К. 


12) Пусть (ет, e2, es) — канонический базис в КЗ. Рассмотрим на КЗ такую 
структуру нильпотентной алгебры Ли, что [en ee] = es, [e1, es] == [е›, es] =0. 
Относительно ассоциированного группового закона на КЗ (n°5) имеем 


(x, у, 2) (x’, y’, 2’) = (+ a x',y+y,z+z + > (xy’ — yx')) : 


Отображение 
(A, u, v) > (exp Aer) (exp це.) (exp v (e1 + ез)) 


‘из КЗ в С ни сюръективно (показать, что (0, 1, 1) не лежит в его образе), 
HH инъективно (показать, что (0, 1, 0) и (1, 1, —1) имеют один и тот же образ). 


13) а) Определим умножение в R° следующим образом: 
(x, у, 2). (х’, y’, 2) =(x + x’ cosz—y’ sinz, y + x’ sin z + y’ cosz, z + г’). 


Показать, что мы получаем при этом ‘вещественную разрешимую группу 
Ли С, такую, что DG = R? X {0}. Центр Z группы G есть {0} X {0} X 2nZ. 
6) Для (x, y, г) = С пусть л (x, у, 2) — отображение 


(A, в.) = (À cos z — u sin z + x, À sin z + u cos z + и) 


из В? в R?. Показать, что л есть морфизм из @ на подгруппу Ли G’ 
в аффинной группе пространства R°, порожденную переносами и вращениями 
в В?. Показать, что Ker x = Z. 

в) Отождествим канонически [Ё (С) == Т‹у, 9 9G с R°. Пусть (e, e,, ез) — 
канонический базис в R?. Показать, что [е1, &]=0, [ез, eı] > e:, [ез, er] = 
= .— €] . : 
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г) Показать, что для с == 0 
exp (a b, с) = (= (a sinc+bcosc — 6), = (— acosc + bsinc +a), с). 


Вывести отсюда, что Z exp (Ви) для всякого и = Г. (С). Показать, что ото- 
бражение exp; L(G)>G не является ни инъективным, ни сюръективным. 


14) а) Пусть @ == С1 (и, С). Показать, что отображение ехре сюръективно. 


_ {Использовать голоморфное функциональное исчисление в Спектр. Teop., гл. I, 
$ 4, n°8.) 
6) Пусть G’ =SL(2, С). Показать, что если ве С*, To элемент 


— o 
( a à из G’ He лежит в образе отображения EXPGr. 


15) а) Пусть x = 81 (2, В) и А = det x. Показать, что 


FY may ee Dr ee ag если A < 0, 
RE V—A 


cosafh 7 Va ,, если A> 0. 


VA 
| fhe 0 
6) Пусть 7=SL(2, В). Показать, что e-(, =! eH лежитв 06- 


разе отображения ехр н Тогда и только тогда, когда À > 0 или А = —1. Если 
A>0, то все однопараметрические подгруппы, содержащие g, совпадают. 


-16) Пусть G — конечномерная группа Ли. Показать, что существует ба- 
SHC (х1, «+, Xn) в L(G), такой, что exp(Rx,) есть подгруппа Ли в G для 


всякого i, (Использовать Спектр. теор., гл. II, $ 2, лемма 1.) 


Ч 17) а) Обозначим через с разрешимую вещественную алгебру Ли, до- 
пускающую такой базис (а, 6, с), что [а, 6] =c, [а, с] =- В, [b, с] =0. Обо- 
значим через 5 разрешимую вещественную алгебру Ли, допускающую такой 
базис (а, 6, с, 4), что [a, b]=c, [ас] =- В, [Ь, с] =а, la, а] =[6, а] = 
= [с, 4] =0. Пусть g — некоторая разрешимая алгебра Ли. Если g содержит 
ненулевые элементы X, у, 2, такие, что [х, у] =z и [х, 2] = — 9, то 8 содер- 
жит тогда подалгебру, которая изоморфна c или 5. (Положим а1 ==, 91 ==2, 
с1 = [, 2]; определим рекуррентно а;, b;, с; условиями а; =[aj-1 ci-ıb 
b; = [bi-1 с:—1], с; = [a;, b;]. Рассмотреть наименьшее целое число №, такое, 
что с, = | 

6) Пусть g и g* — разрешимые вещественные алгебры Ли и ф — TOMOMOP- 
физм из g на g*. Если g* содержит подалгебру, изоморфную С или В, то 8 
обладает тем же свойством. 

в) Пусть D — разрешимая комплексная алгебра Ли. Рассмотрим некото- 
рый ряд Жордана — Гёльдера для присоединенного представления алгебры 
Ли D; факторы этого ряда определяют одномерные представления алгебры 


Ли D и, стало быть, линейные формы на \. Эти линейные формы, которые 
зависят только от №, называются корнями алгебры Ли b. Если D” — разре; 
шимая вещественная алгебра Ли, то корнями называются ограничения на D 
корней алгебры Ли)" бр С. Ne 

Пусть теперь С — вещественная разрешимая односвязная конечномерная 
группа Ли, 9 — ее алгебра Ли. Показать, что следующие условия эквива- 
‚ лентны: 4) exp; инъективно; р) EXP, сюръективно; у) exp, биективно; 6) exPG 


есть изоморфизм аналитического многообразия L(G) на аналитическое MHo- 
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гообразие G; =) L(G) не содержит никакой подалгебры, изоморфной с или D; 
2) не существует факторалгебры алгебры L(G), которая содержала бы под- 
алгебру, изоморфную с; 1) всякий корень алгебры Ли 9 имеет вид ф- ip’, 
где @, @ принадлежат g* и форма @’ пропорциональна форме 9; 0) для вся- 
кого X = 9 единственное чисто мнимое собственное значение (в С) оператора 
ad x есть 0). 


18) Пусть @ — вещественная связная группа Ли, Z — ее центр, Zo — ком- 
понента единицы группы Z, 9 — алгебра Ли группы С, $ — центр алгебры 
Ли 9. Тогда Z и Zp суть квазиподгруппы Ли в С с алгеброй Ли 3 (упраж- 
нение 3). Назовем допустимой нормой на 9 норму, определяющую топологию 
алгебры Ли g и превращающую g в нормированную алгебру Ли. 

а) Каковы бы ни были г > ди 2 = $, существует допустимая норма на 9, 
значение которой в 2 строго меньше г. (Пусть 49 — некоторая допустимая 
норма на 9. Показать, что при подходящем выборе числа À > 0 функция 
хе || x || =Ag (x) + inf q(x + y) обладает требуемыми свойствами.) 

yes 
6) Показать, что следующие условия эквивалентны: 
(i) Zo односвязна; 

(ii) какова бы ни была допустимая норма на 9, ограничение отображе- 

ния ехр, на открытый шар с центром BO радиуса л инъективно; 


(iii) существует такое г > 0, что, какова бы ни была допустимая норма 
на 9, ограничение отображения exp, на открытый шар радиуса г 


с центром в 0 инъективно. 


(Для проверки импликации (111)=(1) использовать а). Для проверки 
импликации (1)=(1) предположим, что x, у лежат BG, |х| < л, |у|<л, 
X#Y, exp, X = exp, y. Тогда exp ad х =ехр ady и, стало быть ad x = ад у 
в силу предложения 17 § 6, примененного к комплексификации простран- 
ства 9. Значит, существует ненулевой ZE 3, такой, что exp„2=e; отсюда 


следует, что (1) не имеет места.) 
в) Рассмотрев группу С’ из упражнения 136), показать, что заключе- 
ние п. 6) теряет силу, если л заменено каким-либо числом > л. (В обозна- 


ser ee 13 использовать норму ae; + bes + cest+—> (a? + 5? + с?) 
на L(G’) 


19) Пусть @ — локально компактная группа, Н — замкнутая нормальная 
подгруппа в С. Предположим, что Н есть разрешимая односвязная конечно- 
мерная группа Ли и что С/Н компактно. Показать, что существует компакт- 
ная подгруппа L в С, такая, что С есть полупрямое произведение группы L 
на Н. (Провести индукцию по dim A. Рассмотреть последнюю нетривиальную 
производную группу группы Н и использовать Интегр., гл. УП, $ 3, предло- 
жение 3.) 


20) Пусть G — вещественная связная разрешимая конечномерная группа 
Ли. Введем обозначения $, S’, F, o из 6 6, n° 10, доказательство предложе- 
ния 20. 

а) Используя предложение 21, показать, что © есть изоморфизм из 5 
на некоторую подгруппу Ли вещественной группы Ли, лежащей ниже $’. 


6) Вывести отсюда, что универсальная комплексификация G группы G 


отождествляется с S’/o (F) и что каноническое отображение из С в С есть 
изоморфизм из С на некоторую подгруппу Ли вещественной группы Ли, ле- 


жащей ниже CG. 


1) Подробности см. в статье М. Saito, Sur certains groupes de Lie réso- 
Jubles, Sci. Papers of the College of General Education, Univ. of Tokyo, 
7 (1957), 1— 11, 157—168. | 


` 
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di 21) a) Пусть G — вещественная разрешимая односвязная группа Ли 
со следующими свойствами: a) L(G) имеет размерность п и существует 
коммутативный идеал размерности п — |, отвечающий некоторой подгруппе 
А в С; В) существует элемент © из центра группы G, не принадлежащей 
подгруппе А. Показать, что существует такой элемент x = L (С), что exp x == 
=o. Показать, что L(G) есть произведение некоторого коммутативного 
идеала и некоторого идегла, допускающего базис (x, а, b,, ..., ps b,)s 


такой, что а, 6, ..., а,, 6, лежат в L (А), [х, a,]=2nn,b,, [x, b]= 
= — 2nn,a, (п, = Z — {0} для всякого i). Обобщить на С результаты упраж- 


нения 13 г). | 

6) Пусть G — вещественная разрешимая односвязная конечномерная 
группа Ли. Пусть D — некоторая дискретная подгруппа центра группы G. 
Существуют базис (ху, X2, ..., Хи) в L(G) и целое число г< п со следую- 
щими свойствами: @) всякий элемент из С единственным образом записы- 
вается в виде (exp Нх!).... (ехр fnXn), где ti, ..., In лежат в В; В) элементы 
х1, +++, Xp попарно перестановочны и (exp X1, ..., ехрх,) есть базис комму- 
_тативной группы D. (Провести индукцию по размерности группы С. Пусть 
4 — максимаЛьный коммутативный идеал в L(G) и А — соответствующая 
интегральная подгруппа. Тогда А замкнута BG и DA/A есть дискретная 
подгруппа центра группы G/A, к которой можно применить предположение 


* 
индукции; это дает элементы х|,..., Хм B L(G/A) и целое число $. Для 


lis пусть 0; — некоторый элемент из D, класс смежности которого по 
модулю А есть ехр 2: Используя а), последовательно построить представи-. 
тели Xj, ..., хи элементов ri eae x: такие, что expx, =O, и [x x, |=0 
при 1 <i, j<s.)') | 

в) Вывести из 6), что всякая вещественная разрешимая связная конечно- 
мерная группа Ли гомеоморфна пространству R”X T” (т, п — целые числа 
at: 

22) Пусть С — вещественная связная конечномерная группа Ли, такая, 
что L(G) редуктивна. Имеем @ = (УХ S)/N, где V — аддитивная группа не- 
которого вещественного векторного пространства конечной размерности, 
$ — некоторая вещественная полупростая связная группа Ли и N — некото- 


рая центральная дискретная подгруппа в ИХ $. Тогда группа G/D!G изо- 


морфна V/prıN. Стало быть, G/D!G компактла тогда и только тогда, когда 
pr, М порождает векторное пространство У. 


23) а) Пусть С — вещественная коммутативчая конечномерная группа 
Ли с конечным числом связных компонент. Для компакт :OCTH @ необходимо 
и достаточно, чтобы всякое линейное аналитическое конечномерное предста- 
вление группы С в комплексном векторном пространстве было полупросто. 
(Использовать доказательство пргдложения 32.) 

6) Пусть G— комплексная коммутативная конечномерная группа Ли 
с конечным числом связных компонент и М — ядро отображения exp. Для 
того чтобы N порождало над С векторное пространство L(G), необходимо и 
достаточно, чтобы всякое линейное аналитическое конечномерное представле- 
ние группы G было полупросто. (Испельзовать a), лемму | и предложение 33.) 

24) Группа Ли $1. (2, В) связна и почти проста, но {/, —/} является 
коммутативной нормальной подгруппой в $1. (2, В). 

25) Пусть С — вещественная или комплексная односвязная почти про- 
стая группа Ли. Пусть А — нормальная подгруппа в С. Если A#G, то А 


1) Подробности см. в статье С. Chevalley, Topological structure of sol- 
vable groups, Ann. of Math., 42 (1941), 668—675. 
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дискретна и пентральна. (Использовать упражнение 8 $ 4.) Следовательно, 
факторгруппа группы С по ее центру как абстрактная группа проста. 


4 26) Пусть G — вещественная связная конечномерная группа Ли. IIpen- - 
положим, что @ обладает линейным непрерывным конечномерным предста- 
влением р, которое инъективно. Тогда (G, С) замкнуто в С. (Пусть R— pa- 
дикал группы С, $ — некоторая максимальная полупростая интегральная 
подгруппа в G. С помощью упражнения 76) свести все к случаю, когда G 
есть полупрямое произведение подгруппы $ на Ю. В силу предложения 6 
гл. I, $6, о унипотентно в (С, Ю). Стало быть, p ((G, Ю)) за лкнута в линейной 
группе и, следовательно, (С, R) замквута в G.) 


4 27) Пусть @ — вещественная односвязная разрешимая конечномерная 
группа Ли, N — наибольшая связная нормальная .нильпотентная подгруппа 
в С. Тогда С допускает инъективное линейное непрерывное конечномерное 
представление, ограничение которого на N унипотентно. (Провести индукцию 


‘по размерности группы G. Использовать предложение 20, а также гл. I, $ 7 


теорема |.) !) 


4 28) a) Пусть k — поле характеристики 0, L — алгебра Ли размерности п 
над А, Li — ее подалгебра размерности п —1, не содержащая никакого не- 
нулевого идеала алгебры Ли Г и а, — элемент из L, не принадлежащий Li. 
Для i=2, 3,... определим последовательно подпространства L; из условий, 
что L; есть множество таких х © L;-1, что [х, u] = Lj-;. Положим L;=L 
при {< 0. Показать, что [L;, L;] CL;+7-ı (применить индукцию по i + j), 
затем, что [; есть подалгебра в L коразмерности i при 0 << п (приме- 
нить индукцию по à). 

6) При 0 < i < п выберем в L, элемент а,, не принадлежащий L,,,, так 


что [a, а i] = a; (mod L,). Показать с помощью индукции по парам (i, |), 
упорядоченным лексикографически, что если ON i<j<n, TOi+j—l<nu 


[a, a]=(j—i)a,,;_,(mod£L;,;). 


в) Вывести отсюда, что либо L имеет размерность 1, либо L не комму- 
тативна и имеет размерность 2, либо L изоморфна 31 (2, Е). 

г) Пусть А — вещественная конечномерная алгебра Ли. Подалгебра В 
в А называется продолжимой, если существует такая подалгебра В, > В, 
что dim В, = dim В + 1. Обозначим через R’(A) пересечение всех непро- 
должимых подалгебр в А. Обозначим через Ю (А) наибольший идеал в 


А, который, как А-модуль, допускает композиционный ряд, все факторы 
которого имеют размерность 1. 

Показать, что R’ (А) есть характеристический идеал в А. (Заметить, что 
R’ (A) устойчив относительно Ant (A).) 

д) Показать, что R’ AD R(A) и что R’ (A/R (A)) = В’ (А)/Ю (A). 

е) Показать, что если В — некоторая подалгебра в А, то R’ (В) > В’ (А) ПВ. 

x) Если А разрешима, то В” (А) = (А). (В силу д) можно предполо- 
жить, что А (4) = {0}. Допустим, что R’ (A) = {0}. В силу г) существует 
минимальный ненулевой идеал J алгебры А, содержащийся в R’ (A). Исполь- 
sya е) и гл. I, $ 5, следствие | теоремы 1, показать, что Ап Г —1, и мы 
получим противоречие.) 

3) Пусть Р— радикал в R’(A), В- полупростая алгебра в A, 
C=P-+B (это подалгебра в А в силу г)). Используя x), показать, что 
ad„B приводится к треугольной форме в подходящем базисе алгебры Р. 


Заключить отсюда, что [Р, В] = {0}. 


1) Подробности, касающиеся инъективных линейных представлений груп- 
fe см. в книге G, Hochschild, The structure of Lie groups, Holden-Day, 
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и) R(A) есть радикал алгебры R’(A) (Использовать д), e), x), 3) и 
разложение Леви алгебры А.) Пусть R’ (А) = R (А) ФТ — разложение Леви 
R’ (А). В силуз) R’ (А) =R (А) XT. Имеем R(T) = {0}. Применяя в) к про- 
стым факторам алгебры Т, заключить, что Т == {0}. Таким образом, доказано, 
что А (А) = А” (А). 

к) Пусть @ — вещественная связная группа Ли с алгеброй Ли А. Пусть 
$ (С) — множество подгрупп N CG, обладающих убывающей системой под- 
групп (Nm, Мт-ь -.., No) со следующими свойствами: № == М, No = {е}, 
всякая N; есть связная нормальная подгруппа Ли в Си dimN;/N;-;=1 
при всех i > 0. Показать, что интегральная подгруппа АР (С) в С, отвечаю- 
man подалгебре Ли Ю (А), есть наибольший элемент в Я (С). (Провести ин- 
дукцию по dim R (А). Пусть J — идеал в А размерности 1, N — соответствую- 


wad интегральная подгруппа в С. Профакторизовать по N. Если N не зам- 
кнута, использовать упражнение 21а) из $ 6.) 

л) Подгруппа Ли Н CG называется продолжимой, если существует такая 
подгруппа Ли Н,>Н, что dimA,=dim Н +1. Обозначим через В’ (G) 
пересечение всех связных подгрупп Ли в С, которые не продолжимы. 

Пусть В — непродолжимая подалгебра в А. Показать, что соответствую- 
щая интегральная подгруппа в С замкнута. (Использовать предложение 5.) 
Вывести отсюда, что L(R’(G)) < R (А), что влечет за собой Ю’ (6) = В ((). 

м) Показать, что В (G) = В’ (С). (Привести все к случаю, когда Ю’ (С) = {e}. 
Использовать тогда упражнение 22 из $ 6.) !). 


4] 29) Мы говорим, что вещественная группа Ли G принадлежит типу (N), 
если она конечномерна, нильпотентна и односвязна. Если G — такая группа 
и g — ее алгебра Ли, TO exp: ¥+—>G является изоморфизмом, коль скоро g 
наделена структурой группы, определяемой законом композиции Хаусдорфа 
(см. гл. II, $ 6, n° 5, замечание 3). Обозначим через log: @ > 8 обратный , 
изоморфизм. | 

- а) Пусть У — векторное О-подпространство в 8. Доказать эквивалент- 
ность следующих условий: 

(i) У есть 9-подалгебра Ли в 9; 

(ii) exp (И) есть подгруппа в С. (Использовать упражнение 5 из $ 6 
гл. П 

Для того чтобы подгруппа Н в С представлялась в форме ехр (У), где 
У — некоторое векторное О9-подпространство в 9, необходимо и достаточно, 
чтобы Н была изолирована BG (гл. II, $ 4 упражнение 14), т. е. чтобы из 
соотношений хе С, x° Н, п == 0 следовало бы, что x € À (там же). Ec- 
ли это имеет. место, показать, что Н является интегральной подгруппой 
в С в том и только в том случае, если log (Н) есть В-подалгебра Ли в 9. 

6) Пусть У есть О-подалгебра Ли в Q конечной размерности т. 
(Ei, ..., Em) — ее базис над Q и Л — аддитивная подгруппа в И, порожденная 
El, ..., Em. Используя полиномиальность закона композиции Хаусдорфа, 
показать, что существует такое целое число d >21, что для всякого деля- 
щегося на него ненулевого числа г множество exp(rA) есть подгруппа в G, 
Пусть 4 — такое число и г — некоторое его кратное. Показать, что exp (rA) 
дискретна тогда и только тогда, когда (е1, ..., ет) — свободное семейство 
над R, т. е. когда каноническое отображение из V © В в $ инзективно. 


Предположив, что это именно так, показать, что G/exp (rA) компактно тогда 
и только тогда, когда У Фо В > 9 биективно, т. е. когда У есть Q-dopma 
алгебры ©. (Для доказательства достаточности этого условия провести индук- 


©: 


цию по классу нильпотентности алгебры 9.) 


1) Подробности см. в статье J. Tits, Sur une classe de groupes de Lie 
résolubles, Bull. Soc. Math. Belg., 11 (1959), 100—115; 14 (1962), 196—209. 
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в) Обратно, пусть Г — дискретная подгруппа в С, Г — ее изолятор BG 
(гл. II, там же) и gr = log (Г) — Q. log Г — соответствующая @-подалгебра 
Ли. Предположим, что R.gp=gJ, т. е. что Г He содержится ни в какой 


интегральной подгруппе в С, отличной от С. Пусть г — элемент 1 из цен- 
тра группы Ги x = 108 2. Показать, что X принадлежит центру алгебры 8. 
Если X=exp (Вх), показать, что Х/(ГПХ) компактно и образ группы 

в С/Х дискретен. Вывести отсюда с помощью индукции по dimG, что G/T 
компактно и Gp есть 9-фэрма алгебры 9. Если Л — решетка в Gp, показать, 


что существует такое целое число 45-0, что Г содержит exp(dA) и что 
тогда индекс подгруппы exp(dA) в Г конечен. 

Пусть À — интегральная подгруппа в С с алгеброй Ли 3. Показать, что 
Н/(НПГ) компактна тогда и только тогда, когда ) рациональна относительно. 
О-структуры Fr (в частности, если D является одним из членов нижнего или 
верхнего центрального ряда в 9). 

г) Пусть Г — дискретная подгруппа в G, Н — наименьшая интегральная 
подгруппа в G, содержащая Г, и h — ее алгебра Ли. Показать, что H/T кэм- 
пактно, Fp Wo В -> Q инъективно, a его образ совпадает с D. (Применить в) 
к нильпотентной группе Н.) 

д) Пусть Г — дискретная подгруппа в G. Показать, что существует 
базис (x1, ..., Ха) в L(G) со следующими свойствами: 


(i) если i (1,4), то Вх; +... + Rx, есть идеал tt; в Re,_,+..:+ Вх; 
(ii) существует p & (1, 49), такое, что Г есть множество произведений 


exp (MpXp) EXP (Mp+1Xp+1) +++ EXP (таха), 


где Mp, ..., Mg принадлежат 7. 

(iii) если G/T’ компактно, то {N}, Na, ..., Иа} содержит все члены ниж- 
него центрального ряда алгебры 9. (Используя г) и предложение 16, свести 
все к случаю, когда С/Г компактно. Провести далее индукцию по dim G, 
применяя в).) 

30) Привести пример вещественной нильпотентной алгебры Ли размер- 
ности 7, не обладающей базисом, в котором структурные константы были бы 
рациональны (см. гл. I, $ 4, упражнение 18). Вывести отсюда, что в соответ- 
ствующей группе типа (N) (упражнение 29) нет дискретных подгрупп с ком- 
пактным фактором. (Использовать упражнение 29.) | 


31) Пусть @ и С” — две группы Ли типа (N) (упражнение 29), и пусть 
Г — дискретная подгруппа в С, такая, что С/Г компактно. Показать, что 
всякий гомоморфизм f: [> G’ единственным образом продолжается до мор- 
физма группы Ли G в группу Ли С’ (начать с продолжения гомоморфизма f 
на изолятор Г группы Ги получить отсюда гомоморфизм @-алгебры Ли 


log (Г) в алгебру Ли группы G’; см. упражнение 29). 


32) Пусть @ — группа Ли типа (N) (упражнение 29) и Г — дискретная 
подгруппа в С. Доказать эквивалентность следующих условий: 

a) G/T ‘компактно; 

6) объем пространства G/T (относительно ненулевой положительной С-инва- 
риантной меры) конечен; | 

в) всякая интегральная подгруппа в G, содержащая Г, равна G. 
(Использовать упражнение 29.) 


4 33) Пусть Г — группа. Доказать эквивалентность следующих условий’ 

а) Г нильпотентна, не имеет кручения и имеет конечный тип; 

6) существует группа Ли типа (N) (упражнение 29), содержащая Г в ка- 
честве дискретной подгруппы; | 
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в) существует группа Ли G типа (N) (упражнение 29), содержащая Г 
в качестве такой дискретной подгруппы, что G/T компактно. 

° (Эквивалентность условий 6) и в) следует из упражнения 29. Имплика- 
ция B)= >a) доказывается индукцией no dim G методом упражнения 298.) Для 
проверки импликации а) =>в) показать сначала, что О-алгебра Ли, ассоцииро- 
ванная с изолятором группы Г (см. гл. II, $ 6, упражнение 4), имеет конечную 
размерность, затем взять тензорное произведение этой алгебры с R и соответ- 
ствующую группу типа (N).) 


34) Пусть С — веществечная _ или комплексная связная конечномерная 
группа Ли, о — ее линейное аналитическое представление в комплексном вектор- 
ном пространстве У конечной размерности. Предположим, что о полупросто. 
Группа G действует автоморфизмами в алгебре $ (V*) полиномиальных функ- 
ций на И. 

a) Пусть $ (V*)? — множество С-инвариантных элементов из $ (V*). Су- 
ществует проектор р из S(V*) на $ (У*)9, коммутирующий с действием 
группы G u ‚переводящий в себя всякое С-устойчивое векторное подпростран- 
ство в $ (V* 

6) Пусть I, J — идеалы в S(V*), устойчивые относительно С. Пусть А 
(соотв. В) — множество нулей идеала | (соотв. 7} 3 à Предположим, что 
АПВ =). Существует тогда: (- -инвариантный элемент и & /[, такой, что и = | 
в В. (В силу Комм. ane., $ 3, n° 3, предложение 2, существуют такие vel 
n w & J, что vu + w =1. Пусть u р — pv. Показать, что и обладает требуемыми 
свойствами.) 


35) !) Пусть G — компактная подгруппа в GL (п, В). 

а) Пусть A, В — две различные С-орбиты в В”. Существует С-инвариант- 
ная полиномиальная функция u на В”, такая, что и — 1 на А и и=0 на В. 
(Существует непрерывная вещественная функция о на В”, такая, что v=] 
на À, о =0 на В. В силу теоремы Стоуна — Вейерштрасса, существует поли- 
номиальная функция © на В”, такая, что |u—w]<!/3 на AUB. Получить 
отсюда и с помощью интегрирования относительно ‘нормализованной меры 
Хаара на С.) 

6) Пусть x == ВП. Тогда Gx есть множество нулей в В” некоторого конеч- 
ного числа С@-инвариантных полиномов. (Использовать a) и следствие 2 тео- 
ремы 1, n° 8.) 


35) В группе SL (2, R) в виде (а, 65), где а, b принадлежат SL (2, В), предста- 
вимы все элементы, кроме — /[. 

37) Пусть С — вещественная компактная группа, G’ — вещественная 
связная конечномерная группа Ли. Предположим, что L(G) проста. Пусть 
о: @ > G’ — гомоморфизм абстрактных групп. Предположим, что существует 
такая окрестность У элемента e, в G, что p(V) относительно компактно. 
Тогда р непрерывен. (Пусть У’ — некоторая окрестность элемента eg B G”, 
Пусть У” < У” — окрестность элемента @g,, такая, что 


GG eV" x, Bovis y, = p (V) при | < ‚<> (П = (и, x) xj! ev’), 


где и = dim G. Можно предполагать, что о нетривиально. Тогда Ker р конечно 
в силу упражнения 25. Следовательно, группа о (G) не счетна, а потому не 
дискретна. Найдется элемент g EG, такой, что его централизатор не открыт 


1) В оригинале утверждение а) ошибочно формулируется для ты. 
ных непересекающихся компактных С-устойчивых подмножеств Аи В в en 
Прим. перев. 
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и p(g)= V”. Используя упражнение 9 из $ 4 и его обозначения, получаем, 
что о(М (5, п, V)) CV’ и М (65, м, И) есть окрестность элемента есв С.) 


38) Пусть G — вещественная конечномерная группа Ли, Go — ee компо- 
нента единицы. Рассмотрим следующее свойство: (F) Аа (С) замкнута 
в Aut L(G). 

Показать, что С обладает свойством (F) в каждом из следующих случаев: 

(1) G связна и нильпотентна; 

(11) всякое дифференцирование алгебры Ли [ (С) внутреннее; 

(iii) Go обладает свойством (F) и G/G, конечна; 

(iv) G есть верхняя треугольная группа; 

(v) Go полупроста. 

39) Пусть G — вещественная связная конечномерная группа Ли, Н — инте- 
гральная подгруппа B G, À — ее замыкание в С. Препположим, что Н обла- 
aaer свойством (Р) (упражнение 38). 

а) Пусть x € À. Тогда L (Н) устойчива относительно Ad; (qx (n° 2, предло- 


жение 5); пусть и (x) — его ограничение на L (Н). Тогда u (Н) = Ady m (Н). 
{Заметить, что Ad, m (H) плотна в и(Н), и применить свойство (F).) 

6) Пусть С — центр группы Я. Имеем Н =С. Н, и С является замыка- 
нием центра группы À. (В силу a) для всякого x Е À существует такой y € À, 
что Ady (ух = Ad; (ну. Тогда Ad, m (x "1y) есть тождественное преобразова- 
ние и, стало быть, x уе Z5 (Н) ux Ён (A). Н. По непрерывности ZF (A) 


совпадает с С. Группа С замкнута BH, а потому в С; следовательно, СПН CC. 
Пусть хеЕС. В À существует такая последовательность (хи), что хи стре- 
мится к x. Тогда Ad; (нух„ стремится к 1, и, следовательно, существует такая 


последовательность (Уи) BH, что y, стремится кеи Ad, (74, Ady (н)хи. Тогда 
gx, ЕСПН их. 


в) Равенство Н = Н имеет место тогда и только тогда, когда центр группы Я 
замкнут в С. (Использовать 6).) 


стремится к х.) 


40) Пусть Н — вещественная конечномерная группа Ли, Ну — ее компо- 
нента единицы. | 

a) Предположим, что Но удовлетворяет условию (F) упражнения 38, Н/Но 
конечна и центр группы Hy компактен. Пусть G — вещественная конечномер- 
ная группа Ли и j: Н> С — непрерывный гомоморфизм с дискретным ядром. 
Тогда | (Н) замкнута BG. (Все сводится к случаю, когда À связна. Поскольку 
ядро гомоморфизма | дискретно, центр группы [(Н) есть образ относительно | 
жентра группы À (лемма 1), и, стало быть, он замкнут в G. Применить упражне- 
ние ЗЭв).) 

G6) Предположим, что Но полупроста и что Н/Но конечна. Тогда образ 
группы Я в произвольном линейном непрерывном конечномерном представле- 
нии замкнут в линейной группе. (Применить а) и упражнение 76).) 


41) Пусть С — вещественная связная конечномерная группа Ли, po: G> 
— GL (п, С) — непрерывный гомоморфизм с конечным ядром. Тогда группа 
о ((С, G)) замкнута в GL(n, С). (С помощью упражнений 76) и 40а) сведем 
все к случаю, когда группа С есть полупрямое произведение некоторой полу- 
простой группы $ и своего радикала À. Всякий элемент из р ((G, R)) унипо- 
тентен и, стало быть, 0((С, Ю)) замкнута. Векторное подпространство И! непо- 
движных точек группы P ((G, R)) отлично от {0}. Оно устойчиво относительно 
о (@). Рассматривая факторпространство C”/V, и проводя индукцию по п 
< использованием полной приводимости действия группы о ($), мы получаем 
разложение С" =, ©... DV, где всякое пространство И; устойчиво отно- 


15* 
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сительно о (3) и где р ((С, R))(V;) = Vi® ... DV; для всякого i. С дру- 
гой стороны, p(S) замкнута (упражнение 406)). Наконец, p((G, G)) = 
= p (S).p ((G, R)).) 


42) Пусть С — вещественная связная конечномерная группа Ли. Предпо- 
ложим, что С обладает инъективным линейным непрерывным представлением 
о: @ -> GL (и, С). Тогда G допускает линейное представление о: G -> GL (n’, С), 
которое отображает С гомеоморфно на некоторую замкнутую подгруппу’ 
в GL (n’, С). (В силу упражнения 41 ф ((G, С)) замкнута в GL (п, С) u, стало быть, 
(С, G) замкнута в G. Пусть р: G>G/(G, G) — канонический гомоморфизм и 
т — инъективное линейное представление связной коммутативной группь 
G/(G, С), имеющее замкнутый образ. Положить в = р @ (тэр).) 


$ 10 


1) Пусть @ — вещественная связная конечномерная группа Ли. Показать» 
что каноническое отображение из AutG в Aut (Z (@)), вообще говоря, не 
сюръективно (взять @ =Т). 


2) Предположим, что К = Ор. Пусть @ — конечномерная группа Ли. Пока- 
зать, что следующие условия эквивалентны: 

а) существуют такие ху, X2, ..., Хи В G, что подгруппа, порожденная мно- 
жеством {х1,..., Хи}, Плотна в G; 

6) С порождена некоторым компактным подмножеством. 

(Для доказательства импликации б)=>а) заметить, что если (61, ..., еп) — 
базис > L(G), To (exp Zpe1) (exp Zpe2) ... (exp Zpen) есть окрестность эле- 
мента е. 


_ 3) Пусть @ — множество таких пар (x, у) = О’ X Ор, что |у|<:1. Это 
открытая подгруппа в Qp X Ор. Имеем L(G)=Q,X Qp. Пусть а — инфини- 
тезимальный автоморфизм (x, и) +-> (0, x). Тогда заключение предложения $ 
не выполняется. 

4) Пусть К — квадратичное расширение поля О’, и пусть ®= К —Qp. 
Рассмотрим G=Q, +Z,® как группу Ли над К. Единственными ee авто- 


морфизмами являются отображения (x, у) +-> (Ах, Ay), где A обратим в Zp, 
Множество этих автоморфизмов нельзя наделить структурой группы. Ли над К. 
обладающей свойствами, указанными в теореме 1. | 


Be 


ИСТОРИЧЕСКИЙ ОЧЕРК 
К ГЛАВАМ I-III 


I. Генезис 


Теория, которую в течение почти целого века называют 
„теорией групп 'Ли“, создана по сути дела одним математи- 
ком — Софусом Ли. 

Прежде чем приступить к и истории этой науки, 
мы коротко резюмируем различные более ранние исследования, 
которые подготовили ее развитие. 


а) Группы преобразований (Клейн — Ли, 1869—1872) 


Около 1860 г. начинает развиваться и находить применения 
теория групп подстановок конечного множества (Ceppe, Кроне- 
кер, Матье, Жордан). В To xe время, благодаря теории инва- 
риантов, которая тогда переживала подъем, математики освои- 
лись с некоторыми бесконечными множествами геометрических 
преобразований, устойчивых относительно композиции (а именно 
< линейными или проективными преобразованиями). Но, по-види- 
мому, до работы Жордана [УП] 1868 г. о „группах движений“ 
{замкнутых подгруппах группы перемещений трехмерного евкли- 
дова пространства) связь между этими двумя направлениями 
не была осознана. 

В 1869 г. молодой Феликс Клейн (1849—1925), ученик Плю- 
кера, завязывает дружбу в Берлине с норвежцем Софусом Ли 
(1842—1899), который на несколько лет старше его и с которым 
его сблизил общий интерес к „геометрии прямых“ Плюкера, 
а именно к теории комплексов прямых. Примерно в то же время 
к Ли приходит одна из самых его оригинальных идей — введение 
понятия инварианта в анализ и дифференциальную геометрию, 
одним из источников которой явилось его наблюдение, что все 
классические методы интегрирования дифференциальных уравне- 
ний „в квадратурах“ основаны на инвариантности уравнения 
относительно некоторого „непрерывного“ семейства преобразо- 
ваний. Первая работа (отредактированная Клейном), где Ли ис- 
пользует эту идею, относится к 1869 г. Ли изучает здесь „комп- 
лекс Рея“ (множество прямых, пересекающих плоскости, огра- 


f 
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ничивающие тетраэдр, в 4 точках, находящихся в данном двойном 
отношении), а также кривые и поверхности, касательные прямые 
к которым принадлежат этому комплексу [III, а)]. Его метод, 
основан на инвариантности комплекса Рея относительно трех- 
параметрической коммутативной группы (максимального тора 
в PGL (4, C)), оставляющей на месте вершины тетраэдра. Эта же 
идея преобладает в работе Клейна и Ли, которую они написали 
вместе в Париже весной 1870 г. [I, a)]. В ней они находят, по 
сути дела, связные коммутативные подгруппы проективной 
группы плоскости PGL (3, С) и изучают геометрические свойства 
их орбит (называя их кривыми или поверхностями У). В резуль- 
тате они единообразным путем получают свойства различных 
алгебраических или трансцендентных кривых, таких, как кри- 
вая и==сх" или логарифмические спирали. Оба они единодушно 
подчеркивают, сколь глубокое впечатление произвели на них 
теория Галуа и теория Жордана (комментарий Жордана к тео- 
рии Галуа появился в Math. Annalen в 1869 г.; впрочем, Ли впер- 
вые услышал о ней в 1863 г.). Клейн, который в 1871 г. начинает - 
проявлять интерес к неевклидовым геометриям, видит в них 
исходную точку своих поисков принципа классификации всех 
известных геометрий, поисков, которые приведут его в 1872 г. 
к „Эрлангенской программе“. Со своей стороны, Ли в письме 
к А. Майеру в 1873 г. [Ш, т. У, стр. 584] датирует временем 
пребывания в Париже возникновение своих идей, касающихся 
групп преобразований. В работе 1871 г. [III, b)] он уже поль- 
зуется самим термином „группа преобразований“ и точно форму- 
лирует проблему нахождения всех подгрупп („непрерывных или 
разрывных“) в GL(n, С). По правде говоря, оба, Клейн и Ли, 
должны были испытать определенные трудности при углублении 
в эту новую сферу математики, и Клейн говорит о только что 
появившемся тогда трактате Жордана как о „книге за семью 
печатями“ [II, стр. 51]. В другом месте он пишет по поводу ра- 
бот [I, a) и b)]: „Именно Ли принадлежит все, что связано с эври- 
стической идеей непрерывной группы операторов, в частности все, 
что касается интегрирования дифференциальных уравнений, обык- 
новенных или с частными производными. Все понятия, развитые им 
позднее в его теории непрерывных групп, в зародыше у него уже 
имелись, но были столь мало разработаны, что мне в ходе долгих 
бесед приходилось спорить с ним по многим вопросам, поначалу, 
например, по поводу самого существования кривых У“ [П, стр. 415]. 


6) Инфинитезимальные преобразования 


Концепция „бесконечно малого“ преобразования восходит по 
меньшей мере ко времени возникновения исчисления бесконечно 
малых. Известно, что Декарт открывает мгновенный центр враще- 


ИСТОРИЧЕСКИЙ ОЧЕРК К ГЛАВАМ 1—П1 455 


ния, предположив, что „в бесконечно малом“ всякое плоское 
движение может быть уподоблено некоторому вращению; разра- 
ботка аналитической механики в ХУШ веке целиком основана 
на сходных идеях. В 1851 г. Сильвестр, пытаясь построить ин- 
варианты линейной группы GL (3, С) или некоторых ее подгрупп, 
придает параметрам 2;, фигурирующим в матрицах‹ этой группы, 
„бесконечно малые“ приращения вида а, 4ЁР и записывает усло- 
вие инвариантности некоторой функции | ((2;)) уравнением 


f((z; + a; dt)) =f ((z;)). Это дает ему для f линейное уравнение 
с частными производными Xf —0, где 


ХУ} (1) 


X является, таким образом, дифференциальным оператором, 
„производной вдоль направляющих параметров a,“ [У, т. 3, 
стр. 326 и 327]. Кажется, что Сильвестр чувствует, что здесь 
проявляется некоторый общий принцип большой важности, 
но, судя по всему, больше он не возвращается к этому вопросу. 
Чуть позже Кэли [VI, т. Il, стр. 164—178] применяет анало- 
гичный прием в связи с инвариантами группы SL(2, С) в He- 
которых ее представлениях и показывает, что эти инварианты 
суть решения двух уравнений с частными производными Af — 0, 
Yj =0, где X и У получаются, как выше, исходя из „бесконечно 
малых“ преобразований 
( 0 + & 7 
20/00 69° 

В современных терминах это объясняется тем фактом, что 
X и Y порождают алгебру Ли 81(2, С). Отметим, что Кэли явно 
вычисляет коммутатор ХУ — УХ и показывает, что он также про-. 
исходит из некоторого „бесконечно малого“ преобразования. 

В своем мемуаре 1868 г. о группах движений [УП] Жордан 
повсеместно пользуется понятием „бесконечно малого преобра- 
зования“, но исключительно с геометрической точки зрения. 
Без сомнения, именно у него возникает идея однопараметриче- 
ской группы, „порожденной“ некоторым бесконечно малым пре- 
образованием: для Жордана это множество преобразований, 
получающихся в результате „повторения надлежащим образом“ 
бесконечно малого преобразования (там же, стр. 243). Клейн 
и Ли в своем мемуаре 1871 г. применяют тот же оборот: „повто- 
ренное бесконечно малое преобразование“ [I, b)], но из контекста 
ясно, что они понимают под этим интегрирование некоторой диф- 
ференциальной системы. Если рассматриваемая ими однопара- 
метрическая групца образована преобразованиями x’ =} (x, и, t),. 
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y = g(x, у, t), то соответствующее „бесконечно малое преобра- 
зование“ задается формулами | 


dx=p(x, y)dt, dy=q(x, y)dt, 


д д 
где p(x, y= (x, у, to), g(x, у) = (x, у, to) и lo отвечает тс- 


ждественному преобразованию в группе. Поскольку явный вид 
функций f u g Клейну и Ли известен, для них не составляет 
труда проверить, что функции 


tr>f(x,y,t) и tr>g(x, y, t) 


задают в параметрической форме интегральную кривую диф- 
ференциального уравнения 


4 (Е, 1) 4 ==р (5, т) ат, 


проходящую через точку (X, у). Они, однако, не подводят под 
этот факт никакой общей базы, и в оставшейся части мемуара 
он больше не используется. 


8) Контактные преобразования 


В течение последующих двух лет Ли, по всей видимости, 
оставляет занятия теорией групп преобразований (хотя и под- 
держивает тесную связь с Клейном, который публикует в 1872 г. 
_ свою „Программу“) с тем, чтобы изучать контактные преобразо- 
вания, интегрирование уравнений с частными производными пер- 
вого порядка и связи между этими двумя теориями. Мы не ста- 
вим своей целью изложить здесь историю этих вопросов и кос- 
немся только некоторых моментов, которые, как нам кажется, 
сыграли важную роль в генезисе теории групп преобразований. 

Понятие контактного преобразования обобщает одновременно 
точечные преобразования и преобразования посредством взаим- 
ных поляр. Грубо говоря, контактное преобразование !) в С”. 
есть изоморфизм некоторого открытого подмножества ©} много- 
образия T’(C”) кокасательных векторов к С” на другое открытое 
подмножество ©” в T’(C”), переводящее каноническую 1-форму 
на © в такую же форму на ©’. Другими словами, если (X, ..., Хи, 


1) Мы говорим здесь об „однородных“ колтактных преобразованиях. Pa- 
нее изучение уравнений типа (2), в которых, однако, F зависит также от 2, 
нривело Ли к рассмотрению контактных преобразований с 2n + 1 перемен- 
ными 2, Xp, ..., Хи, Pis +++) Ри M задаче нахождения 2n +2 функций Z, Pj, 
Х; (1<i<n) и о (эта последняя #0 в каждой точке), таких, что dZ — 


— > P;dX;=0 (> — У, pidxi) . Этот кажущийся более общим случай, впро- 
i i : 


чем, легко сводится к „однородному случаю“ [IV, т. 2, стр. 135—146]. 


TH = zn m = = 7a RIDE ee ET ae Е ee ЕЯ Е RE et Me A ah р EN tS SAV р ee, Te ne arte apie ST ee “er HT 5) 
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Pi, ..., Pn) обозначают канонические координаты Ha Т”’(С”), то 
контактное преобразование есть изоморфизм (X;, p;)+>(X,, P;), 
п 


n 
’ удовлетворяющий соотношению >. P,dX; =), р; dx;. Такие пре- 
i=l i=l 


образования возникают при интегрировании уравнений с ча- 
стными производными вида 


Oz Oz 
F(x, bom aes See ren). (2) 
В процессе исследования этих вопросов Ли освоился со скобками 
Пуассона 
п 
== 08 of Of 
(Г, =) (a др, Ox; др; (3) 


и с коммутаторами !) [Х, У] = ХУ — УХ дифференциальных опера- 
торов типа (1). Он интерпретирует скобку Пуассона (3) как 
результат действия Ha | преобразования Типа (1), ассоциирован- 
ного с g. В связи с этим он замечает, что тождество Якоби 
для скобок Пуассона выражает тот факт, что коммутатор диф- 
ференциальных операторов, отвечающих функциям g u A, COOT- 
ветствует скобке (5, Af). Отыскание функций g, таких, что 
(Е, 6) =0, служившее в методе Якоби средством интегрирования 
уравнения с частными` производными (2), применяется Ли к Ha- 
хождению инфинитезимального контактного преобразования, со- 
храняющего данное уравнение. Наконец, Ли приходит к изучению 
семейства функций (u,), <j<m OT переменных X; и рь, характери- 
зуемых тем, что скобки (и;, и,) суть функции от функций Up, 
и называет эти множества (рассматривавшиеся, по существу, — 
уже Якоби) „группами“. 


II. Непрерывные группы и инфинитезимальные 
преобразования 


Осенью 1873 г. Ли внезапно возобновляет изучение групп 
преобразований и получает основные результаты. Насколько 
возможно проследить ход его рассуждения в нескольких пись- 
мах к А. Майеру в 1873—1874 гг. [Ш т. 5, стр. 584—608], он 


1) Эти коммутаторы возникали уже в теории Якоби—Клебша „полных 
систем“ дифференциальных уравнений с частными производными первого 
порядка Х jf = 0 (1< ] <r). Последнее понятие эквивалентно понятию „вполне 
интегрируемой системы“ Фробениуса. Фундаментальная теорема (равно- 
сильная „теореме Фробениуса“), характеризующая эти системы, состоит 
в том, что коммутаторы [X;, X;] должны быть линейными комбинациями 
{с переменными коэффициентами) операторов Ak. 
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отправляется от „непрерывной группы“ преобразований над п. 
переменными 


My =F, (Kp Я» A... A) 1151), (4) 


эффективно |) зависящих OT г параметров A, ..., а,. Он за- 
мечает, что если преобразование (4) становится тождественным 
преобразованием для значений a?, ..., а параметров”), то члены 


первого порядка разложения в ряд Тейлора функций 


fs (% ee ey x? а +2 ть a +2,)= 
ut 2 2ьХы (is eee, Xn) + ЕЕ - (0) 


определяют следующее бесконечно малое преобразование „общего 
вида“, линейно зависящее от г параметров Z;: 


dx; — (Ske (x: coe x) dt (1 Si = п). (6) 


Действуя, как в своем совместном с Клейном мемуаре, Ли ин- 
тегрирует дифференциальную систему 


dé: den | | 
и (7) 
D zh À py (Ey +++» би) 2. ZX pn (Es * > Sn) 


что дает ему для всякой точки (2,,..., 2,) однопараметриче- 
скую группу | 
b> 0) = Br ( + Ko Zoe Spt) (153151), (8) 


такую, что 8, (х1,..., Xp, Zi ces Zn 0) = x; для всякого À. Иску- 
сным приемом, используя тот факт, что преобразования (4) 
образуют множество, устойчивое относительно композиции, он 
показывает, что однопараметрическая группа (8) является под- 


1) Ли понимает под этим следующее: функции fj; нельзя выразить по- 
средством меньшего, чем г, числа некоторых функций от параметров a,; другая 


формулировка: якобиева матрица. (0j;/9a;) имеет ранг г в точках „общего 


положения“. 

2) В первых своих заметках Ли полагает, что умеет доказывать а priori 
существование тождественного преобразования и обратных элементов во всяком 
множестве преобразований (4), устойчивом относительно композиции. Впослед- 
ствии он признает, что его доказательство было некорректно, и и Энгель пред- 
ставил ему контрпример, приведенный в [IV, т. 1, $ 44]. Tem не менее Ли 
показывает, как приводить „непрерывные“ системы (4), устойчивые относи- 
тельно композиции, к групускулам преобразований: такая система имеет вид 
Geh, где С — некоторая групускула преобразовалий и À — некоторое пре- 
образование системы [IV, т. 1, теорема 26, стр. 163; т. 3, BE 46, стр. 572]. 


= _ - bs ne nen nenne N ee i ET UT TUUUUTU/UVYUT ~ x 2 а 4 L — * ak a ES PR ee ee a 
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группой данной группы [Ш, d)]. Новая идея, ключевая ко всей 
теории, состоит в том, чтобы продолжить разложения Тейлора. 
функций (4) до членов второго порядка. Ход рассуждений Ли. 
выглядит довольно смутным и эвристическим ([Ш, d)] и [Ш, 
т. 6, стр. 600—601]); его можно представить в следующем виде. 
Для достаточно малых 2; в (8) можно подставить !=|, и мы 
получаем таким способом новые параметры 21, ..., 2, для пре- 
образований группы (по сути дела, здесь впервые возникают 
„канонические параметры“). По определению, в силу (7) 


dg 
Ben Sr EEE} 
р 


откуда | 
ag, aX ysl, ox 
OF =) 2 0x, Goes Хи) op == 
k, f 
az, / 7 7 
u дх, (a). 
: Е, j h 
что дает 


X = X, Ro Nur la et 


+7(% 2.2, Ze Mrs = уе: met. a 


Е, В, ] 


откуда при Ё{=1 получаем разложения Тейлора по параме- 
трам 2;: 


x, =, + (2. гы) + ( 2 za ax Tit) + 2 


Е, h, 1 
(1<1=< и). 
Запишем соотношения между векторами 
х=(х,, Fe X)» x! = (x, ve x’), 2= (2, bake = 


кратко в виде х’ = (С (х, 2); фундаментальное свойство множе- 
ства этих преобразований, замкнутость относительно композиции, 
записывается в виде 


а (С (x, и), 9) = С (х, H (и, v)), (10): 


где H =(H,,..., H,) не зависит от x. Немедленно получается 
Н (и, 0) =и, Н (0, v) =v, откуда следуют разложения` 


A, (и, o) =u, +o ts У Cm. + ...) (11) 
| h, k 


460 > ИСТОРИЧЕСКИЙ ОЧЕРК К ГЛАВАМ I—III 


/ 


где невыписанные члены уже He линейны по и или по Vv. Пре- 
образуя (10) с помощью (9) и (11), затем сравнивая члены, со- 
держащие и,о,, в обеих частях равенства, Ли получает соот- 
ношения 


У (zu 28 ee Fa tt) = St (12) 
D 
(eh, вк Р, TEEN). 


Опыт в теории уравнений с частными производными побуждает 
его записать (12) в более простой форме: руководствуясь при- 
мером формулы (1), он сопоставляет с каждым из г беско- 
нечно малых преобразований, получающимся при подстановке 
Ze =1, 2, =0 при Й ЕЁ в (6), дифференциальный оператор 


ль () = У, Хы, (13) 


i=l] 
и переписывает соотношения (12) в виде 
[Aw Ан] = >) сть Ar. (14) 


Эта формула — краеугольный камень его теории. До сих пор 
«Ли употреблял термины „бесконечно малое преобразование“ и 
„инфинитезимальное преобразование“ как равноправные (CM., 
например, [IL с)]); простота соотношений (14) склоняет его теперь 
назвать оператор (13) „символом“ ин ринитезимального преобра- 
зования Ax; = Хы; dt (1<1ж< п), и очень скоро именно оператор 
413) он назовет инфинитезимальным преобразованием. ([Ш, e)] и. 
III, т..5, стр. 589]). 

Он осознает тогда тесные связи, объединяющие теорию „не- 
прерывных групп“ с его предыдущими исследованиями по кон- 
тактным преобразованиям и уравнениям с частными производ- 
ными. Сближение этих теорий наполняет Ли энтузиазмом: „Мои 
старые работы были, если можно так сказать, заранее готовы 
составить основу новой теории групп преобразований“, — пишет 
он Майеру в 1874г. [Ш т. 5, стр. 586]. 

В последующие годы Ли продолжает изучение групп преобра- 
зований. Кроме общих теорем, которые резюмированы ниже 
{$ III), он получает некоторое число более частных результатов: 
нахождение групп преобразований прямой и плоскости, подгрупп 
малой размерности в проективных группах, групп, зависящих 
He более чем от 6 параметров, и т. д. Тем не менее он не оста- 
вляет занятий дифференциальными уравнениями. В самом деле, 
кажется даже, что с его точки зрения теория групп преобра- 
зований должна была стать средством интегрирования диффе- 
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ренциальных уравнений, причем группа преобразований играла бы 
ту же роль, что группа Галуа алгебраического уравнения’). 
Отметим, что эти исследования Ли приводят его также к вве- 
дению некоторых множеств преобразований, зависящих от бес- 
конечного числа параметров, которые он называет „бесконеч- 
ными непрерывными группами“ ?), Термин „конечные непрерывные 
группы“ он резервирует для групп преобразований, зависящих 
от конечного числа параметров типа (4). 


Ш. „Словарь“: группы Ли — алгебры Ли 


Теория „конечных непрерывных“ групп, развиваемая Ли 
в многочисленных мемуарах начиная с 1874 r., систематически 
излагается BO внушительном трактате „Theorie der Transforma- 
tionsgruppen ([IV], 1888—1893 rr.), написанном в сотрудничестве: 

с Энгелем 3); она составляет предмет первого тома и пяти по- 
вах глав третьего, в то время как второй том посвящен 
контактным преобразованиям. 

Как следует из заглавия этого труда, речь в нем всюду’ 
идет только о группах преобразований в смысле уравнений (4), 
где пространство «переменных» X, и пространство а} „парамет- 
ров“ играют вначале одинаково важную роль. Впрочем, идея 
„абстрактной“ группы в это время не была ясно выделена 
в самостоятельное понятие. Когда в 1883 г. [Ш, x)} Ли за- 
мечает, что (в обозначениях формулы (10)) уравнение w == Н (и, о), 
задающее параметры композиции двух преобразований из rpyn- 
пы, определяет новую группу, то он рассматривает ее как. 
группу преобразований пространства параметров и называет ее 
„группой параметров“ (он ‘получает таким путем даже две 
группы, яляющиеся не чем иным, как группами левых и правых. 
сдвигов соответственно *), 


1) Эти исследования оказали лишь небольшое влияние Ha общую теорию- 
дифференциальных уравнений, ибо группа автоморфизмов дифференциального- 
уравнения, как правило, тривиальна. Зато для некоторых типов уравнений,- 
например линейных уравнений, интересные результаты были получены позднее 
Пикаром, Вессио, а несколько позднее Риттом и Колчином. 

2) Теперь они называются „псевдогруппами Ли“; их не следует путать. 
© „банаховыми“ группами Ли, определенными в настоящей книге. 

3) С 1886 по 1898 г. Ли возглавлял в Лейпциге кафедру, покинутую- 
Клейном, и Энгель был его ассистентом. Это обстоятельство содействовало- 
зарождению активной математической школы, а также широкому ознакомле- 
нию с идеями Ли, до того |довольно мало известными (в особенности по- 
той причине, что первые его мемуары были написаны чаще всего по-нор- 
вежски и опубликованы в Отчетах Академии Христиании, журнале, мало- 
распространенном). Именно поэтому в эпоху, когда для молодых француз- 
ских математиков отнюдь не было обычаем ездить учиться в Германию, 
Э. Вессио и А. Тресс провели год занятий в Лейпциге у Софуса Ли. 

4) Аналогичное понятие для групп подстановок было введено и изучено» 
Жорданом в его „Грактате“. | 
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Переменные x; и параметры а; в уравнениях (4) в принципе 
предполагаются комплексными (за исключением глав XIX—XXIV 
т. 3) и функции |; — аналитическими. Разумеется, Ли и Энгель 
отдают себе отчет в том, что эти функции, вообще говоря, не 
определены для всех комплексных значений переменных X; и 
параметров а; и что рассмотрение композиции таких преобра- 


зований приводит к серьезным трудностям [IV, т. 1, стр. 15—17, 
33—40 и далее]. 'И хотя в дальнейшем они почти всегда вы- 
ражаются так, будто композиция преобразований выполнима 
без ограничений, несомненно, что делают они это лишь для 
удобства формулировок, и „локальная“ точка зрения восстана- 
вливается в явном виде всякий раз, когда это необходимо (см. 
там же, стр. 168 или 189, например, либо там же, т. 3, стр. 2, 
подстрочное примечание). Другими словами, изучаемый ими ма- 
‘тематический объект близок к тому, что в настоящем трактате 
именуется куском закона действия. Они не считают грехом при 
‚случае рассматривать глобальные группы, например 4 серии 
классических групп ПУ, т. 3, стр. 682], Ho, по всей видимости, 
не задаются вопросом, что вообще может представлять собой 
„глобальная группа“. Ли и Энгель довольствуются тем, что 
получают для „параметров“ классических групп (введение „пере- 
менных“ для этих групп не приводит к каким-либо затрудне- 
ниям, ибо речь идет о линейных преобразованиях простран- 
ства С”) систему „локальных“ параметров в некоторой окрест- 
ности тождественного преобразования, не беспокоясь об области 
‘справедливости написанных формул. Однако они ставят перед 
<обой одну задачу, явно выходящую за рамки локальной тео- 
рии '): изучение „смешанных“ групп, то есть групп с конечным 
числом связных компонент, таких, как ортогональная группа 
ПУ, т. 1, стр. 7]. Они представляют это как изучение неко- 
торого множества преобразований, устойчивого относительно 
композиции и взятия обратного элемента, являющегося, кроме 
того, объединением множеств H;, каждое из которых описы- 


вается системами функций ([?), как в (4). Число (существен- 
ных) параметров каждого Н ; а priori даже предполагается за- 
висящим от j, но они показывают, что в действительности это 
число одно и то же для всех Н;. Их основной результат тогда 
состоит в TOM, что существует конечная непрерывная группа G, 
такая, что H;—Goh; для некоторого h;= H; и всякого j. 


1) Напомним (см. исторический очерк к ra. VIII в Алг., стр. 316), что 
вслед за заметкой А. Пуанкаре [XIV, т. У, стр. 77--79] различные авторы 
‘занимались изучением группы обратимых элементов ассоциативной конечно- 
мерной алгебры. По этому поводу интересно отметить, что Э. Штуди в своих 
фаботах на эту тему вводит символизм, сводящийся по существу к рассмо- 
‘трению абстрактной группы, определяемой группой параметров. 
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Устанавливается также, что @ нормальна в смешанной группе, 
и замечается, что нахождение инвариантов последней сводится 
к нахождению инвариантов для G и для некоторой дискретной 
группы [IV, т. 1, гл. 18]. 

Общая теория, развитая в [IV], приводит к созданию „сло- 
варя“, позволяющего переходить от свойств „конечных непре- 
рывных“ групп к соответствующим свойствам множества их 
инфинитезимальных преобразований (высказывания авторов по 
этому поводу не носят, впрочем, систематического характера). 
Этот словарь основывается на трех „теоремах Ли“, каждая из. 
которых состоит из некоторого утверждения и его обращения. 


Первая теорема ПУ, т. 1, стр. 33 и 72, и т. 3, стр. 563] 
устанавливает, прежде всего, что если параметры в (4) являются 
эффективными, то функции |; удовлетворяют системе уравнений 
с частными производными вида | 


да. тя > Sei (F(x, a) Pez (@) (1 Sin), (15) 
k=l 


где матрица (&,;) имеет максимальный ранг и det (%p,;) 0. 
Обратно, если функции f; обладают этим свойством, то фор- 
мулы (4) определяют некоторую групускулу преобразований. 


Вторая теорема ПУ, т. 1, стр. 149 и 158, и т. 3, стр. 590] 
дает соотношения для функций &,; и соотношения для функ- 
ций 1р;;: условия относительно функций &,; записываются в виде 


- дЕ ag; é u 
ng) ct USA I<r, 1<1<n), (16) 
Е=1 k=1 


где сё, суть некоторые константы (1 Gi, |, Е < г), антисимме- 


трические по i, j. Условия на функции 1ф;, в той форме, KOTO- 
рую им придал Маурер [X], имеют вид 


Эф m 1 
2, mr > са) (Фит dem) Те 


Isi, jar 


(17) 


Введя матрицу (a,;), контрагредиентную к (1p,;), и инфинитези- 
мальные преобразования 


п г >. 
д д 
Ku), be Ge, Au = 2, Gui Ga; I<k<r), (18) 
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можно записать (16) и (17) соответственно в виде 


ze 
[X;, X |= 2 Ry (19) 
= (154 ir) 


[A, АЛ = 2 fA, (20) 


Обратно, если задать г инфинитезимальных преобразова- 
ний X, (lL<k<r), которые линейно независимы и удовлетво- 
ряют условиям (19), то однопараметрические подгруппы, поро- 
жденные этими преобразованиями, порождают группу преобра- 
зований, зависящих от г существенных параметров, 

Наконец, третья теорема ПУ, т. 1, стр. 170 и 297, и т. 3, 
стр. 997] сводит нахождение систем инфинитезимальных пре- 
образований (Х,),<,<,› Удовлетворяющих (19), к некоторой 


чисто алгебраической задаче: константы cf, должны удовле- 


творять условиям 
| ch, + cf, = 0, (21) 


r 
2 (one, Е стей ЗЕ сте) =0 (1<i,j,k, 1, m<r). (22) 


| Обратно '), если (21) и (22) выполнены, то существует си- 
стема инфинитезимальных преобразований, удовлетворяющая 
соотношениям (19), откуда возникает группа преобразований, 
зависящих от г параметров (другими словами, линейные комби- 
нации с постоянными коэффициентами инфинитезимальных пре- 
образований X, порождают алгебру Ли, и всякая конечномер- 
ная алгебра Ли может быть получена таким способом). 

Эти результаты дополняются изучением вопросов об изомор- 
физме. Две группы преобразований называются подобными, если 
сушествует переход от одной к другой посредством двух обра- 
тимых преобразований координат, производящихся над перемён- 
ными и параметрами соответственно. С самого начала своих 
исследований Ли естественно пришел к этому понятию в связи 
с определением „канонических параметров“. Он показывает, что 
две группы являются подобными, если посредством преобразо- 
вания переменных можно совместить инфинитезимальные пре- 
образования одной группы с инфинитезимальными преобразова- 
ниями другой [IV, т. 1, стр. 329]. Для этого необходимо, чтобы 


1) Это обращение было получено не без труда. Первое доказательство, 
приводимое Ли [III,e)], состоит в переходе к присоединенной группе и в дей- 
ствительности состоятельно лишь в частном случае, когда центр данной 
алгебры Ли есть {0}. Ли дает затем два общих доказательства [IV, т. 2, 
гл. XVII, и т. 3, стр. 599—604]; весьма примечательно, что первое из них 
основано‘ Ha KOHTAKTHBIX преобразованиях и Ли находит его более естествен- 
ным, нежели второе. 
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алгебры Ли были изоморфны. Ли формулирует это условие, говоря, 
что группы оказываются „gleich zusammengesetzt“; но условие 
это не является достаточным, и целая глава [IV, т. 1, гл. 19] 
посвящена нахождению дополнительных условий, обеспечиваю- 
щих „подобие“ групп. С другой стороны, теория групп подста- 
новок располагала понятием „голоэдрического изоморфизма“ 
двух групп подстановок (означавшим изоморфизм нижележащих 
„абстрактных групп“). Ли переносит это понятие на группы 
преобразований и показывает, что две такие группы „голоэдри- 
чески изоморфны“ тогда и только тогда, когда изоморфны их 
алгебры Ли ПУ, т. 1, стр. 418]. В частности, всякая группа 
преобразований голоэдрически изоморфна каждой из своих: групп 
параметров. Это показывает, что при изучении структуры 
группы „переменные“, которые она преобразует, играют несуще- 
ственную роль, и в действительности все сводится к алгебре Ли !). 

Неизменно руководствуясь аналогией с группами подстано- 
BOK, JIM вводит понятия подгрупп, нормальных подгрупп, „мери- 
эдрических изоморфизмов“ (сюръективных гомоморфизмов) и 
показывает, что им отвечают соответственно подалгебры, 
идеалы и сюръективные гомоморфизмы алгебр Ли. Очень скоро, 
впрочем, Ли нашел важный частный случай „мериэдрического 
изоморфизма“ — присоединенное представление — и выяснил его 
связь с центром группы [Ш,е)]. При доказательстве этих ре- 
зультатов, равно как и фундаментальных теорем, основным 
средством служит теорема Якоби — Клебша, дающая условие 
полной интегрируемости дифференциальной системы определен- 
него вида (одна из форм так называемой „теоремы Фробениуса“). 
Ли, впрочем, приводит для нее новое доказательство, исполь- 
зующее однопараметрические группы [IV, т. 1, гл. 6]. 

Понятия транзитивности и примитивности, столь важные для 
групп подстановок, так же естественно возникают в рамках тео- 
рии групп преобразований. В трактате Ли — Энгеля они подвер- 
гаются детальному изучению [IV, т. 1, гл. 13 и далее]; замечены 
и связи между стабилизаторами точек и понятием однородного 
пространства (насколько это было возможно без обращения 
к глобальной точке зрения) [ТУ, т. 1, стр. 425]. 

Наконец, словарь дополняется в [IV] введением понятий про- 
изводной группы и разрешимой группы (последнюю Ли называет 
„интегрируемой группой“; эта терминология, подсказанная тео- 
_рией дифференциальных уравнений, останется в употреблении 


1) Аналогичную эволюцию можно отметить и в истории развития теории 
„абстрактных“, в частности конечных, групп. Поначалу они были определены 
как группы преобразований, но уже Кэли заметил, что главлое — то, как 
преобразования перемножаются между собой, а не природа конкретного 
ый данной группы в виде группы подстановок некоторых 
объектов. 


16 Н. Бурбаки 


466 ИСТОРИЧЕСКИЙ ОЧЕРК К ГЛАВАМ I-III 


вплоть до работ Г. Вейля) [IV, т. 1, стр. 261, ит. 3, стр. 678—679]. 
Соотношения, которые имеют место между коммутаторами груп- 
повых преобразований и коммутаторами инфинитезимальных пре- 
образований, Ли заметил, впрочем, ужев 1883 г. [III, т, 5, стр. 358]. 


Другие доказательства основных теорем 


В [VIII] ®. Шур показывает, что в канонических координа- 
тах функции p;, из системы (15) удовлетворяют дифференциаль- 
ным уравнениям | 


d 
—— (thi (ta)) = dr + ), сара). (23) 
1,1 
Эти уравнения интегрируются и приводят к формуле, эквива- 
лектной нашей формуле 


= (Х) = У aap ad (X))" 
п>0 


из гл. Ш, $ 6, n°4, предложение 12; в частности, в канониче- 
ских координатах функции %;; продолжаются до целых функций 
от параметров ax. Ф. Шур выводит отсюда результат, уточ- 
няющий одно замечание, сделанное ранее Ли: если в определении 
(4) групп преобразований предполагать лишь, что функции f; 
принадлежат классу C?, то группа голоэдрически изоморфна не- 
которой аналитической группе '). Вслед за исследованиями по 
интегрированию дифференциальных систем 9. Картан [XI], т. IL, 
стр. 371] вводит в 1904 г. пфаффовы формы 


= 2. фы4а: (Sir) = _ (25) 


(в обозначениях формулы (15)), названные позднее формами 
Маурера — Картана. Условия (17) Маурера могут быть записаны 
тогда в виде | 
ee k 
da, = 5 cie, Ло. 


i, ] 


1) В [Ш, i)] Ли уже анонсировал без доказательства один результат 
такого рода. К этому его привели исследования по основаниям геометрии 
{„проблема Гельмгольца“), в ходе которых Ли заметил неестественность 
предположений аналитичности. 

Результат Ф. Шура побудил Гильберта в 1900 г. поставить вопрос о спра- 
зедливости этого заключения в предположении только непрерывности функций 
fi (,5-я проблема Гильберта“). Эта задача породила многочисленные иссле- 
дования. Наиболее полным результатом в этом круге идей является следую- 
ai теорема, доказанная А. Глисоном, Д. Монтгомери и Л. Зиппином: всякая 
топологическая локально компактная группа обладает открытой подгруппой, 
являющейся проективным пределом групп Ли. Отсюда вытекает, что всякая 
локально евклидова группа есть группа Ли. Подробности по этому поводу 
см. в книге [XLI]. 
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9. Картан показывает, что теория конечных непрерывных групп 
может быть развита на основе форм @z, и устанавливает экви- 
валентность этого подхода и подхода Ли. Но для самого 
Э. Картана интерес к этому методу заключен прежде всего 
в том, что он распространяется на „бесконечные непрерывные 
группы“, теорию которых 9. Картан продвигает значительно 
дальше Ли, a также в том, что этот метод позволяет построить 
картановскую теорию обобщенного „подвижного репера“. 


ГУ. Теория алгебр Ли 


После открытия соответствия между группами преобразова- 
ний и алгебрами Ли теория принимает более отчетливый алге- 
браический характер, и основное внимание концентрируется на 
углубленном изучении алгебр Ли’). 

Первый и короткий период, с 1888 по 1894 г., отмеченный 
работами Энгеля, его ученика Умлауфа и особенно Киллинга 
и Э. Картана, приводит к ряду ярких результатов о комплекс- 
ных алгебрах Ли. Мы уже отметили выше, что понятие раз- 
решимой алгебры Ли принадлежало самому Ли, доказавшему 
(в комплексном случае) теорему о приведении линейных раз- 
решимых алгебр Ли к треугольному виду [IV, т. 1, стр. 270]?). 
Киллинг замечает [XI], что во всякой алгебре Ли имеется наи- 
больший разрешимый идеал (называемый теперь радикалом) и 
что фактор алгебры Ли по ее радикалу имеет нулевой радикал. 
Алгебры Ли с нулевым радикалом он называет полупростыми 
и доказывает, что они являются произведениями простых алгебр 
(последнее понятие было уже введено Ли, который установил 
простоту „классических алгебр Ли“ ПУ, т. 3, стр. 682]. 

С другой стороны, Киллинг вводит для алгебры Ли характе- 
ристическое уравнение det(ad(x) — ®.1) =0, которое Ли уже 
встречал при изучении подалгебр Ли размерности 2, содержащих 
данный элемент некоторой алгебры Ли. Мы отсылаем к другим 
историческим очеркам настоящей книги за анализом методов, 
с помощью которых Киллинг, глубоко исследовав свойства 
корней характеристического уравнения для элемента „общего 
положения“ в полупростой алгебре, пришел к наиболее замеча- 


1) Термин „алгебра Ли“ был введен Г. Вейлем в 1934 г. (в своих работах 
1925 г. он употреблял выражение „инфинитезимальная группа“). До этого 
часто говорили просто об „инфинитезимальных преобразованиях Aıf, ..., X,f“ 
рассматриваемой группы, что Ли и Энгель часто укорачивали до слов „группа 
Xf, ee ey Xf"! 

2) С разрешимыми (a в действительности нильпотентными) группами Ли 
встретился почти в самом начале своих исследований [III, f)]. 


16* 
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тельному из своих результатов — полной классификации (ком- 
плексных) простых алгебр Ли‘). 

-_ Киллинг доказывает, что производная алгебра разрешимой 
алгебры имеет „ранг 0“ (это означает, что ad X нильпотентен 
для всякого элемента х из алгебры). Спустя короткое время 
Энгель показывает, что алгебры „ранга 0“ разрешимы (данное 
утверждение по существу есть то, что мы называли теоремой 
Энгеля в гл. I, $ 4, n° 2). В своей диссертации 9. Kaptan вводит, 
с другой стороны, то, что теперь называют „формой Киллинга“, 
и устанавливает два фундаментальных критерия, характеризую- 
щих с помощью этой формы разрешимые и полупростые ал- 
гебры Ли. 

Киллинг [XI, IV] высказал утверждение, что производная 
алгебра всякой алгебры Ли есть сумма своего радикала, кото- 
рый нильпотентен, и некоторой полупростой алгебры. Чуть 
позже Э. Картан анонсировал без доказательства [XII т. 11, 
стр. 104], что, более общо, всякая алгебра Ли есть сумма 
своего радикала и некоторой полупростой подалгебры. Един- 
ственным в этом направлении результатом, полностью в то время 
проверенным, была теорема Энгеля, согласно которой во всякой 
неразрешимой алгебре Ли существует простая подалгебра Ли 
размерности 3. Первое опубликованное доказательство утвер- 
ждения Картана для комплексных алгебр Ли принадлежит 
Леви [XVIII]; иное доказательство (справедливое также в веще- 
ственном случае) было дано Уайтхедом в 1936 г. [XXVI, a)]. 
В 1942 г. А. И. Мальцев дополнил этот результат теоремой един- 
ственности, с точностью до сопряженности, „сечений Леви“. 

Начиная с первых своих работ Ли задавался проблемой 
изоморфизма произвольной алгебры Ли с некоторой линейной 
алгеброй Ли. Ему показалось было, что он решил этот вопрос 
положительно, рассмотрев присоединенное представление (отсюда 
он вывел и доказательство своей „третьей теоремы“) [Ш, e)]. 
Он вскоре понял, что его доказательство было состоятельно 
лишь для алгебр Ли с нулевым центром; после этого проблема 
долгое время оставалась открытой и была утвердительно решена 
И. Д. Ano в 1935 г. [XXVII]. Ли также по существу поставил 
проблему нахождения линейных представлений простой алгебры 
Ли, имеющих минимальную размерность, и решил эту задачу 
для классических алгебр. В своей диссертации Картан решает 


1) С той оговоркой, что Киллинг нашел цве исключительные алгебры 
размерности 59, факт изоморфизма которых от него ускользнул. (Речь 
идет только о комплексных простых алгебрах Ли, поскольку в то время 
более общая постановка проблемы не рассматривалась; на самом деле методы 
Киллинга проходят для всякого алгебраически замкнутого поля характе- 
ристики 0.) 
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эту проблему для исключительных простых алгебр‘); методы, 
которые он при этом использовал, будут спустя двадцать лет 
им обобщены для получения всех неприводимых представлений 
вещественных или комплексных простых алгебр Ли. 

Свойство полной приводимости линейного представления 
впервые, по-видимому, обнаружил (в геометрической форме) 
Штуди. В рукописи, оставшейся неопубликованной, но цитируе- 
мой в [IV, т. 3, стр. 785—788], он проверяет это свойство для 
линейных представлений алгебры Ли группы SL(2, С) и полу- 
чает частичные результаты для $1. (3, С) и SL(4, C). Лии 
Энгель высказывают в связи с этим предположение, что теорема 
о полной приводимости верна для SL (п, С) при произвольном N. 
Полная приводимость линейных представлений полупростых 
алгебр Ли была установлена Г. Вейлем в 1925 r.?) с помощью 
метода глобальной природы (см. ниже). Первое алгебраическое 
доказательство было найдено в 1935 г. Казимиром и Ван дер 
Варденом [XXXII]. Другие алгебраические доказательства пред- 
ложили затем Р. Брауэр [XXXI] (мы воспроизвели именно это 
доказательство) и Уайтхед [XXVI, b)]. 

Наконец, в ходе своих исследований по экспоненциальному 
отображению (см. ниже) А. Пуанкаре [XIV, т. 3] рассматривает 
ассоциативную алгебру дифференциальных операторов произ- 
вольного порядка, порожденную операторами некоторой алгебры 
Ли. По сути дела он доказывает, что если (Х;), <;<„ есть базис 


в алгебре Ли, то ассоциативная алгебра, порожденная этими 
элементами, допускает в качестве базисных элементов некото- 
рые симметрические функции_от (X;) (суммы некоммутативных 
„мономов“, каждая из которых состоит из членов, полученных 
из некоторого монома всевозможными перестановками множи- 
телей). Основа доказательства Пуанкаре имеет алгебраический 
характер и позволяет определить структуру универсальной 
обертывающей алгебры, абстрактное определение которой мы 
привели в гл. I. Аналогичные доказательства были даны в 1937 г. 
Биркгофом [XXIX, b)] и Виттом [XXX]5). 

Авторы большинства процитированных выше работ ограни- 
чиваются вещественными или комплексными алгебрами Ли, кото- 


1) Точка зрения Картана состоит в том, чтобы изучать алгебры Ли, 
являющиеся нетривиальными расширениями некоторой простой алгебры Ли 
€ помощью (коммутативного) радикала, имеющего минимальную размерность. 

2) Г. Вейль замечает в связи с этим, что данная ©. Картаном. конструк- 
ция неприводимых представлений неявно использует это свойство. 

°) Первым использованием дифференциальных операторов высшего по- 
рядка, порожденных элементами À;, является, несомненно, применение „опе- 
ратора Казимира“ в доказательстве теоремы о полной приводимости. После 
1950 г. исследования И. М. Гельфанда и его школы, с одной стороны, и Хариш- 
Чандры — с другой, по бесконечномерным линейным представлениям вывели 
эти операторы на первый план. 
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рые одни лишь соответствуют rpynnad Ли в обычном смысле. 
Изучение алгебр Ли над полем, отличным от В или С, было: 
предпринято Джекобсоном [ХХУШ, a)], который показал, что 
почти все классические результаты (т. €. результаты гл. I) 
остаются в силе для произвольного поля характеристики нуль. 


У. Экспоненциальное отображение и формула Хаусдорфа 


Первые исследования по экспоненциальному отображению 
принадлежат Штуди и Энгелю. Энгель [IX, b)] замечает, 
что экспоненциальное отображение не является сюръективным 


—| а 
для SL(2, С) (например, ( т 


какой-либо матрицы из алгебры Ли этой группы, если a#0), 


но что OHO сюръективно для GL(n, С), а стало быть, для 
РОГ. (п, С) (последнее обстоятельство было уже отмечено Штуди 
для п == 2). Таким образом, $1 (2, С) и РОГ. (2, С) доставляют 
пример двух локально изоморфных групп, которые, однако, 
с глобальной точки зрения сильно различаются. Энгель пока- 
зывает также, что экспоненциальное отображение сюръективно 
для остальных классических групп, если к ним присоединить, 
гомотетии. Эти исследования возобновили и продолжили Maypep, 
Штуди и др., не добавив, однако, ничего существенно нового. 

В 1899 г. А. Пуанкаре [XIV, т. 3, стр. 169—172 и 173—212] 
предпринимает изучение экспоненциального отображения с иных 
позиций. По-видимому, его труды написаны в спешке, ибо за- 
частую он утверждает, что всякий элемент связной группы 
лежит в образе экспоненциального отображения, и в то же 
время в других местах приводит противоречащие примеры. 
Результаты Пуанкаре относятся главным образом к присоеди- 
ненной группе: он показывает, что полупростой элемент такой 
группы С может быть экспонентой некоторого бесконечного 
множества элементов из алгебры Ли L(G), тогда как не полу- 
простой элемент может вообще не быть экспонентой. Если 
никакое из ненулевых собственных значений линейного преобра- 
зования ad(X) не является кратным числа 2л, то exp этально 
в X. Он доказывает также, что если переменные элементы U и И 
описывают петли в L(G) и если определять W по непрерывности 
из условия ей + eV — eW, то мы не обязаны возвратиться к исход- 
ному значению элемента №. Пуанкаре пользуется формулой 
вычетов, которая в основном сводится к тому, что 


) не является экспонентой 


г ( O(a 
O(ad X)= a7 | зах. 
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где ad X — полупростой элемент, ненулевые собственные значе- 
ния которого имеют кратность 1, Ф — степенной ряд с ‘доста- 
точно большим радиусом сходимости и интегрирование ведется 
вдоль контура, охватывающего собственные значения элемента 
ad X. Он исследует также, что происходит, когда À стремится к He- 
которому преобразованию с кратными собственными значениями. 

Отыскание выражения элемента W в виде функции от U n V 
при условии, что ей «eV =e”, составляет предмет двух мемуа- 
ров Кэмпбелла [XIII], которые появились чуть раньше работы 
Пуанкаре. Как пишет немного позднее Бейкер, «... теория Ли 
наводит на мысль, что произведение е’е” представляется в ви- 
де е", где № есть некоторый ряд коммутаторов от UuV...». 
Последующие работы на эту тему ставили своей целью 
уточнить это утверждение и найти явную формулу (или метод 
построения) для М („формула Хаусдорфа“). После Кэмпбел- 
ла и Пуанкаре Паскаль, Бейкер [ХУ] и Хаусдорф [XVI] воз- 
врашаются к этому вопросу; каждый из них полагает, что 
доказательства его предшественников неубелительны; основная 
трудность состоит в том, что понимать под „альтернантами“: 
идет ли речь об элементах той частной алгебры Ли, которую 
мы рассматриваем, или же об универсальных „символических“ 
выражениях? Ни Кэмпбелл, ни Пуанкаре, ни Бейкер по этому 
вопросу ясно не высказываются. Напротив, мемуар Хаусдорфа 
является совершенно строгим; Хаусдорф работает сначала с ал- 
теброй ассоциативных формальных рядов от конечного числа 
{некоммутирующих) неизвестных и рассматривает U, ИУ, W как 
элементы этой алгебры. Он доказывает существование эле- 
мента W с помощью некоторого дифференциального уравне- 
ния; аналогичный прием применялся его предшественниками. 
Такого же рода аргументы служат Хаусдорфу при доказатель- 
стве сходимости ряда, когда он заменяет в нем неизвестные 
элементами некоторой конечномерной алгебры Ли. Как заме- 
тили Бейкер и, независимо OT него, Пуанкаре, этот результат 
дает доказательство третьей теоремы Ли; он проливает свет 
на связь между группами и алгебрами Ли, например, в том, 
что касается группы коммутаторов. 

_ В 1947 г. Е. Б. Дынкин [XXXIX] возобновляет изучение этого 
вопроса и получает явный вид коэффициентов в формуле Хаус- 
дорфа, рассматривая сразу нормированную алгебру Ли (конеч- 
ной либо бесконечной размерности над В, С или некоторым 
ультраметрическим полем) !). 


!) Распространение на ультраметрический случай классического метода 
мажорант невозможно без принятия некоторых предосторожностей ввиду 
‚асимптотического поведения р-адического абсолютного значения числа 


| 
= когда п стремится к ‚бесконечности. 


АЕ 
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VI. Линейные представления и глобальные группы Ли. 


Ни одна из работ, обсуждавшихся до сих пор, не подни- 
мала открыто проблему определения и изучения глобальных 
групп Ли. Первые шаги в этом направлении были сделаны 
Г. Вейлем. Он отправляется от двух теорий, до сих пор раз- 
вивавшихся независимо: теории линейных представлений полу- 
простых комплексных алгебр Ли, принадлежащей 9. Картану, 
и теории Фробениуса линейных представлений конечных групп, 
незадолго до того перенесенной на ортогональные группы 
И. Шуром, который использовал одну идею Гурвица. Послед- 
ний Показал [XVII], как можно образовывать инварианты для 
ортогональной или унитарной группы, заменяя усреднение по 
конечной группе интегрированием по инвариантной мере. Гурвиц 
заметил также, что при применении этого метода к унитарной 
группе получаются инварианты полной линейной группы, что 
явилось первым примером „унитарного трюка“. В 1924 г. 
Шур [ХХ] использует этот подход в доказательстве полной 
приводимости представлений ортогональной группы O(n) или 
унитарной группы U (п) посредством построения инвариантной 
положительно определенной невырожденной эрмитовой формы. 
Он выводит отсюда с помощью „унитарного трюка“ полную 
приводимость голоморфных представлений групп O(n, С) 
и SL(n, С), устанавливает соотношения ортогональности для 
характеров групп О (п) и U (п) и находит характеры группы O(n). 
Г. Вейль сразу же распространяет этот метод на полупростые 
комплексные алгебры Ли [XXI]. Он показывает, что такая про- 
извольная алгебра 4 обладает „компактной вещественной фор- 
мой“ (это означает, что она получается из некоторой ал- 
гебры Qo над В, обладающей компактной присоединенной груп- 
пой Go, посредством расширения скаляров с В до С). Более 
того, Г. Вейль показывает, что фундаментальная группа группы 
Gp) конечна, стало быть, универсальная накрывающая ') группы Go 
компактна. Он выводит отсюда, видоизменяя соответствующим 
образом прием Шура, полную приводимость представлений ал- 
гебры Ли 9 и находит также глобальным методом их харак- 
теры. В письме к Шуру (Sitzungsber., Berlin, 1924, 338 — 343) 
Г. Вейль резюмирует результаты Картана, которых Шур не 
знал (см. [XX], стр. 299, подстрочное примечание) и сравни- 
вает оба подхода. Метод Картана приводит к нахождению 


1) Г. Вейль не определяет явно это понятие, которым он владел со 
времени обработки своего курса по римановым поверхностям (1913). Опре- 
деления топологической группы и „непрерывной“ (т.е. локально изоморф- 
ной евклидову пространству) группы, а также конструкцию универсальной 
накрывающей такой группы впервые дал О. Шрейер [XXII] в 1926 — 1927 rr. 
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всех голоморфных представлений односвязной группы с ayre6- — 
рой Ли 4; в случае ортогональной группы на таком пути по- 
лучаются также представления двулистной накрывающей (на- 
званной впоследствии спинорной группой), которые ускользнули 
от Шура. С другой стороны, метод Шура имеет то преиму- 
щество, что с его помощью доказывается полная приводимость 
и получаются явные формулы характеров. 

После работ Г. Вейля Э. Картан определенно становится на 
глобальную точку зрения в своих исследованиях по симметри- 
ческим пространствам и группам Ли. Именно этот подход по- 
ложен в основу его изложения в 1930 г. [ХП, т. L, стр. 1165 — 
1225] теории „конечных непрерывных групп“. Мы находим 
здесь, в частности, первое доказательство глобального вари- 
анта третьей основной теоремы (существование группы Ли 
< данной алгеброй Ли). Картан показывает также, что всякая 
замкнутая подгруппа вещественной группы Ли сама есть группа 
Jiu (гл. Ш, $ 8, n°2, теорема 2), что обобщает один резуль- 
тат Дж. фон Неймана о замкнутых подгруппах линейной 
группы [XXIII]. В мемуаре фон Неймана доказано также, что 
всякое непрерывное представление полупростой комплексной 
группы вещественно-аналитично. 

После этих работ теория групп Ли в „классическом“ смысле 
(T. е. конечномерных групп над В или С) в своих общих чертах 
приобрела более или менее окончательный вид. Первое деталь- 
ное изложение ее было дано Л. С. Понтрягиным в его книге по 
топологическим группам [XXXVI]. В ней сохранен еще подход, 
достаточно близкий к подходу Ли, но проведено тщательное 
разграничение локальной и глобальной ситуаций. Вслед за 
книгой Понтрягина последовала книга Шевалле [XXXVIII], 
которая содержит также первое систематическое обсуждение 
теории аналитических многообразий и внешнего дифференциаль- 
ного исчисления. „Инфинитезимальные преобразования“ Ли 
принимают здесь вид векторных полей, и алгебра Ли группы 
Ли С отождествляется с пространством левоинвариантных век- 
торных полей на G. Аспект „групускул“ и аспект „групп пре- 
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образований“ оставлен здесь в стороне. 


УП. Расширения понятия группы Ли 


В наши дни жизненность теории Ли проявляется в разно- 
образии ее приложений (к топологии, дифференциальной гео- 
‚метрии, арифметике и т. д.), а также в возникновении парал- 
лельных теорий, в которых нижележащая структура дифферен- 
цируемого многообразия заменена родственной структурой 
(р-адического многообразия, алгебраического многообразия, 
схемы, формальной схемы, ...). Мы не собираемся излагать 
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здесь историю всех этих обобщений и ограничимся теми из 
них, которые изложены в гл. ПГ — банаховыми группами Ли 
и р-адическими группами ЛИ. 


а) Банаховы группы Ли 


Речь идет о „бесконечномерных“ группах Ли. С локальной 
точки зрения окрестность элемента 0 в евклидовом простран- 
стве заменяется окрестностью элемента 0 в некотором бана- 
хозом пространстве. Именно ‘это сделал Г. Биркгоф в 1936 г. 
[XXIX, а)], придя таким путем к понятию полной нормирован- 
ной алгебры Ли и установлению ее соответствия с „групуску- 
NOH“, определенной на открытом подмножестве некоторого ба- 
нахова пространства. Около 1950 г. Е. Б. Дынкин дополнил 
результаты Биркгофа распространением на этот случай фор- 
мулы Хаусдорфа (см. выше). 

Определения и результаты Биркгофа и Дынкина имеют ло- 
кальную природу. Вплоть до последнего времени как будто 
не было попыток явно изложить соответствующую глобаль- 
ную теорию, несомненно, ввиду отсутствия приложений’). 


6) р-адические группы Ли 


Подобные группы появились впервые в 1907 г. в работах Ген- 
зеля [XIX] по р-адическим аналитическим функциям (опреде- 


ляемым разложениями в степенные ряды). Гензель изучает. 


в особенности экспоненциальное и логарифмическое отображе- 
ния. Несмотря на a priori необычное поведение соответствую- 
щих рядов (например, экспоненциальный ряд сходится не 
всюду), их основные функциональные свойства остаются в си- 
Je, что доставляет локальный изоморфизм между аддитивной 
и мультипликативной группами поля Q, (или, более общо, 
произвольного полного ультраметрического поля характери- 
стяки HYJb). 

В работах A. Вейля [XXXIII] и Лютца [XXXIV] по р-адиче- 
ским эллиптическим кривым (1936 г.) говорится также о ком- 
мутативных (но на этот раз не линейных) группах. Помимо 
арифметических приложений, мы находим здесь конструкцию 
локального изоморфизма рассматриваемой группы с аддитивной 
группой, основанную на интегрировании некоторой инвариан- 
тной дифференциальной формы. Этот метод применим также 


') Если мы, невзирая на эту нехватку приложений, включили все же 
„банаховы“ группы в гл. ПТ, то это потому, что банаховы многообразия 
все, чаще находят применение в анализе (причем даже при изучении ко- 
нечномерных многообразий), а также и в силу того, что это обобщение не 
доставляет дополнительных трудностей. 
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к абелевым многообразиям, как замечает немного позднее 
Шаботи, использующий его, не вдаваясь в дальнейшие объяс- 
нения, для доказательства одного частного случая „гипотезы 
Морделла“ [ХХХУ]. 

С этого момента становится ясно, что локальная теория 
трупп Ли применима без особых изменений в р-адическом слу- 
чае. Основные теоремы, составляющие „словарь“ группы Ли — 
алгебры Ли, устанавливаются в 1942 г. в диссертации Хука 
[ХХХУП]|], ученика Шевалле. Его работа содержит также 
р-адический аналог теоремы Э. Картана о замкнутых подгруп- 
пах вещественных групп Ли. 

Позже Лазар [XLII, Ь)| находит более точную форму 
„словаря“ для компактных аналитических групп над Q,. Он 
показывает, что наличие р-адической аналитической структуры 
на компактной группе С тесно связано с определенного рода 
фильтрациями на С, и приводит различные приложения (напри- 
мер, к когомологиям группы G). Одним из средств, исполь- 
зуемых Лазаром, ‚является улучшение результата Е. B. Дын- 
кина о сходимости р-адического ряда Хаусдорфа [XLII, а)]. 


УШ. Свободные алгебры Ли 


Нам остается сказать еще о ряде работ по алгебрам Ли, 
которые на первый взгляд имеют весьма отдаленную связь 
< теорией групп Ли; эти исследования зато имеют важные при- 
ложения в теории „абстрактных“, преимущественно нильпо- 
тентных групп. 

Истоки этого направления лежат в работе Ф. Холла [XXIV], 
появившейся в 1932 г. В ней идет речь вовсе не об алгебрах 
Jiu: Ф. Холл имеет в виду исследование некоторого класса 
р-групп, которые он называет „регулярными“. Но это приво- 
дит его к детальному изучению последовательных коммутато- 
ров и нижнего центрального ряда группы; попутно он устанавли- 
вает вариант тождества Якоби (см. гл. Il, $ 4, n° 4, фор- 
мула (20)), а также „формулу Холла“ 


(ху =x"y"(x, у"? ... (em. гл. Il, $ 5, упражнение 9). 


Немного позднее (в 1935 — 1937 гг.) вышли фундаменталь- 
ные работы Магнуса [XXV, а) и b)] и Витта [ХХХ]. 
В [ХХУ, a)] Магнус использует ту же алгебру А формаль-. 
ных рядов, что и Хаусдорф (она называется с тех пор „ал- 
теброй Магнуса“). Магнус погружает в нее свободную группу F 
и привлекает естественную фильтрацию алгебры А для полу- 


чения убывающего ряда (F,) подгрупп в А; это один из первых 
примеров фильтрации. Он высказывает гипотезу, что под- 
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группы F, совпадают с членами нижнего центрального ряда 
группы F. Гипотеза Магнуса доказана в его втором мемуаре 
[XXV, b)]; там же он осуществляет в явном виде сближение 
своих идей с идеями Ф. Холла и определяет свободную алгебру 


Ли L (как подалгебру в A), причем доказывает, по существу, 
что она отождествляется с градуированной алгеброй Ли, ассо- 
циированной с фильтрацией (C"F),—, группы F. В [XXX] Burr 
дает ряд дополнений к этому результату. Он как раз показы- 
вает, что универсальная обертывающая алгебра алгебры Ли L 
есть свободная ассоциативная алгебра, и сразу выводит отсюда 
ранг однородных компонент алгебры Ли L („формула Витта“). 

Что касается базиса свободной алгебры Ли L, известного 
как „базис Холла“ (см. гл. II, $ 2, n° 11), то, по-видимому, 
его определение появляется впервые лишь в 1950 г. в заметке 
М. Холла [XL], хотя оно и содержалось неявно в цитирован- 
ных выше работах Ф. Холла и В. Магнуса. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 


Ю. А. Бахтурин 


Коалгебры 


делено | 

1° структурой К-модуля; 

2° К-линейным отображением с: Е > Е © KE» называемым копроизве- 
дением в Е. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Назовем коалгеброй над К множество Е, которое на- 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть Е и E’— две коалгебры с копроизведениями с 
и с’. Морфизмом Ев Е’ называется К-линейное отображение и: Е > Е’, 
такое, что 


(uQu)ec=c’eu, 


или, иными словами, такое, “TI коммутативна следующая диаграмма К-ли- 
нейных отображений: 


Е ner: Е“ 
el “| 
Е® Е “> Е’ ® КЕ’ 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. а) Коалгебра Е с копроизведением с: Е > Е © re назы- 


вается коассоциативной, если коммутативна следующая диаграмма К-ли- 
нейных отображений 


E Во Е 
“| Res] 
C@IE 
E@,E——> E @,E QE (1) 


6) Коалгебра E_c копроизведением с: Е > Е @ „Е называется коком- 
мутативной, если коммутативна следующая диаграмма К-линейных ото- 
бражений (в (x 69 y) =у©х) 


Е®,Е —^>Е®кЕ (2) 


в) Линейная форма y: Е > К на коалгебре Е над К с копроизведением 
с: Е > Е © „Е называется коединицей, если коммутативны следующие диа- 
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граммы (h’ и h” — канонические изоморфизмы) 


E>EQ,E E~>EQ,E 
N Ive IE®Y 
а № | 

К® KE Е® КК 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Назовем биалгеброй над К множество Е, которое на- 
делено 

1) структурой ассоциативно1 К-алгебры с единицей; 

2) структурод коассоциативной коалгебры над К с коединицей у, 
причем 

3) копроизведение с: Е > Е © KE является гомоморфизмом алгебры Е 
в К-алгебру Е © KE 

4) коединица y коалгебры Е является гомоморфизмом K- Be Ai E 
в К-алгебру К, таким, что если e — единица К-алгебры Е, To y(e)= 

Градуированный К- модуль Е называется градуированной es. 
если копроизведение с является градуированным степени 0 гомоморфизмом 
К-модулей Е и E® KE где градуировка Ha Е ® RE индуцирована градуи- 
ровкой на E. 

Биалгебра Е называется градуированной типа М или просто градуиро- 
ванной, если Е — градуированный К-модуль типа М, причем относительно 
этой градуировки Е — градуированная коалгебра и градуированная К-алгебра, 
а все упомянутые в определении 4 К-линейные отображения являются гра- 
дуированными степени 0, причем градуировка на К тривиальна. 


Пример. Симметрическая алгебра $ (М) модуля М. Пусть A: x +> (x, x) — 
диагональное отображение М > МХМ, h МЖМ- 5$ (М) Эк $ (М) — ото- 


‘бражение, определенное формулой (x,y)r>x к 1-1 ® rs À, h— инду- | 


цированные гомоморфизмы Л: S(M)>S(MX М) ий: $ (МЖМ) > $ (М) ® 
© к (M). Определим тогда отображение с: $ (М) -> $ (М) © $ (М) форму- 


Joh c—hoN. Задание этого отображения превращает $ (М) в коалгебру, 
причем с (х) =х6©1-1©х. Если же рассмотреть на $(М) структуру 
Ссимметрической алгебры М вместе с градуировкой, индуцированной градуи- 
ровкой К-модуля Е, то нетрудно убедиться в том, что $ (М) превращается 
в градуированную биалгебру. 

Пусть Е — биалгебра с произведением т: Е Е -—> Е, копроизведением 
C: E>E®E, единицей е и коединицей у: E>K. Гомоморфизм i: E>E, 
такой, что i(e)=e и оба отображения то (1. © [)°с, то (1 © 1) °с равны 
отображению X H>Yy(x)e, называется инверсией биалгебры Е. 

Пусть теперь ЕЁ — коалгебра над К с копроизведением с: Е > E@,E ; 
В — другая К-алгебра с произведением т: E® E—>E. В этом случае мно- 
жество С = Нот K (Е, В) К-линейных отображений Е в В можно превратить 
в К-алгебру, если произведением двух отображений фи, ф> назвать отобра- 
жение P1°@2, такое, что (P1° 2) (x) = т ((ф1 69 p2) (с (х))). В случае когда 
В = К, алгебра С называется дуальной к Е и обозначается через E*. 


ПРЕдложенНИЕ 1. Пусть Е — коалгебра над К. Для того чтобы при любой 
ассоциативной К-алгебре В К-алгебра С = Ном (Е, В) была ассоциатив- 


ной, необходимо и достаточно, чтобы коалгебра Е была коассоциативной. 
Пусть В — ассоциативная К-алгебра ии, 9, w — элементы С = Hom, (Е, В). 
«Обозначим через m, К-линейное отображение B® кВ Or В > В, craintes 
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в соответствие элементу 6 69 5” © b” элемент bb’b”. По определению произ- 
ведения в алгебре С отображение (uv) W является композицией отображений 


C@IE 


c u®vew m; 
ЕЕ ЕЕ Е-— FF BO BOB > B, 


в то время как и (vw) — композиция отображений 


lF@c 


С u @ v @ w Ma 
Е + EQE > EQEQE——? BQBeB—-B. 
Отсюда следует, что если диаграмма (1) коммутативна, то алгебра 
С = Нот к (Е, В) ассоциативна при любой ассоциативной К-алгебре В. Чтобы 
установить обратное, достаточно показать, что существует ассоциативная 
К-алгебра В и три отображения и, 9, w из Е в В, такие, что отображение: 
ms (и бдо©® w) из ЕФЕФЕ в В инъективно. Возьмем в качестве В К-ал- 
гебру T(E), а в качестве u, 9, w — каноническое отображение E в Т (Е). 
Отображение 13° (и 69 ч © в) является тогда ‹инъективным каноническим 
отображением Е @Е©Е == Т? (Е) > Т(Е). 


ПредложениЕ 2. Пусть Е — коалгебра над К. Для того чтобы при любой 
коммиутативной К-алгебре В К-алгебра С = Hom, (Е, В) была коммиутатив- 
ной, необходимо и достаточно, чтобы коалгебра Е была кокоммутативной. 

Пусть В — коммутативная К-алгебра, а u, 9— элементы из С = 
= Hom, (Е, В). По определению произведения в С uv и чи — это соответ- 
ственно композиции отображений 


u®v 


E—>EQE >BQB—>B 


E—>EQE—*4> ВоВ" В. 


Отсюда следует, что если диаграмма (2) коммутативна, то алгебра: 
C=Hom, (Е, В) коммутативна при любой коммутативной К-алгебре В. 


Чтобы установить обратное, достаточно показать, что существуют KOMMYTa” 
тивная К-алгебра В и два К-линейных отображения и, 9 из Е в В, такие, 
‘что тоэ(и 6 9): ЕФЕ->В инъективно. Возьмем в качестве В алгебру 
5 (ЕЖЕ) ив качестве и (соотв. 9) композицию канонического отображения 
ЕЖЕ->$ (ЕЖЕ) и отображения хн-> (x, 0) (соотв. x +> (0, х)) модуля Е 
в ЕЖЕ. Если Ah: $ (Е) © 5 (Е) >5(Е ЖЕ) — уже упомянутый в примере 
канонический изоморфизм (см. также Алг., гл. Ш, стр. 73, предложение 9) 
и если À: Е->$ (Е) — каноническое отображение, то home (и ® 0) = А ® A. 
Однако À Q À инъективно, так как A(E) — прямое слагаемое $ (Е) (Azz., 
гл. II, стр. 63, следствие 5). 


УКАЗАТЕЛЬ ОБОЗНАЧЕНИЙ 


Цифры в ссылках указывают последовательчо главу, параграф и пункт 


Ix, y] (x, у — элементы некоторой алгебры Ли), 49° (8 — алгебра Ли) I. 1. 2 
at (2), gl (п, К), 81(Е), 81 (п, К), t(n, К), п (п, К) (Е есть К-модуль) 1.1.2 
ad, x, ad x (x — элемент некоторой алгебры Ли) I. 1. 2 
[a, 5], Ie, al, [a, 2] (a, 6 — подмодуля, г — элемент алгебры Ли) I. 1. 4 
A Da, ®Ёд (g — алгебра 7 1. 1.5 
6x9 (9 — алгебра Ли) I. 1. 
af(M) (М есть К-модуль) р 1. 8 
9(x, (8 — алгебра Ли) 1.9 
(ek Us (U — обертывающая алгебра некоторой алгебры Ли) I. 2. 1 
А got ВЕ a8 
Tn ie, 67 4--2.-6 
м (* — элемент алгебры Ли g, М есть g- -модуль) I. 3.1 
elt, ‚ ехри (и — нильпотентный эндоморфизм векторного пространства над полем. 
характеристики 0) I. 6. 8 


_ С (6) (0 — представление некоторой алгебры Ли) I. 7. 1 


$”, D°g 1.1. упр. 14 

х I. 1. упр. 20 

СТ. (п, Е) (формальная группа) I. 1. упр. 25 

o(®) I. 1. упр. 26 

С” (8, М), C*(g, М), i(y), (x), d, ZP(g, М), В? (8, М), H°(g, М), H° (a, М 
(9 — алгебра Ли, М есть 6-модуль) I. 3, упр. 12 

Sy (2n, k) en 6. упр. 25 

К II. Cor 

3, enr 0: g>Ug П.1 

Ели, с, В ВН. 


PL 
-U(P(E))>E 1116 
En, I(w), Lib(X)=Lib, (X) 11.2.1 
L(X)=L,(X), 9 X>L(X) 11.22 
(a, г) 11.2.3 
L(u) 11.2.5 
Lib® (X), Ее m. Е") П. 2.6 
Pr €” (а) I 
AH. 2.10 
a=W(w) 11.211 
A(X) = Ax (X), A’ (X), Mo(X) 11.3 
#.1.32 
(бо), (Gz) IL. 4.1 
о П.42 
gr (С), gra(G) П. 4.3 
Е (X), A(X), А"(Х) 11.5 


з (а) 11.5.2 

L(x), exp (x), log (y), е(Х), 1(Х) П. 6.1 
Ê(X) 11.62 

arab 11:6. 2 
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H, Has Hye 11:64 
ER HT _ 
A, exp „ log,, P(A’, A) 11.7.3 


II. 8 


ee 


$ (п) 11.8.1 
h(x, y) 11.8.3 
GR 11.8.4 
REA II. Доп. 
e, ex Y(g» 6 (8), Int(g), FIIL Cora. 
GL(E), GL(n, К) III.1.1, 111.3. 10 


HET 

т (£), 0 (x) III. 1.5 
(G, g, 9, m) I11.1.10 
Т (т) 11.2.1 

Т (С), T(g) Ш.22 
txt”, U (6), U* (6), U, (6), UF (G), TY) (0), т (G), 7° (G) IIL. 3.1, III. 3.18 
t»f III.3.4, III. 3.18 
р; 111.3.5, III. 3.18 
Lj, Rs 11.3.6, Ш.3.18 
L(G) 11.3.7, Ш, 3.18 
L(g) 11.3.8, III. 3,18 
«А Ш.359, III. 3.18 
SL(E) III.3.10 

Ad, Ad(g) 1.3.12 
[a]? III. 3.14 


mod (@),, mod 1.3.16 
fr. df IL. 3.17, III. 3.18 
Н 1.42 

gt, w(x) Ш.43 


LD, er 111.5 


re ps 0) 111.53 

E(x), L(x) 111.54 

м, ху А9 (@) = Int (a) 111.62 
exp, exp Ad (С) = 114 (L(G)) 1.6.4 
Г (©) M. 6.5 


Rs 11670 
di log log 111.7.6 


DiG, cig 11.9.1 
Z,(A), Zq (@), 8 (A), 8, (a) ITI. 9.3 
Ng (A), N, (а), и, (a) 111.94 
R, ON, x, n° ELI: 97 
л,®...®ль, T(x), 3 (п), Alm), Т” (м), $3" (п), Л" (п) III. Доб. 


УКАЗАТЕЛЬ ТЕРМИНОВ 


Цифры в ссылках указывают по- 
следовательно главу, параграф и 
пункт (или упражнение) 


автоморфизм специальный алгебры 
Ти I, 6, 8 

Ano теорема I, 7, 3 

алгебра (He обязательно ассоциатив- 


— группы Ли III, 3, 7 

групускулы Ли III, 3, 18 

коммутативная I, 1, 3 

нильпотентная I, 4, 1; II, 2, 7 

нормированная II, 7; II, 8, 2 

полупростая I, 6, 1 

простая I, 6, 2 

разрешимая I, 5, 1 

редуктивная I, 6, 4 

формальной группы I, 1, упр. 24 

характеристически нильпотент- 
ная I, 4, упр. 19 

— — эндоморфизмов некоторого мо- 
дуля I, 1, 2. 

— Магнуса II, 5, 1 

— нормируемая II. 7 

— получающаяся из некоторой ал- 

гебры расширением скаляров I, 1, 

1 


РЕ 


— противоположная I, 1, 1 
— универсальная обертывающая I, 2, 
1 


альтернант 1, 4, 2 

аналитическое линейное представле- 
ние группы Ли Ш, 1, 2 

ассоциативная свободная алгебра П, 
ве 


база Холла II, 2, 11 

биалгебра II, 1, 2 

— обертывающая II, 1, 4 

— фильтрованная II, 1, 3 

Бибербаха теорема III, 4, упр. 13 

бинвариантное сечение III, 3, 13 

билинейная форма, ассоциированная 
с 8-модулем (с представлением) I, 


, - 


биномиальный многочлен П, 5, упр. 4 


Вейля теорема I, 6, 2 

векторное С-расслоение III, 1, 8 

верхний центральный ряд алгебры 
Ли I, 1, 6 

— — — группы II, 4, упр. 18 

вещественная группа Ли III, 1, 1; 
111,8; 1:1, 8:2 

— — — типа (N) III, 9, упр. 29 


внутреннее дифференцирование ал- 
гебры Ли I, 1, 2 

вполне  HHBAPHAHTHAH  билинейная. 
форма I, 3, 6 


— приводимое представление I, 3, 1 

второго рода каноническая карта III, 
> 

— — система канонических коорди- 
нат III, 4, 3 


главный антиавтоморфизм YHHBEP- 
сальной обертывающей алгебры ал- 
гебры Ли 1, 2, 4 

голоморф алгебры Ли I, 1, упр. 16 

гомоморфизм алгебры I, 1, 1 

— канонический симметрической ал-. 

‚ гебры векторного пространства ал- 
гебры Ли g на градуированную ал- 
гебру, ассоциированную с ее уни- 
Е обертывающей алгеброй 
‚ 2, 

— — универсальной обертывающей 
алгебры подалгебры алгебры Ли g: 
в универсальную обертывающую- 
алгебру алгебры Ли g I, 2, 3 

— формальный I, 1, упр. 24 

градуированная алгебра Ли, acco- 
циированная с фильтрованной ал- 
геброй Ли II, 4, 4 : 

— группа, ассоциированная с филь- 
трованной группой II, 4, 3 

группа без Р-кручения II, 4, упр. 14- 

— Ли III, 1, 1 

— — р-адическая ПТ, 1, 1; III, 8, 1 

— — вещественная III, 1, 1; III, 8, 1;. 
III, 8, 2 : 

— — полупростая III, 9, 8 
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группа Ли, полученная из некоторой 
группы Ли сужением поля скаля- 
ров III, 1, 1 

— Магнуса II, 5, 2 

формальная 1, 1, упр. 24 

— коммутативная I, 1, упр. 24 

— линейная I, 1, упр. 24 

— ортогональная I, 1, упр. 26 

— симплектическая I, 1, упр. 26 

с Р-кручением II, 4, упр. 14 

Хаусдорфа II, 6, 2 

групускула Ли III, 1, 10 

-— — определенная алгеброй Ли Ш, 


? 


114110 


двусторонний идеал I, |, 1 
дифференциал левый отображения в 
группу Ли III, 3, 17; Ш, 3, 18 
. дифференцирование алгебры I, 1, 1 

_— внутреннее алгебры Ли I, 1, 2 

-— левоинвариантное для формаль- 
ной группы Г, 1, упр. 24 

„длина элемента свободного группои- 
да Il, 2, 1 

„дуальное представление I, 3, 3 


Жордана теорема III, 4, упр. 11 


`‹закон инфинитезимального действия 
HI, 3, 7; IH, 3-18 

-— -—— — ассоциированный с некото- 
рым законом действия Ш, 3, 7 

-— формальный групповой I, |, 


упр. 24 


‘идеал алгебры (левый, правый, дву- 
сторонний) I, 1, | 
— — Ли I, 1, 4 
— производный 1, 1, 5 
--— характеристический I, 1, 4 
изоморфизм канонический симметри- 
ческой алгебры векторного про- 
странства алгебры Ли 8 на вектор- 
ное пространство ее универсальной 
обертывающей алгебры 1, 2, 7 
изоморфные представления I, 3, 1 
изотипная компонента 8-модуля I, 
3, 1 
‘инвариант 8-модуля (представления)1[. 


“инвариантная билинейная форма Г, 
инвариантное сечение III, 3, 13 
индуцированная структура группы 
Ли III, 4, 5 
интегральная подгруппа группы Ли 
111,6, 2 
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инфинитезимальный автоморфизм III, 
10, 1 
исчерпывающая фильтрация II, 4, 1 


PRE a a Tan СКА 


Казимира элемент I, 3, 7 

каноническая карта второго рода III, 

— — первого рода III, 4, 3 

— левая дифференциальная форма 
III, 3, 13; III, 3, 18 

канонический гомоморфизм — см. го- 


моморфизм канонический, изомор- 
физм канонический 
каноническое отображение алгебры 


Ли в ее универсальную обертываю- 
щую алгебру 1, 2, 1 

Картана критерий I, 5, 4 

касательная подалгебра Ли III, 4, 5 

касательный закон композиции III, 

квазиподгруппа Ли III, 1, 3 

Киллинга форма I, 3, 6 

класс неприводимых представлений [, 

-— нильпотентности II, 2, 7 

кограницы со значениями в 8-моду- 
ле I, 3, упр. 12 

коединица коалгебры II, 1, I 

коммутативная алгебра Ли I, 1, 3 

коммутатор I, 1, 2 

коммутаторы степени п II, 2, 6 

комплексификация вещественной 
группы Ли III, 6, 10 

компонента изотипная 8-модуля 1, 
Ба 

— простая полупростой алгебры Ли 
1, 6, 2 

контрагредиентное представление ана- 
литического представления Ш, 3, 
FB 

корни разрешимой алгебры Ли III, 9, 
упр. 17 

коцепи, коциклы со значениями в $6- 
модуле 1, 3, упр. 12 

критерий Картана I, 5, 4 

кусок закона действия III, 1, 11 


левая тривиализация векторного рас- 

слоения T(G) III, 2, 1; Ш, 2, 2 
Леви — Мальцева теорема I, 6, 8 
Леви подалгебра I, 6, 8 


‚левое слоение, ассоциированное с под- 


алгеброй Ли III, 4, I 
левоинвариантное поле точечных рас- 
пределений III, 3, 6 
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левый дифференциал отображения в 
группу Ли III, 3, 17; III, 3, 18 

Ли алгебра — см. алгебра Ли 

— группа — см. группа Ли 

— многочлен II, 2, 4 

— формальный ряд П, 6, 3 

линейное аналитическое представле- 
ние группы Ли III, 1, 2 

логарифмическое отображение II, 6, 1; 
НЕ. 6 


локально изоморфные групускулы Ли. 


III, 1, 10 


Магнуса алгебра II, 5, 1 

— группа II, 5, 2 

Маурера — Картана формулы ‘III, 3, 
14; III, 3, 18 

Мёбиуса формула 
Доп. 

— функция П, Доп. 

_ многочлен Ли Il, 2, 4 
моноградуировка алгебры Ли [. (Г) Il, 

морфизм групп Ли III, 1, 2 

— групускул Ли III, 1, 10 


обращения II, 


наибольший идеал нильпотентности 
9-модуля (представления) I, 4, 3 

— нильпотентный идеал алгебры Ли 
I, 4, 4 

неприводимое представление 1, 3, 1 

несущественное расширение I, 1, 7 

нижний центральный ряд алгебры Ли 

34-8 01,27 

— — — группы II, 4, 8 

нижняя строго треугольная 
II, 4, 6 

нильпотентная алгебра Ли I, 4, 1; II, 


группа 


> 


нильпотентный радикал алгебры Ли 

нормализатор 11, 9, 4 

— подмодуля алгебры Ли I, 1, 4 

нормальный ряд, соединяющий две 
подалгебры Ли Г, 1, упр. 14 

нормированная алгебра Ли II, 7; II, 


’ 


нормируемая алгебра II, 7 


обертывающая биалгебра алгебры Ли 
П, 1, 4 


— универсальная алгебра алгебры 
Ли I, 2, 1 

обратный образ структуры группы 
Ли III, 19 


ограниченная универсальная оберты- 
вающая алгебра алгебры Ли I, 2, 
упр. 6 

однородное пространство Ли III, 1, 6. 

определяющие сботношения II, 2, 3 

отделимая фильтрация II, 4, 1 

отображение каноническое алгебры. 
Ли в ее универсальную обертываю- 
щую алгебру I, 2, 1 

— степени ¢ ПТ, 4, 3 


первого рода каноническая карта 1Ш,. 

— — система канонических коорди-- 
нат III, 4, 3 

a een элементы I, 1, 3; III,. 

0 

подалгебра I, 1, | 

— Леви I, 6, 8 

— редуктивная в алгебре Ли I, 6, 6 

— субнормальная I, 1, упр. 14 

подгруппа Ли III, 1, 3 

подгрупускула Ли III, 1, 10 

подобные представления I, 3, 1 

поле точечных распределений III, 3,. 
5; ПБ 3, 18 L 

— — — левоинвариантное III, 3, 6 

полиградуировка алгебры Ли Г. (Г) П,. 
2.6 

полиномиальное отображение II, 2, 4- 

полупростая алгебра Ли I, 6, 1 

— группа Ли ПГ 9, 8 

полупростое- представление I, 3, | 

полупрямое произведение алгебр Ли 

— — групп Ли Ill, 1, 4 

порядок элемента  фильтрованной 
группы II, 4, 2 

почти простая группа Ли III, 9, 8 

правая  тривиализация векторного. 
расслоения Т(@) III, 2, 1; III, 2, 2° 

представление алгебры Ли I, 3, 1 

— — — в терминах образующих и 
определяющих соотношений II, 2,3. 

— вполне приводимое I, 3, | 

— дуальное I, 3, 3 

— линейное аналитическое III, 1, 2 

— неприводимое Т, 3, | 

— полупростое I, 3, 1 

— получающееся из некоторого пред-- 
ставления расширением скаляров I, . 
-3, 8 

— присоединенное алгебры Ли 1, 3, 1 

— — группы Ли III, 3, 12 

— простое I, 3, | 

—, содержащее п раз некоторое про-- 
стое представление 1, 3, 1 

— точное |, 3, 1 
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представление чистое типа о I, 3, | 
представления изоморфные I, 3, 1 
— подобные I, 3, | 


примитивный элемент биалгебры II, 


1; 2 
присоединенная группа вещественной 


или комплексной группы Ли Ш, 
6, 4 
присоединенное линейное отображе- 


ние элемента алгебры Ли I, 1, 2 
— представление алгебры Ли 1, 3, 1 
— — группы Ли III, 3, 12 
продолжение 8-модуля, представле- 

ния алгебры Ли g I, 7, 2 
произведение алгебр I, 1, 1 
— групп Ли III, 1, 4 
— тензорное представлений I, 

III, Доп. 
производный идеал I, 1, 5 
— ряд I, 1, 5 
простая алгебра Ли I, 6, 2 
— компонента полупростой алгебры 

Ли I, 6, 2 
простое представление I, 3, | 
пространство когомологий со значе- 

ниями в 8-модуле I, 3, упр. 12 
противоположная алгебра Г, 1, 1 
‘прямая сумма представлений I, 3, 1 
Пуанкаре — Биркгофа — Butta Teo- 

рема I, 2, 7 


eo 


радикал алгебры Ли I, 5, 2 

-— группы Ли III, 9, 7 

— нильпотентный алгебры Ли I, 5, 3 

размерность представления I, 3, 1 

разрешимая алгебра Ли 1, 5, 1 

‘расширение алгебры Ли при помощи 
некоторой алгебры Ли I, 1, 7 

несущественное |, 1, 7 

-— расщепляемое I, 1, 7 

— тривиальное I, 1, 7 6 

— центральное I, 1, 7 

расширения эквивалентные I, 1, 7 

расщепляемое расширение I, 1, 7 

‚ редуктивная алгебра Ли I, 6, 4 

-— nonanreöpa Ли в алгебре Ли I, 

‘реплика эндоморфизма I, 5, упр. 14 

ряд верхний центральный I, 1, 6; II, 
4, упр. 

— Ли формальный SE à 

-— нижний центральный I, 1, 5; II, 4,6 

— производный I, 1, 5 

-— Хаусдорфа II, 6, 4 


свертка III, 3, 1; III, 3, 18 
-— точечного распределения и функ- 
ции III, 3, 4 


свободная алгебра Ли II, 2, 2 

— p-anreOpa Ли II, 3, упр. 4 

— ассоциативная алгебра II, 2, 3 

свободный группоид II, 2, 1 

— член элемента алгебры Магнуса 
НЗ. 2 

— — — универсальной —обертываю- 
щей алгебры, алгебры Ли 1, 2, 1 

семейство Холла II, 2, 10 

SES векторного расслоения III, 1, 


симметрическая алгебра модуля I, 2, 


система канонических координат вто- 
рого рода III, 4, 3 

— — — первого рода III, 4, 3 

— свободных образующих алгебры 
Jiu II, 2, 3 

согласованные структуры группы и 
многообразия III, 1, 

сопряженная группа Ли комплексной 
группы Ли Ш, 1, 1 

специальный автоморфизм 
Ли I, 6, 8 

стандартная группа III, 7, 3 

структурные константы алгебры в не- 
котором базисе I, 1, | 

сумма прямая представлений I, 3, | 


алгебры 


тензорное произведение представле- 
ний III, Доб. 

teopema Адо I, 7, 3 

— Вейля I, 6, 2 

— Леви — Мальцева I, 6, 8 

— 06 исключении II, 2, 9 

— Пуанкаре — Биркгофа — Butta _ I, 

— Цассенхауза I, 7, 2 

— Энгеля I, 4, 2 

типа (№) вещественная группа Ли 
ПТ, 9, упр. 29 

тождество Якоби I, 1, 2 

точное представление I, 3, | 

тривиализация правая (соответствен- 
но левая) векторного расслоения 
оные Е 2 2 

тривиальное векторное С-расслоение 
Hit, 8 

-- расширение 1, ЕЯ 

тривиальный 8-модуль I, 3, 1 


универсальная накрывающая связной 
группы Ли III, 1, 9 

— обертывающая алгебра 
Ли I, 2, 1 

унипотентный эндоморфизм. II, 9, 5 


алгебры 
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факторалгебра I, 1, 1 

факторгруппа Ли III, 1, 6 

факторпредставление I, 3, 1 

фильтрация вещественная на группе 

— исчерпывающая Il, 4, 1 

— отделимая Il, 4, 1 

— целочисленная II, 4, 1 

центральная II, 4, 4 

фильтрованная биалгебра II, 1, 3 

форма билинейная, ассоциированная 
с 8-модулем (представлением ал- 
гебры Ли 8) I, 3, 6 

— — вполне инвариантная Т, 3, 6 

— — инвариантная I, 3, 6 

— Киллинга I, 3, 6 


формальный групповой закон I, |, 
упр. 24 . 
— ряд Ли П, 6, 3 


формула обращения Мёбиуса II, Доб. 

— — Хаусдорфа П, 6, упр. 4 

— Холла II, 5, упр. 9 

формулы Джекобсона I, 1, упр. 19 

— Маурера — Картана III, 3, 14; III, 
3, 18 


функция Мёбиуса II, Доб. 

— порядка, ассоциированная с филь- 
трацией II, 4, 2 

— Хаусдорфа II, 7, 2; II, 8, 3 


характеристически нильпотентная ал- 
гебра Ли Т, 4, упр. 19 

характеристический идеал I, 1, 4 

Хаусдорфа группа II, 6, 2 

— ряд Il, 6, 4 

— формула обращения II, 6, упр. 4 

— функция II, 7, 2; II, 8, 3 

Холла база II, 2, 11 

— семейство П, 2, 10 

— формула П, 5, упр. 9 


Цассенхауза теорема I, 7, 2 

целочисленная фильтрация группы II, 
4, | | 

центр алгебры Ли 1, 1, 6 

централизатор III, 9, 3 

— подмножества алгебры Ли I, 1, 6 

центральная фильтрация группы II, 


? 


центральное расширение I, 1, 7 


частная производная в алгебре сво- 
бодной группы П, 5, упр. 2 

чистое представление I, 3, 1 

чистый 4-модуль типа (N) I, 3, 1 


эквивалентные 
Jia I, 1, 7 

экспоненциальное отображение II, 6, 
1; III, 4,3; III, 6, 4 

элемент Казимира I, 3, 7 | 

— степени <n в градуированной ал- 
reOpe, ассоциированной с универ- 
сальной обертывающей алгеброй 
алгебры Ли 1, 2, 6 

— фильтрации <n в универсальной 
обертывающей алгебре алгебры Ли 
I, 2, 6 

Энгеля теорема I, 4, 2 


расширения алгебр 


ядро расширения | RE dE 
Якоби тождество I, 1, 2 


Ст-связное подмножество группы Ли 
В: 2 

С-расслоение векторное III, 1. 8 

-модуль левый (правый) I, 3, 1 

— — тривиальный I, 3, 1 

— — чистый типа (N) I, 3, 1 

Р-изолятор подгруппы нильпотентной 
группы П, 4, упр. 14 

Р-кручение II, 4, упр. 14 

Р-оболочка нильпотентной группы II, 
4, упр. 15 

Р-целое II, 4, упр. 14 

р-адическая группа Ли III, 1, 1; III, 


р-алгебра Ли I, 1, упр. 20 

— — — р-унипотентная I, 
23 

р-гомоморфизм Г, 1, упр. 20 

р-дифференцирование I, 2, упр. 7 

р-идеал I, 1, упр. 22. 

р-отображение Т, 1, упр. 20 

р-полином I, 7, упр. 5 

р-сердцевина коммутативной р-алгеб- 
ры Ли I, 1, упр. 23 

и-примитивный элемент коалгебры П, 
+ 


4, упр. 


СВОДКА НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВ КОНЕЧНОМЕРНЫХ АЛГЕБР ЛИ 
НАД ПОЛЕМ ХАРАКТЕРИСТИКИ 0 


Пусть 94 — алгебра Ли, т — ее радикал, п— ее наибольший 
нильпотентный идеал, 8 — ее нильпотентный радикал, Ё — ортого- 
нальное к 4 подпространство относительно формы’ Киллинга. 
Тогда т, п, 8, f— характеристические идеалы и ТЕ. 


(I) Любое из следующих свойств характеризует полупростые 
алгебры „и: 


1) += {0}; 2) n={0}; 3) 1={0}; 4) любой коммутативный 
идеал в 4 равен нулю; 5) алгебра 4 изоморфна прямой сумме 
простых алгебр Ли; 6) любое конечномерное представление 9 
полупросто. 


(П) Любое из следующих свойств характеризует редуктивные 
ол2ебры Ли: 


1) 8 = {0}; 2) t — центр $; 3) Da полупроста; 4) 9 — прямое 
произведение полупростой и коммутативной алгебр Ли; 5) при- 
соединеняое представление 4 полупросто; 6) 4 обладает конечно- 
‘мерным представлением, таким, что ассоциированная с ним били- 
нейная форма невырожденна; 7) 9 обладает точным конечномер- 
ным полупростым представлением. 


(III) Любое из следующих свойств характеризует разрешимые 
алгебры „и: 


1) Da = {0} для достаточно большого Pi 2) существует убы- 


вающая последовательность ep > 9, >... > 4,={0} идеалов 4, 
таких, что алгебры 4;/9;+1 коммутативны; 3) существует убы- 
вающая последовательность $=% >> ... 2$, ={0} под- 


алгебр алгебры 4, таких, что Q;,, — идеал BG; и 8, /Q,,, KOMMY- 
тативна; 4) существует убывающая последовательность 4 = gy > 
и и: BE 
SYD... Dg”, = {0} подалгебр 4, таких, что g”,, — идеал Ko- 
размерности | в $,; 5) [> Dg; 6) Dg нильпотентен. 
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(IV) Любое из следующих свойств характеризует нильпотент-- 
ные алгебры Ли: 


1) ®74 = {0} для достаточно большого р; 2) 9,9 = 9 для AOCTA- 
точно большого р; 3) существует убывающая последовательность- 
4 = 4% >49: > ... DG, = {0} идеалов 4, таких, что [g, g;] 4+1; 
4) существует убывающая последовательность $ == % >>... 
... 2$,={0} идеалов $, таких, что [9, $, |< 9;,, и g;/9;,, одно- 
мерны; D) существует целое число 7, такое, что (ad x,)o (ad xo)o ... 
... о(а4х,) =0 для любых X, ..., x; из 9; 6) для любого xe gy 
эндоморфизм ad x нильпотентен. 


(У) 4 коммутативна =4 нильпотентна = форма Киллинга: 
на 4 равна нулю =>4 разрешима. 


4 коммутативна => 4 редуктивна. 
4 полупроста DA редуктивна. 


(VI) Характеризации`т: 


1) + — наибольший разрешимый идеал в 4; 2) т — наименьший` 
идеал, такой, что g/t полупроста; 3) t — единственный разреши-- 
мый идеал в 4, такой, что g/t полупроста; 4) + — наибольшее: 
подпространство, ортогональное к Dg относительно формы Кил- 
линга. 


(УП) Характеризации п: 


1) n — наибольший нильпотентный идеал в 9; 2) и — наиболь- 
ший нильпотентный идеал в т; 3) и есть множество X ET, таких, 
что эндоморфизм а4,х нильпотентен; 4) и есть множество X ET, 
таких, что Aadı X нальпотентен; D) N — наибольший идеал в 4, 
такой, что для всех хеи эндоморфизм ad,x нильпотентен; 
6) песть множество KE 4, таких, что ай, х принадлежит радикалу. 
ассоциативной алгебры, порожденной | и ad, у(уеа). 


(VIII) Характеризации 8: 


1) $ есть пересечение ядер точных конечномерных неприводи- 
мых представлений 4; 2) 8 — наименьшее из ядер точных конечно- 
мерных вполне приводимых представлений 4; 3) 8 есть пересече- 
ние наибольших идеалов нильпотентности конечномерных пред- 
ставлений 4; 4) 8 — наименьший идеал в 4, такой, что g/% 
редуктивна; 5) 8—1f Da; 6) 8—[r, a]; 7) 8 есть пересечение 
наибольших подпространств, ортогональных к 4 относительно 
билинейных форм, ассоциированных с конечномерными пред- 
ставлениями 4. 
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